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ОБ ОБЩИХ КРАЕВЫХ ЗАДАЧАХ ДЛЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ

С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ

в работе изучается разрешимость смешанных краевых задач для

одного типа систем уравнений . Некоторые результаты для рассм атр и ­

ваемых систем уравнений был и получены р ан ее в работах [3, 4].
Периодические краевые условия для таких и более общих гипербо­

лических систем были изучены в р аботе [21.
Рассматривается система у равнений вида

Еил», t)-D1u-АР(Dх)u=t(х, t), (1)

где и = (uj. uz) ; t Е (О , Т); х = (Х(, • . . , хn) Е V = (ХI Е (О, 271:), l = l,/1);
t = (/1, /2); А - нен У,левая квадратная комплексная матрица ; Р (D x ) ­

линейная дифференциальная операция в кубе V с комплексными коэф­

фициентами:

Р (Dx) = L p~D~, о; = D; : .. . D:n,
' 1 ~ I < r n

G: = (G:I, ... , аn ) , G:j = О, 1,2, . .. , I G:I = а) + ... + аn •

По каждой переменной Xj, j =~, берутся периодические краевые
условия

D~j и (х, t) k=o = D1! j и (х, t) /Xj=z, ' lj = О, Tj - 1,

а по t рассматриваются общие краевые условия

Mju (х, О) -1- MzU (х, Т) = О.

Здесь Tj - порядок операции Р (D x ) по переменной

ратные комплекс ные матрицы; rang (М 1, М2) = 2.
Пусть :л =~2 (V Х [О, Т]) - гильбертово пространство комплексно­

эн ачных вектор-функций с двумя компонентами и с интегрируемым квад­

ратом модуля, и пусть t (х, t) Е уе .

Определение. Элемент и (х , t) Е :Л называется решением граничной

задачи (1), (2), (3), если найдется последовательность ( ИN ) бесконечно

дифференцируемых вектор-функций, удовлетворяющих граничным усло­

виям (2), (3), таких , что в смысле сходимости в :л

UN (х, t) - )- и (х, t), Еи» (х, t) -+ t (х , t), N -}- СО .

Этим определением зада че (1), (2), (3) поставлен в соответствие ли­

нейный замкнутый оператор L с плотной в :л областью определения.

Нас интересует вопрос, к ак по задан ным системе (1) и условиям перио­

дичности (2) найти такую пару матриц М 1, М 2, чтобы полученный опе­

ратор L был нёгеровым, т. е. его ядро и коядро конечномерны и зада ча

разрешима для всякой t (х, t) Е :Л , удовлетвор яющей конечному числу

условий.

Введем следующие обозначения: 001, ОО2-собственные значения 11 ;
h 1 - собственный и h2- собственный или присоединенный векторы 11;
hj = соl (/Zlj, h2j), j = 1, 2; (hl' h2) - матрица, у которой hl - первый

столбец, h2 - второй столбец ; IН I~ det (h l , h2) ; k = (k" ... , kn) , kj =
= о, ± 1, ... , kx = k,xj + ..., -1- knxn; 'fk (х) = (21t)-n/2 ехр (ikx); Лk - соб-
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ственное значение оператора Р (D x ) , порожденного условиями периодич­

ности (2) в кубе V. Изучена [11 структура спектра, в частности, точечной

его части ааР оператора Р (Dx) и показано, что rpk (х) являются собст­

венными функциями этого оператора.

Теорема 1. Пусть выполнены условия:

1. Собственные зн а чени я (J) 1, Ш2 матрицы А неиулевые. возможно, р ав­

ные и соответствующие им собственные векторы h 1, /12 обр а зуют ба зис.

п . Определители 1М 1\, 1М21, I(М ,h1, М 2h2)1, I(М zh 1, М 1hz) I отличны
от нуля .

I II. Существуют числа ~ > о и Ro > О, такие, что IRe l.k(J) i I> ~ , j =
= J, 2, для всех Лk Е ad P, IЛk I> Ro.

IV . Единственной предельной точкой множества собственных значений

ааР служит Л = оо .

Тогда граничная задача (1), (2), (3) является нётеровой .

Доказательство. Ищем решение задачи (1), (2), (3) в виде

и (х, t) = L uk (t) 'fk (х) .
k

Так как система функций "(1< (х) образует базис в {f 2 (V), то коэф­

фициенты uk (t) должны быть решениями следующей краевой задачи :

и~ (t) = ЛkАUk (t) + fk (t),

М \Uk (О) + M ZUk (Т) = О, Лk Е «». (4)

где fk (t) - коэффициенты разложения f (х, t) по системе "(k (х).

Проведем в комплексной л-плоскости прямые Re Л(J)i = О, j = 1, 2. Они
разбивают всю плоскость на сектора (их четыре, если прямые различны,

и два, если прямые совп адают) . Внутри любого сектора каждый Re Л(J)j

сохраня ет знак.

Ненулевыми собственными значениями краевой задачи (4) служат

нули функции:

. !!. (л) = 1М .н 1+ I(M zh" М ,hz) Iехр (Л(J)lТ) +

+1(M1h 1, М zhz)lеХР(Л(J}zТ)+IМzН\ехр лТ (J)I +(J}Z) .

Нулил, (1,) при 1, --+ = могут находиться лишь в окрестности прямых

Re Л(J) i = О , как показывает исследование t:, (л) внутри каждого из секто­

ров л-плоскости . Поэтому в силу условия 1II найдется такое большое

число R > Ro, что все Лk Е ааР I I Ak I > к, 1 Re Лk (J} i I > 1) отграничены от

нул ей л; ( л).

Пр едставим теперь Je в виде прямой суммы:

г де

.. Уе+ = {и+ (х, ') Iи+ (х, {) = ~ ut (t) 'f k (х)\.
. IXkl >R f

Краевая задача (4) для и: ({) при {: (t) всегда имеет единственное
решение

4
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(6)

где G(/, 1:, )'k) - матрица Грина задачи (4). Имеем

{
-С 1 (1, 1:, )'k)' 0 <1 < т ,

С (1, " )'k) = 1н 1-111-1 (лk) С (1 ) 1 Т
2 ,', 'k , , .';;;; < ,

С 1 (1, 1:, л) = ехр р.ООI!) [gI 1 ех р ),Ш 1 (Т - с) + gl2exp )'Ш 2 (Т - 1:) +gl зехр ( АТ Х

Х (001 + (02) - ),OOI'} J + ехр (),(J) 2t) [gl4 ехр люl (Т - т ) + g15ехр ЛОО2 (Т - 1: ) +
+gI6exP (ЛТ(ООI + U)2 ) - ), ОО 2 't ) ] , C2(/, е , л) = ехр (), U) I t ) [g2 1ехр(-ЛООI'ё) +
+ g 22 ехр 1.00 2(Т - т ) + g23ехр ), (lI> 2Т - OO I't)] + ехр (ЛОО 2t) [gZ4ехр (- ),002') +

+ g 25ехр л 00 1 (Т - т) + g26 ехр л (юlТ - 00 21:)].

в этих формулах матрицы gii следующие:

g1 1 = I(M 2h\, М 1h 2) I(h2Zh\, -h I2h l ) , g l2 = I(M 2h2, М Ih2) I(-h 2111 2, h 11h 2),

glЗ = IМ2Н I(h2Ihl , -h I2h1) , g14 = I(М 1h1, M 2h1) I(h22h2, -h I2h 2),

g15=I(M,h\, M zh2) I(-h 2Ih2, h 11h2), glб=IМ2НI(-hz 1h2, h llh2).
Заменой М \ на М2 получается g2З из gll, g22 из g12, g25 из g14,

g26 из g15. Заменой M z на М 1 получается g Zl из glЗ И g24 из gl б.
Используя условие 11 теоремы 1, можно в каждом секторе ), - плос ­

кости выделить главную часть роста Д (А) при л -+ со. Поэтому, напри­

мер, пр" Re I,;,<IJ ,' > О, j = 1, 2, в некогором секторе имеем для Iлk I> R

..1 (i.k ) = [) Л12Н 1+ о ().;;l)] ехр )'kT (001 + (2).

Использу я это пр едставление ~ P·k ), из формулы (6) при ' )'k' > R
п олучаем в данном секторе равномерную огр ан и чен ность нормы матрицы

11с и, т , ).k ) 11 · Ан алогичные рассмотрения проводятся и для остал ьны х

возможных секторов .

Итак, н айдется число с > О, что для всех Iлk I > R норма

IIC(t, т , Лk) 1I < С .

ИЗ свойств нормы матрицы и неравенства Коши - Буняковекого из

(5) тогда получаем оценку (Jet = ~2 [О, TJ);

!ut(t)1 2 «[IC(t, " I'k )/t ('t )\d't y « [ II C(t, 1:, Лk)llltt('t)\d1:)2 <
т т

< J "С(I, т, л,,) 1 1 2d't J I (t('t) 1
2
d't <c2Tll tt (t)/17f/.

о о

Из этого неравенства рассуждениями, аналогичными приведеиным

в [1, с. 118], получается, что для всякой '+ (х, t) ЕУе+ существует

единственное решение и+ (х, t) Е "Jf+ задачи (1), (2), (3).
В силу условия 1У теоремы 1 в круге Iл I<. R лежит лишь конечное

число лk Е !JdP конечной кратности. Так как для каждого такого Лll крае­

вая задача (4) имеет конечномерные ядро и коядро, то теорема доказана.

З а м е ч а н и е. Условие 111 теоремы 1 означает, что система (1)
не может быть гиперболической. Эта система может быть эллипти­

ческого, параболическогоили неклассическоготипа.

Теорема 2. Пусть выполнены условия :

1. МаТРИllа А имеет двукратное собственное значение (0=1=0 и соб­

ственный вектор h, и присоединенный к нему вектор h2•

11. МаТРИllЫ М( и М2 являются невырожденными.
ш. Существуют числа о> () и Ro > О, такие, что IRe ЛkОО 1:.> о для

всех Лk Е !JdP, IЛk 1> Ro.
1У. Множество !JdP имеет единственную предельную точку А = со .

Тогда граничная задача (1), (2), (3) является нётеровой.

Д о к а з а т е л ь с Т в о. Действуем по схеме, изложенной при доказа­

тельстве теоремы 1. В силу условия II 1 найдется такое R > Ro, что все

5



(7)

лk Е !JdP , р,,, 1> R, отграничены от собственных значений Задачи (4),
которые являются нулями функции:

Д Щ = л-11М .Н 1+ (л- I 1(M 2h J , М lh2) 1+ л- 1 1(М Ih l, M 2h2) 1 +
+ Т 1(M 1hl' M 2h l ) 1) ехр (лшТ) + ),-11 М2Н 1ехр (2лшТ)

и которые при л ---)- = могут лежать лишь в окрестности прямой Re Лш =
= о Краевая задача (4) при всех 1;,,, I> R имеет решение, задаваемое

формулой (5), где матрица ГРИН1 G (t, т , ;,,,) имеет вид

, {-Сl (t, "С, ),,,) , 0<. t <. "С'
G (t, "С' ),,,) = д-l (i.,,) ехр ),,,ш (t - "С) G (t ). ) t Т

2 ,"С, 'k, "с <. <. ,
СI (t, "С' ),) = [Е + Ч"С -. Т) g] (I,-lgI1 + tg 12 +
+ [i,-IE + (Т - t) glЗ] ехр (I,шТ)) ехр (),шТ),

С2 (t, т , л) = [Е + л"Сg] (!,-IE + tg21 + [I,-lg22 + (Т - t)g2З] ехр (ЛшТ)).

Здесь Е-единичная матрица: g= (h21hl, -h l lh l); glЗ = IM2I g ; g21=
= 1М 1 Ig; gl2 = (\(m~, М lh 1) Ih1, I (m~, М lh l) 1h1); g23 = (1 (т:, M 2h l ) h l ,

!(m~, М 2h l) 1 h l ) , m~ - г-й столбец матрицы M j , j, i = 1,2, Матрицы g11,
g12 являются произведением 1Н I на некоторые матрицы, элементы кото­

рой выражаются через элементы М 1 И М 2.

Непосредственно из формулы (7) при всех 1 лk 1 > R следует равно­

мерная ограниченность нормы 11 G (t, "С' лk) 11. Дальнейший ход доказатель­

ства дословно повторяет ход доказательства теоремы 1.
З а м е ч а н и е. Условие 11 теорем 1 и 2 всегда выполнено, например,

в случае простейших нелокальных условий, т. е. при М 1 = тЕ, М2 = Е,

т - ненулевоскомплексное число.

Приведем пример , показывающий необходимость условия Н.
При м е р. Пусть А = аЕ, а - иенулевое комплексное число, и пусть

м 1 = (~ ~). М 2 = (~ ~).
Тогда условие II невыполнимо и любое комплексное число является соб­

ственным значением краевой задачи (4). Следовательно, задача (1), (2),
(3) не является нётеровой.

Теорема 3. Если матрица А имеет двукратное собственное значение

ш = О, то для системы (1) при условиях (2) и при любом операторе

Р (Dx ) рассматриваемого типа не существует корректных [1] граничных

по t условий (3).
Д о к а з а т е л ь с т в о. Как следует из [1], достаточно показать неогра­

ниченность оператора L -1 В уе, если в качестве граничных по t условий
взять условия и (х, О) = и (х, Т) = О. Взяв последовательность свободных

членов системы (1) [" (х, t) с компонентами

a- lf lk (х, t) = f2 (х, t) = 2 [Р - 6tT + 612] rp" (х)

(число а укажем ниже), получим последовательность решений иь (х, t)
нашей граничной задачи, главная часть которой при л" ->- = имеет вид

)./< 1Н /-1 (h1l - ah21) t2(Т - ()2 !11rpk (х).

Если взять а oi=- h 11h2i
1
В случае hJI oi=- О, h21 oi=- О И а = 1 в остальных

случаях, то видно, что при ),,, ---)- = 11 uk (х, t)IIH ---)- со , В то время как

11 [/< (х, t) IIH ограничена. Теорема доказана.
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208 с.
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3. Ро,нДНКО В. К Системы с производной первого порядка по «времени». - Диффе­

ренц, уравнения; 1969, 5, .NQ 1, С. 174-185.

6



4. Ромаяко В . К. О корректных задачах для некоторых систем уравнений . - В КИ. :
Теория и м етоды решения н еко р р ектн о поставлен н ых задач I! их п р ил ож ени я :
Тез . докл . Всес оюз . ШК.-семинар а П О теор ии некоррект. задач. Самарканд, 29 сент . ­
6 окт. ]983 г. Новосибирск : ВЦ СО АН ССС Р, 1983, с . 185.

МОСКО IЗ с ки й физ ико-техническ и й ин-т

удк 517.946

А. С. Гупал о , Г. П. Jlопушанекая

РЕШЕН~Е ОБОБЩЕННОй ЗАДАЧИ НЕйМАНА

ДЛЯ Н ЕОДНОРОДНОй СИЛЬНО ЭЛЛИПТИЧЕСКОй СИСТЕМЫ

ДИФФЕРЕНЦИАЛ"НЫХ УРАВНЕНИЙ ВТОРОГО ПОРЯДКА

Получено 26.03.84.

(1)

в ряде работ советских и за рубежн ых авторов [1, 2, 6, 8, 9, 11 -1 3]
до казана разреш имость общих грани ч ных задач для уравнен ий и

систем эллиптического типа в р а зл ичн ы х функциональных п ростр а н­

ствах , а также п ростр ан ствах обобщенных функций в конечной обла­

сти. Исследование таких задач проводилось различными методами .

В некоторых работах получены формулы решен ий .

Подход к граничны м задачам в обобщенных фу нкциях, исполь­

зованный . в работах [2, 6, 8, 131, дает возможность изучать одновре ­

менн о как в н утренние . так и внешние граничные з адачи . В настояшей

статье, развивая этот подход. док азывается единствен ность и строятся

решения внутренней и внешней зада ч Нейм ана для несднородной

сильн о эллиптической систем ы вариацион ного типа второго порядка

в достаточно ши ро к и х пространствах обобщен ных функций . Классиче ­

ские решения внутренней и внешней задач Не й м а н а для такой системы

построены в [3-51.
Пусть

(д) ~ д2и .
А -д u= L. Alzr -B д =}

х k . /=1 xk Х/

- сильно эллиптическ ая система дифференциальных уравнений, являю ­

щаяся си стемой Эйлера для некоторого положительно определенного функ -

ционала; Ak/ = A/k = A~ / (штрих означает транспон ирова н ие) - постоян­
ные действительные квадр атные матрицы порядка р . Пусть Q - область

в Rn , п ;» 3, ограниченная замкнутой п - 1-меIJНОЙ повер хн остью 5 клас­

са C~; [D (9)]°, [D (5)]° - пространства бесконечно дифференцируемых

вектор-функций в 9 = 9 U 5 н на 5 соответственно;

где

( д ) n - д
С(, ) у, - = -2 l: A/k V / (У) -д

дх k./=l Xr,

- граничный оператор типа Неймана [3, 5] для системы (1); матрицы A1k =
= A~/ единствен ным образом определ яются матрицами Ан; V/ (у) (l =
= гn) - компоненты единичного вектор а ч (у) внутренней нормали к 5
в точке у; Q (у) - матрица с бесконечно дифференцируемыми па 5 эле­

ментами .

Через [D ' (9)11', [D ' (5)] 0, [ Х' (Q)J Dобозначаем пространства линейных

неп реры в ных функuионалов (обобщенных вектор-функций) над [D (Q)JP,
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