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РОЗРАХУНОК КОНЦЕНТРАЦІЇ НАПРУЖЕНЬ БІЛЯ ШТАМПІВ, ОТВОРІВ ТА 
ТРІЩИН У ПІВПЛОЩИНІ НА ОСНОВІ МЕТОДУ ІНТЕГРАЛЬНИХ РІВНЯНЬ  
І РОЗВ’ЯЗКІВ ҐРІНА 
 

Запропоновано підхід до розв’язування контактної задачі для ізотропної 
багатозв’язної півплощини з отворами й тріщинами, що взаємодіє з гладким 
штампом. Напруження визначено на основі інтегральних рівнянь, побу-
дованих на розв’язках типу Ґріна. У цьому підході процес розв’язування 
суттєво спрощено, оскільки умови на прямолінійній межі півплощини, 
зокрема й під штампом, задовольняються тотожно. Досліджено контактні 
напруження під штампом, коефіцієнти інтенсивності напружень біля 
тріщин та концентрацію напружень біля отворів різних форм. 

Ключові слова: штамп, отвори, тріщини, напружений стан, контакт берегів 
тріщин, розв’язки Ґріна, метод інтегральних рівнянь. 

 
Розглянуто задачу про визначення напружень у півплощині з отворами 

й тріщинами, в яку втискається гладкий штамп. Контактні задачі для тіл з 
отворами й тріщинами математично досить складні, оскільки необхідно 
одночасно задовольняти граничні умови та знаходити контактні напружен-
ня на наперед не заданих ділянках контакту. У пружному тілі в околі 
штампа виникають стискальні напруження і тому в таких задачах слід 
додатково враховувати контакт берегів тріщин. У літературі для спрощення 
таких задач найчастіше наближено приймають, що контактні напруження 
під штампом описуються розподілом Герца [3, 4]. У строгій постановці 
розглядали [9] контактну задачу для півплощини з тріщиною за дії 
плоского гладкого штампа, а також для ізотропної півплощини та штампа з 
основою криволінійної форми без урахування контакту берегів тріщин [11, 
13]. Детальні результати досліджень контактних задач для ізотропних 
матеріалів проаналізовано в працях [3, 4]. 

Для визначення напруженого стану біля отворів і тріщин у пластинах 
складної форми широко застосовують метод граничних інтегральних рів-
нянь [1, 10]. Його ефективність суттєво підвищується за використання інте-
гральних рівнянь, ядра в яких побудовано на розв’язках типу Ґріна, коли 
частково виконуються задані граничні умови [1, 10]. Таким чином, у 
літературі досліджували напруження біля отворів і тріщин у пластинах з 
еліптичним отвором, круговій та кільцевій пластинах, півплощині, смузі 
тощо. [10]. У цій статті використано аналогічні інтегральні рівняння для 
вивчення напруженого стану біля отворів й тріщин, що розміщені біля 
штампа у півплощині. Основною перевагою таких рівнянь є те, що їх запи-
сують тільки для невідомих на кривих, де розміщені отвори й тріщини. При 
цьому граничні умови на прямолінійній межі, в тому числі й під штампом, 
задовольняються тотожно, що дає можливість спростити алгоритм розв’я-
зування задачі та підвищити точність розв’язку. Аналогічний шлях на 
основі методу рядів використовували в праці [5], досліджуючи плоскі 
контактні задачі теорії пружності для деяких форм пластин з отворами. 

1. Формулювання задачі. Розглянемо півплощину 0y <  з отворами та 

тріщинами, що взаємодіє при x c a- <  зі штампом, до якого прикладено 

силу yS  та момент M . Межі отворів обмежені кривими 1, , JG GK , а трі-

щини розміщені вздовж кривих 1, , IL LK . Приймемо, що півплощина 
навантажена на нескінченності зусиллями p , які діють паралельно до осі 
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Ox , та зосередженими силами ( , )j jX Y , які діють у внутрішніх точках пів-

площини ( , )j ja b , 1, , Sj J= K ; зусилля Tq , які прикладені до берегів трі-

щин, вважаємо однаковими на протилежних берегах. Тут і далі введено 
такі позначення: q N iTG G G= +  – вектор напружень на дотичній площинці 

до деякої неперервної кривої G , NG  і TG  – проекції вектора внутрішніх 
сил на нормаль до площинки, яка розміщена справа до вибраного напрямку 
обходу кривої. 

Розглянемо гладкий штамп, що має довільну форму і до навантаження 
дотикається до півплощини в початку координат. Приймемо, що відомими є 
сила yS , яка прикладена до штампа, та момент M  відносно центра. 

Вважаємо, що під час навантаження центр штампа може зміститись у 
горизонтальному напрямку на деяку величину c  (для плоского штампа 

0c = ).  
Інтегральні рівняння задач теорії пружності для пластин з отворами й 

тріщинами будують, вводячи комплексні потенціали для суцільної пласти-
ни, які містять невідомі функції на межах пластини. Інтегральні зобра-
ження для комплексних потенціалів для нескінченних пластин з тріщинами 
запишемо у вигляді [10] 

 
2

( )
( ) ( ), ( ) ( )

( )L L

t QQ t Q
z ds z z ds z

t z t z t z
¥ ¥

æ ö
F = + F Y = - + Yç ÷- - -è ø

ò ò , (1) 

де функції ¥F , ¥Y  – комплексні потенціали для нескінченної суцільної 
пластини, що відповідають прикладеному до неї навантаженню, 

1 2 IL L L L= + + +K . Функцію Q  визначаємо через невідомі стрибки пере-
міщень u , v  берегів тріщини за співвідношенням [4] 

 [ ] [ ]
( 1)
Gi dQ u i v

ds
= - +

p c +
( ) ,  

де [ ]u u u+ -= - , [ ]v v v+ -= - , величини зі значками « + » і « - » відносяться 
відповідно до лівого і правого берегів тріщини згідно з вибраним додатнім 
напрямком на тріщині. 

Для забезпечення умов однозначності переміщень необхідно, щоб вико-

нувалась умова 0
jL
Q ds =ò  на кожній із тріщин. Врахувавши, що 

 2 1 1 2
[ ] [ ]

, ,
( 1) ( 1)

d u d vG GQ g ig g g
ds ds

¢ ¢ ¢ ¢= - = =
p c + p c +

, 

зображення (1) запишемо для дійсних невідомих у вигляді 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )p
L

z g t z t g t z t ds z¢ ¢F = F + F + Fò [ ] , 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )p
L

z g t z t g t z t ds z¢ ¢Y = Y + Y + Yò [ ] , (2) 

де 0
0

( , ) j
j

A
z z

z z
F =

-
, 0 2

( , )
( )

j j
j

A t A
z z

t z t z
Y = -

- -
, 1,2j = , 1A i= - , 2 1A = . 

Для побудови аналогічних до (2) інтегральних зображень для півпло-
щини, що взаємодіє зі штампом, спочатку знайдемо комплексні потенціали 

0( , )D z zF , 0( , )D z zY  (які є аналітичними функціями тільки відносно змінної 

z ) для суцільної півплощини, що контактує з плоским гладким штампом 
при x c a- < , коли ці потенціали мають особливості в довільній точці пів-

площини 0z : 
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0 0 2

0 0 0

( , ) , ( , )
( )

D D

z AA Az z z z
z z z z z z

F Y -
- - -

: :  (3) 

де A  – довільна комплексна стала. 
Під час побудови функцій DF , DY  вимагаємо, щоб головний вектор і 

момент сил, прикладених до штампа, дорівнювали нулеві. Зазначимо, що 
отриманий розв’язок може не мати фізичного змісту, оскільки напруження 
під штампом можуть бути розтягальними.  

Тоді комплексні інтегральні зображення (2) для півплощини з тріщи-
нами, яка взаємодіє зі штампом, перепишемо так [1]: 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )D D
p

L

z g t z t g t z t ds z¢ ¢F = F + F + Fò [ ] , 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )D D
p

L

z g t z t g t z t ds z¢ ¢Y = Y + Y + Yò [ ] , (4) 

де ( , ) ( , )
j

D
j D A A

z t z t =F = F , ( , ) ( , )
j

D
j D A A

z t z t =Y = Y , 1,2j = ; ( )p zF  і ( )p zY  – 

комплексні потенціали для суцільної півплощини, що контактує зі штампом 
заданої форми, які враховують прикладене до пластини навантаження. 

Підінтегральні функції в формулах (1), (2) і (4) мають однакові особ-
ливості. Тому переміщення на кривих L , які ці потенціали визначають, 
матимуть однакові стрибки. Зазначимо, що потенціали DF , DY  належать 
до дислокаційних [8]. 

Аналогічно записуємо рівняння для півплощини з отворами [10]. Подамо 
інтегральні зображення розв’язку задачі для півплощини з отворами і трі-
щинами: 

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )D D

L

z g t z t g t z t ds¢ ¢F = F + F +ò [ ]   

 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )D D
i pU t z t V t z t ds z

G

+ F + F + Fò [ ] ,  

 1 1 2 2( ) ( ) ( , ) ( ) ( , )D D

L

z g t z t g t z t ds¢ ¢Y = Y + Y +ò [ ]   

 2( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )D D
i pU t z t V t z t ds z

G

+ Y + Y + Yò [ ] , (5) 

де 1 2 JG = G + G + + GK , 
( 1)
G duU

ds
=

p c +
, 

( 1)
G dvV

ds
=

p c +
. 

Інтегральні рівняння для знаходження невідомих на контурах L  і G  
функцій отримуємо задовольнивши задані граничні умови на берегах трі-
щин та межах отворів [10]. Для розв’язування отриманого рівняння ефек-
тивним є метод механічних квадратур [1, 6, 10, 12]. 

Розглянемо півплощину 0y < , до межі якої при x c a- <  прикладено 
гладкий штамп. Для розв’язування задачі згідно із запропонованим підхо-
дом необхідно побудувати дислокаційний розв’язок, знайти напруження під 
дією штампа в суцільній півплощині та врахувати можливість контакту 
берегів тріщини. 

2. Дислокаційний розв’язок для півплощини, що знаходиться під 
дією штампа. За дислокаційний приймемо розв’язок задачі теорії пруж-
ності для суцільної півплощини, який задовольняє умови на її межі: 

 0,xy xt = < ¥ , 

 / ,v x x c a¶ ¶ = e - < , 
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 0,yy x c as = - > ,  (6) 

e  – стала (кут повороту штампа, який необхідно обчислити), причому 
напруження під штампом задовольняють умови  

 
2 2

1 1

1,2( ) , ( ) ( ) ,
a a

y y y
a a

x dx S x c x dx M a c as = - s = =ò ò m ,  

де yS  і M  – прикладені до штампа сила та момент, які під час визначення 

дислокаційного розв’язку покладаємо рівними нулю.  
Потенціали Мусхелішвілі DF , DY , які відповідають дислокаційній за-

дачі, мають полюси в точці 0z  нижньої півплощини: 

 0 2
0 0 0

,
( )

D D
A A Az

z z z z z z
F - Y -g -

- - -
: : , (7) 

де A  – комплексна стала, 1g = . Поклавши g = -c  та 1 ( )
2 (1 )

A X iY= +
p + c

, 

визначимо навантаження півплощини зосередженою в точці 0z  силою 

( , )X Y  за дії плоского штампа. 
Далі, для зручності викладок, введемо в розгляд функцію 

( ) ( ) ( ) ( )D D D Dz z z z z¢W = F + F + Y , яка має таку особливість: 

 0 0
2

0 0

( )
( )

( )
D

z zAz A
z z z z

-
W -g +

- -
: . (8) 

Знайдемо комплексні потенціали з особливостями (7), (8), які задоволь-
няють умови (6). Зобразимо їх так: 

 ( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )D Dz z z z z zD DF = F + F W = W + W .  

За комплексні потенціали ( )zF , ( )zW  приймемо такі, які є розв’язком 
задачі (6) при 0e = : 

 1 2 1 2( ) ( ) ( ), ( ) ( ) ( )z f z f z z f z f zF = + W = - + ,  

де  

 2 2
1 2

( ) ( ) ( ) ( )
( ) , ( ) , ( ) ( )

2 ( )
C z C z B z B z

f z f z X z z c a
X z

+ -= = = - - , 

 1 2 1 2
2 2

0 00 0

( ) , ( )
( ) ( )

C z B z
z z z zz z z z

a a b b
= + = +

- -- -
,  

 2 2
1 2 2 1 0 1 2 0, , ,

2 2 2
b bA AA A b X X X+a = - + a = - b = - + b = , 

 0
0 0 1 0 2 0 0

0
( ), ( ) , ( )

z c
X X z X X z b z z A

X
-¢= = = = - . 

Складові ,D DF W мають вигляд 

 D
+ -

F = - + 0 1
1

( )
,

( )

D D z c
iD i

X z
 

 D
+ -

W = - + 0 1
1

( )

( )

D D z c
iD i

X z
,  

де 0D , 1D  – дійсні довільні сталі. 

Використавши умови рівноваги штампа, отримуємо: 
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 0 ( 1) Im
2

yS
D A= - + g -

p
, 

 
2

2 0
1 1 2 3

0 0

4 Im 1
z c aa D M
X X

-é ùæ öp = - p b - + b -ç ÷ê úè øë û
. 

Розв’язок для суцільної півплощини за дії параболічного штампа. 

Дослідимо детальніше параболічний штамп з основою 2/(2 )x R , коли ділян-

ка контакту займає задану область a x a- < < , де R  – радіус заокруглен-
ня. Вважаємо відомими силу yS  та момент M , що прикладені до штампа. 

Умови на прямолінійній межі мають такий вигляд: 0xyt =  при x < ¥ ; 

/ /v x x R¶ ¶ = e +  при x a<  та 0yys =  при x a> . Тоді комплексні 

потенціали у зображенні (7) будуть такими [2, 8]: 

 
2

0 1
1 ,

( )p p p

D D z Cz
Ciz iD i

X z

+ -
F = - + W = F , 

де  

 
2

0 1 2
2 , ,

( 1) 2 2
ySG a MC D C D

R a
= = - + = -

c + p p
. 

Перепишемо потенціали у вигляді 

 
2 2 2

0
1

( )/2
1 , ( )

( ) ( )p p p

a a z zCi z iD z
X z X z

+ -æ ö æ öF = + + - + W = Fç ÷ ç ÷
è ø è ø

, 

де 0
( 1)

2

PR
a

G

c +
=

p
, yP S= . 

Тут 0a  – півдовжина ділянки контакту, яку визначають з розв’язку 

для півплощини, що контактує з гладким параболічним штампом за зада-
них значень сили yS  та умови 0M =  [2, 10]. Максимальний контактний 

тиск під штампом  

 0
2 2

( 1)
PGp

R
=

p c +
. 

4. Числовий алгоритм розв’язування задачі. Необхідно додатково ви-
значити межі області контакту 1a  і 2a , які є наперед не відомими. Їх зна-
ходимо з умови обмеженості напружень, які відповідають потенціалам (6): 

 1 2( ) ( ) 0y ya as = s = .  

Щоб задовольнити ці умови, вводимо величину 

 2 2
1 2 1 2( , ) ( ) ( )y yQ a a a i a i= s - d + s - d[ ] [ ] ,  

де ( )y Ts  – напруження, які визначають через потенціали (6) у півплощині 

в точці T ; d  – вибрана мала величина. 
Під час числового розв’язування задачі потенціали (6) замінили ква-

дратурними формулами, наведеними раніше в [1, 10]. Сталі 1a  і 2a  визна-

чали з умови мінімуму величини 1 2( , )Q a a  за додаткових умов (рівнянь) (6). 
Таким чином, прийшли до відомої задачі на умовний екстремум. Для таких 
задач у комп’ютерних математичних пакетах розроблено стандартні про-
грами, які апробовані та дають змогу (за відповідної адаптації) розрахову-
вати зі заданою точністю. При розв’язуванні задавали початкове наближен-
ня, за яке приймали межі області контакту для суцільної півплощини. 
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5. Півплощина з отворами. Розглянемо круговий отвір радіуса R , 
центр якого розміщено в точці з координатами 0cx = , cy mR= -  при 

1.25; 1.5; 2m = , радіус заокруглення штампа 10R a= . Приймемо, що голов-

ний вектор і момент сил, які прикладені до штампа, дорівнюють yS  і 

0M = . Криві, наведені на рис. 1б, описують розрахований відносний 
контактний тиск 0/ ps  при 0 400p = МПа. 

На рис. 1а наведено віднесені до величини 0 /P P R=  колові напру-

ження Js  залежно від кутової координати q , яку відлічуємо від найниж-

чої точки на межі отвору за годинниковою стрілкою. 

   
 а) б) 

Рис. 1. Напруження на межі отвору (а) та контактні (б) за різних відстаней 
отвору від штампа. 

Як бачимо, найбільші колові напруження на межі виникають в отворах, 
близьких до штампа, при цьому максимальні контактні напруження під 
штампом зменшуються. 

Дослідимо зсунуті відносно штампа отвори, які віддалені на однакову 
відстань від межі півплощини. Результати розрахунків для штампа з радіу-
сом заокруглення 10R a= , коли центр отворів розміщений у точках 
(0, 1.5 )a- , (0.25 , 1.5 )a a- , (0.5 , 1.5 )a a- , ( , 1.5 )a a- , наведено на рис. 2. 

   
 а) б) 

Рис. 2. Напруження на межі отвору (а) та контактні (б) за зсунутих відносно 
штампа отворів.  

Контактні напруження виявились практично однаковими, але область 
контакту змістилась у протилежному до зміщення отвору напрямку. Мак-
симальні напруження на межі отвору зменшуються з віддаленням його від 
штампа. 

Отримані результати стосувались штампа з відносно невеликим 
радіусом заокруглення. Для всіх розглянутих випадків розподіл контактних 
напружень мало відрізнявся від розподілу у суцільній півплощині. Розгля-
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дали півплощину з круговим отвором, центр якого розміщений у точці 
(0, 1.5 )a- . Результати розрахунків для великих радіусів заокруглень 
штампа при 100 ; 250 ; 500R a a a=  подано на рис. 3. 

  
 а) б) 

Рис. 3. Напруження на межі отвору (а) та контактні (б) за різних радіусів 
заокруглення штампа. 

Виявили, що контактні напруження суттєво залежать від радіуса за-
округлення штампа, при цьому в центральній частині під штампом вони 
мають локальний мінімум. Відчутно змінюється і характер їх розподілу на 
межі отвору та максимальні значення. 

5. Перевірка достовірності підходу. Перевіряли результати, отримані 
на основі розробленого алгоритму, що базується на інтегральних рівняннях 
зі строгим задоволенням умов контакту під штампом. З цією метою роз-
глядали півплощину, послаблену круговим отвором радіуса a , з центром у 
точці (0.5 , 1.5 )a a- , радіус заокруглення штампа = 50R a , матеріал ізотроп-

ний, 0 2000p = МПа. Розраховані за розробленим алгоритмом відносні на-

пруження на межі отвору наведено на рис. 4а, а відносний контактний тиск 
під штампом – на рис. 4б (крива 1, тут крива 2 – контактний тиск у 
суцільній півплощині). Далі розглядали півплощину з отвором (без дії 
штампа), до межі якої в знайденій області контакту 1 2( , )a a  в точках 

1 ,jx a jh= +  0, , 40j = K , прикладено зосереджені сили ( )j jY hp x= - , де 

( )p x  – знайдений контактний тиск, 2 1( )/40h a a= - . 
 

   
 а) б) 

Рис. 4. Напруження на межі отвору (а) і контактний тиск (б) для ізотропної 
півплощини. 

Для розв’язування цієї задачі використали інтегральні рівняння, де до-

поміжні потенціали D
jF , D

jY  визначали, розглядаючи півплощину із 
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вільною від навантаження межею [1]. Розраховані відносні напруження на 
межі отвору зображено на рис. 4а (крапки). 

Отже, знайдені за різними підходами (на основі різних інтегральних 
рівнянь) напруження на межі отвору є практично однакові, що вказує на 
достовірність результатів. 

6. Півплощина з тріщинами. Розглянемо півплощину 0y < , послаб-

лену тріщиною, на яку при 1 2a x a< <  втискається без тертя параболічний 
штамп. Вважатимемо, що головний вектор і момент сил, які прикладені до 
штампа, дорівнюють P  і M . Центр штампа знаходитиметься в точці 

1 2( )/2c a a= + , а півдовжина ділянки контакту 1 2( )/2a a a= + . 
Приймемо, що півплощина послаблена прямолінійною тріщиною пів-

довжини l  з центром у точці ( , )c cx y , яка нахилена під кутом a  до осі Ox . 

Перед втисканням центр штампа знаходиться в точці (0, 0) , момент при-
кладених сил до нього відносно цієї точки покладемо рівним нулю. 

Інтегральне рівняння розв’язували числово методом механічних ква-
дратур [10, 12]. Під час знаходження коефіцієнтів інтенсивності напружень 
(КІН) враховували контакт берегів тріщин. Алгоритм розв’язування такої 
задачі викладено раніше [7]. 

 
Рис. 5. Відносні контактні напруження та КІН 

за дії кругового штампа при 0a = ° . 
Вважали, що прикладене навантаження є таким, що півдовжина ділян-

ки контакту за втискання штампа у суцільну півплощину дорівнює 0a . Далі 

всі величини віднесені до неї. Розраховані відносні контактні напруження 

під штампом 0
y

y

a
S

s
s =  за відносної довжини 0/ 1d a= =l , кута нахилу 

тріщини 0a = ° , 0cx =  та 0/ 1.1cy a =  наведено на рис. 5 (крива 1). Крива 2 

описує відносні контактні напруження на берегах тріщини n
T

y
a

S
s

s = . 

Значення відносних КІН II

y

K a
K

S
=

p
 у лівій і правій вершинах тріщини 

відповідно дорівнюють 0.0762-  і 0.0762 . Для порівняння штриховими ліні-
ями зображено контактні напруження у півплощині, що перебуває під дією 
герцівського тиску. Розраховані відносні КІН K  у вершинах тріщини для 
цього випадку будуть рівними 0.0783-  і 0.0783 . 

Аналогічні дані для тріщини, нахиленої під кутом 30 ; 45 ;a = - ° - °  
60 ; 90- ° - ° , наведено на рис. 6 і рис. 7. Тут відбувався контакт берегів 
вздовж усієї тріщини. Для нахилених тріщин контактні напруження під 
штампом (рис. 6 і рис. 7) істотно відрізняються від розподілу Герца, що 
відповідно впливає на значення КІН. 
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Аналогічні результати для зсунутої тріщини при 0/ 0.5cx a =  та кута 

нахилу тріщини 90; 45 ;0 ; 45a = - - ° ° °  наведено на рис. 8 і рис. 9. 
 

   
 а) б) 

Рис. 6. Відносні контактні напруження та КІН за дії кругового штампа  
при 30a = - °  (а) та 45a = - °  (б). 

 

   
 а) б) 

Рис. 7. Відносні контактні напруження та КІН за дії кругового штампа  
при 60a = - °  (а) та 90a = - °  (б). 

 

    
 а) б) 

Рис. 8. Відносні контактні напруження та КІН для зсунутої тріщини  
при 0a = °  (а) та 45a = - °  (б). 

Для всіх розглянутих випадків контакт берегів тріщин відбувався в 
околі їхніх вершин. 
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  а)  б) 

Рис. 9. Відносні контактні напруження та КІН для зсунутої тріщини  
при 90a = - °  (а) та 45a = °  (б). 

Висновки. Розроблено методику визначення напруженого стану біля 
отворів і тріщин у півплощині, що взаємодіє із жорстким гладким штампом. 
Методика базується на методі інтегральних рівнянь і враховує контакт 
берегів тріщин. Інтегральні рівняння побудовано так, що умови на прямо-
лінійній межі півплощини, в тому числі і під штампом, задовольняються 
тотожно. Інтегральні рівняння розв’язано числово за методом механічних 
квадратур. Досліджено напруження біля штампа, тріщин та отворів різних 
форм. 
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РАСЧЕТ КОНЦЕНТРАЦИИ НАПРЯЖЕНИЙ ВОЗЛЕ ШТАМПОВ, ОТВЕРСТИЙ И ТРЕЩИН  
В ПОЛУПЛОСКОСТИ НА ОСНОВАНИИ МЕТОДА ИНТЕГРАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ И РЕШЕНИЙ 
ГРИНА 
 
Предложен подход к решению контактной задачи для изотропной многосвязной 
полуплоскости с отверстиями и трещинами, которая взаимодействует с глад-
ким штампом. Напряжения определены на основании интегральных уравнений, 
построенных на решениях типа Грина. В этом подходе процесс решения сущес-
твенно упрощен, поскольку условия на прямолинейной границе полуплоскости, в 
частности и под штампом, удовлетворяются тождественно. Исследованы кон-
тактные напряжения под штампом, коэффициенты интенсивности напряже-
ний возле трещин и концентрация напряжений около отверстий разных форм.  

Ключевые слова: штамп, отверстия, трещины, напряженное состояние, кон-
такт берегов трещин, решения Грина, метод интегральных уравнений. 

 
CALCULATION OF STRESS CONCENTRATION NEAR PUNCHES, HOLES AND CRACKS IN  
A HALF-PLANE BASED ON THE INTEGRAL EQUATION METHOD AND GREEN’S SOLUTIONS 
 
An approach to solving a contact problem for an isotropic multilinked half-plane with 
holes and cracks that interacts with smooth punch is proposed. The stresses are 
determined on the basis of integral equations, built on the Green type solutions. The 
process of solving in the proposed approach is significantly simplified since the 
conditions imposed on the rectilinear boundary of the half-plane, including the area 
under the punch, are identically satisfied. The investigation of the contact stresses 
under the punch, the stress intensity factors near the cracks and the stress 
concentration near the holes of different shapes is carried out. 

Key words: punch, holes, cracks, stress state, crack edges contact, Green’s solutions, 
method of integral equations. 
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