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ВПЛИВ МІЖФАЗНИХ ЗСУВНИХ ТРІЩИН БІЛЯ КУТОВОЇ ТОЧКИ МЕЖІ 
ПОДІЛУ СЕРЕДОВИЩ БІОДНОРІДНОГО ТІЛА НА НАПРУЖЕНИЙ СТАН  
В ОКОЛІ ЦІЄЇ ТОЧКИ 
 

У рамках гіпотези плоскої деформації розглянуто кусково-однорідне ізо-
тропне пружне тіло з міжфазними зсувними тріщинами біля кутової 
точки межі поділу середовищ. Точний розв’язок відповідної задачі теорії 
пружності для клиноподібного тіла побудовано методом Вінера – Гопфа. На 
основі знайденого розв’язку досліджено поведінку напружень в околі кутової 
точки. 

Ключові слова: межа поділу середовищ, кутова точка, міжфазні зсувні тріщини, 
метод Вінера – Гопфа. 

 
 Вступ. Сучасні конструкції з композитних матеріалів можуть містити 
шаруваті елементи, в яких поверхня спряження шарів не є гладкою. Такі 
елементи моделюють кусково-однорідним тілом з межею поділу середовищ 
у формі сторін кута, кутова точка якої може бути концентратором напру-
жень, що ініціює зародження міжфазних тріщин. Тому дослідження напру-
женого стану кусково-однорідних тіл, послаблених міжфазними тріщинами, 
що зародилися у кутовій точці межі поділу середовищ, є актуальною 
проблемою механіки деформівного твердого тіла.  

У більшості праць, присвячених дослідженню плоских статичних задач 
теорії пружності для клиноподібних областей з тріщинами при вершині, а 
також інших задач про лінії розриву переміщень у кутових точках, тіло 
вважають однорідним [1, 6, 8, 10, 12–14]. У випадку кусково-однорідного 
тіла досліджували лише задачі про лінії розриву переміщень у кінцях 
міжфазних тріщин, а також у кінці тріщини, що виходить на межу поділу 
середовищ [4, 5]. Задачі механіки руйнування, в яких досліджували б на-
пружений стан у кутових точках кусково-однорідних пружних тіл за наяв-
ності міжфазних тріщин у цих точках, не розглядалися. 

Одним з ефективних методів дослідження задач механіки руйнування 
матеріалів для тіл з тріщинами [2, 3, 12] є метод Вінера – Гопфа [7]. Нижче 
з використанням цього методу побудовано точний розв’язок плоскої статич-
ної задачі теорії пружності для кусково-однорідного ізотропного пружного 
тіла з маломасштабними міжфазними зсувними тріщинами біля кутової 
точки межі поділу середовищ. На основі цього розв’язку досліджено напру-
жений стан тіла в околі кутової точки.  

1. Постановка задачі. В умовах 
плоскої деформації в рамках статич-
ної симетричної задачі теорії пруж-
ності розглянемо кусково-однорідне 
тіло з межею поділу середовищ у 
формі сторін кута, складене з ізо-
тропних пружних частин з модулями 
Юнга 1E , 2E , 1 2E E> , і коефіцієнта-

ми Пуассона 1n , 2n  (рис. 1). 
 Відповідно до загальних положень про поведінку напружень біля 
кутових точок пружних тіл, кутова точка межі поділу середовищ O  є 
концентратором напружень зі степеневою особливістю. При цьому в її околі 
подання напружень мають вигляд:  
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 0 0
1 0 1 2( ,0) ( , , , ) ( )r r Cg e r o rl l

qt = a n n + , 

 0 0
2 0 1 2 0 1 2( , 0) ( , , , ) ( ), 0,  /r Cg e r o r r e E El l

qs = a n n + ® = , 

де 

 1 0 11 0 12 0sin sin( 2) ,g g g= l l a - l + a  

 2 2
11 0 0(1 ) sin 2 cos( 2)g e= - l a l + a -  

 1 0 0(1 2 ) sin 2 cos( 2)e- - - l a l + a ´æ  

 0 0cos ( ) sin ( ) 2´ l p - a l p - a - a +( )  

 2 0 0 02 (1 ) sin 2 cos cos( 2)e+ - - l a l a l + a ´æ( )  

 0 0cos ( ) sin ( ) 2´ l p - a l p - a - a +( )  

 1 0 0(1 ) sin 2 sin( 2)+ + l a l + a ´æ  

 0 0cos ( ) cos ( ) 2´ l p - a l p - a - a +( )  

 2
1 2 0 0(1 )(1 ) cos sin ( 2)+ + - l a l + a ´æ æ  

 0 0cos ( ) cos ( ) 2´ l p - a l p - a - a -( )  

 2 0 0 0 0(1 ) sin 2 cos sin( 2) cos( 2)- + l a l a l + a l + a +æ  

 1 2 0 0(1 )(1 ) cos sin( 2)+ + - l a l + a ´æ æ  

 0 0 0cos( 2) cos ( ) sin ( ) 2´ l + a l p - a l p - a - a( ) , 

 2 2
12 2 0 0 0(1 )(1 ) sin 2 cosg e= - - + l l a l a -æ  

1 0 2 0 0(1 2 ) (1 ) sin 2 cose- - - l - + l a l a ´æ æ  

0 0cos ( ) sin ( ) 2´ l p - a l p - a - a +( )  
2

2 0 2 0 02 (1 ) (1 ) sin 2 cose+ - - l - + l a l a ´æ æ( )  

0 1 2 2 0sin( 2) 2 1 (1 ) (1 )e´ l + a - - - - - + l ´æ æ æ( )  
2

0 0 0cos sin( 2) cos ( )´ l a l + a l p - a ´  
2

0 1 0 0sin ( ) 2 (1 ) sin 2 sin´ l p - a - a + + l a l a ´æ( )  

0 0cos ( ) cos ( ) 2´ l p - a l p - a - a +( )  

1 2 0 0 0(1 )(1 ) sin cos+ + - l l a l a ´æ æ  

0 0 0sin( 2) cos ( ) cos ( ) 2´ l + a l p - a l p - a - a -( )  
2

2 0 0 0 0(1 ) sin 2 sin cos cos( 2)- + l a l a l a l + a +æ  

1 2 0 0 0(1 )(1 ) sin cos+ - + l l a l a ´æ æ  

0 0 0cos( 2) cos ( ) sin ( ) 2´ l + a l p - a l p - a - a( ) , 

2
0 12 12

1

1
,      3 4

1
e e

+ n
= = - n

+ n
æ . 

Показник степеня особливості напружень 0l  є єдиним на інтервалі ( 1, 0)-  

коренем характеристичного рівняння 

 ( 1) 0D -l - = , 

де 2
0 1 2 ( ) ( ) ( ) ( )z z z e z eD = d + d + d ,  

 0 1( ) (sin 2 sin 2 ) sin 2 ( ) sin 2z z z z zd = a + a p - a + aæ( ) , 

 2
1 1 2( ) (1 )(1 ) sinz zd = + + p -æ æ  
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 1(sin 2 sin 2 ) sin 2 ( ) sin 2z z z z- a + a p - a + a -æ( )  

 2sin 2 ( ) sin 2 sin 2 sin 2z z z z- p - a - a a - aæ( )( ) , 

 2 2( ) sin 2 ( ) sin 2 sin 2 sin 2z z z z zd = p - a - a a - aæ( )( ) . 

Деякі значення показника степеня особливості напружень для різних 
відношень модулів Юнга матеріалів у залежності від значень кута наведено 
в табл. 1. 

 Таблиця 1 

0e  

a , [°] 
2 3 5 10 

15 –0.036 –0.068 –0.122 –0.215 

30 –0.075 –0.132 –0.232 –0.310 

45 –0.112 –0.180 –0.258 –0.332 

60 –0.112 –0.184 –0.248 –0.308 

75 –0.086 –0.127 –0.167 –0.203 

105 –0.025 –0.037 –0.049 –0.059 

120 –0.054 –0.081 –0.104 –0.124 

135 –0.089 –0.130 –0.168 –0.202 

150 –0.117 –0.173 –0.228 –0.278 

165 –0.104 –0.168 –0.241 –0.318 

Cталу C  у вищенаведених поданнях визначають з розв’язку кожної 
конкретної задачі теорії пружності для тіла, зображеного на рис. 1. Цю 
сталу, що залежить від зовнішнього навантаження, можна розглядати як 
коефіцієнт інтенсивності напружень у кутовій точці межі поділу середовищ. 

Результати розрахунків показують, що 0 1 / 2l > - , 1( ) 0g a <  при 

0, / 2,a ¹ p p ; 1 1 1(0) ( / 2) ( ) 0g g g= p = p = , 1 0g = , якщо 1 2E E= , 1 2n = n ; 

2 ( ) 0g a <  при 1 2(0, ) ( / 2, )a Î a p aU , 2 ( ) 0g a >  при 1 2( , / 2) ( , )a Î a p a pU , 

2 2 1 2 2 2 2(0) ( ) ( / 2) ( ) ( ) 0g g g g g= a = p = a = p = , 2 0,g =  якщо 1 2E E= , 1 2n = n . 

Якщо 0e  збільшується, то 1a , 2a  зменшуються. Значенням 0 2, 3, 5, 10e =  

відповідають значення 1 38.2,  34.4,  29.3,  21.7a = [°] і значення 2 134.2a = , 

133.4,  133.1,  131.3 [°]. 
Якщо 0C <  (показано, що повинна виконуватися саме така умова) і 

1 2( , / 2) ( , )a Î a p a pU , то згідно з інформацією про функцію 2g  та 

вищенаведеним поданням колових напружень, ( ,0)rqs ® -¥  при 0,r ®  а 

тому на межі поділу середовищ біля кутової точки нормальні напруження є 
стискальними. Тоді внаслідок високої концентрації напружень у кутовій 
точці можливе зародження міжфаз-
них зсувних тріщин, що виходять з 
цієї точки, з повністю контактуючими 
берегами, довжина яких значно мен-
ша, ніж розміри тіла (рис. 2). Чим 
більшим є відношення модулів Юнга 

0 1 2/ 1e E E= > , тим ширша область 

значень кута a , при яких слід очіку-
вати утворення таких тріщин. Вва-
жаємо, що тертя між берегами тріщин відсутнє.  

Якщо 0C <  і 1 2(0, ) ( / 2, )a Î a p aU , то на межі поділу середовищ біля 
кутової точки має місце висока концентрація нормальних розтягальних 
напружень. Тоді слід очікувати зародження відкритих тріщин.  

 
Рис. 2 
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Розглянемо лише випадок, коли 
0C <  і 1 2( , / 2) ( , )a Î a p a pU . 
Дослідимо поведінку напружень в 

околі кутової точки O  межі поділу 
середовищ (рис. 2). З урахуванням 
малості тріщин приходимо до плоскої 
статичної симетричної задачі теорії 
пружності для кусково-однорідної 
ізотропної площини з межею поділу 
середовищ у формі сторін кута, що містить розрізи скінченної довжини, які 
виходять з кутової точки та розташовані на цій межі (рис. 3). На 
нескінченності задано асимптотику поля напружень, що є розв’язком 
аналогічної задачі без розрізів (задачі К) – однорідної задачі теорії 
пружності для кусково-однорідної площини з межею поділу середовищ у 
формі сторін кута, який породжується єдиним на інтервалі ( 1, 0)-  коренем 

0l  її характеристичного рівняння. Сталу C  вважаємо заданою.  

Беручи до уваги симетрію, крайові умови задачі (рис. 3) запишемо так: 

 ,   :     0,   0r uq qq = p - a q = - a t = = , 

 ,0 :   0,   0r uq q qq = s = t = = , (1) 

 0,   :   0rr qq = < t =l , 

 0,   :   0rr uq = > =l , (2) 

 0
10,   :   (1/ ),  rr Cg r o rl

qq = ® ¥ t = + - a £ q £ p - a .  (3) 

Тут a  – стрибок a . 
Розв’язок сформульованої задачі теорії пружності (рис. 3) є сумою 

розв’язків наступних двох задач. Перша задача (задача 1) відрізняється від 
вихідної тим, що замість першої з умов (2) задано  

 0
10,   :   rr Cg rl

qq = < t = -l , (4) 

а на нескінченності напруження згасають як (1 / )o r , що описується умо-
вою (3) без першого доданку. Друга задача – задача К. Оскільки розв’язок 
другої задачі відомий, достатньо розв’язати задачу 1. Для побудови точного 
розв’язку задачі 1 використаємо метод Вінера – Гопфа у поєднанні з апа-
ратом інтегрального перетворення Мелліна [9]. 

2. Розв’язання рівняння Вінера – Гопфа. Застосувавши перетворення 
Мелліна з комплексним параметром р до рівнянь рівноваги, умови суміс-
ності деформацій, закону Гука, умов (1) та врахувавши другу умову (2) та 
умову (4), приходимо до функціонального рівняння Вінера – Гопфа: 

 
0

( ) ctg ( ) ( )
1

p A p G p p
p

+ -tF + = p F
+ l +

, (5)  

де 

 1 1 2 1
2

21 1 2 2

(1 ) 1 (1 ) ( )
, ( )

( )2 (1 )

e G p
A G p

G pe e

+ + + +
= =

+ + +

æ æ æ
æ æ æ æ

( )

( )
, 

 2
1 1 1 2 2 0 1( ) (1 ) ( ) ( ) sinG p e e a p a p e p= + + + + pæ æ æ æ( )( ) , 

 2
2 1 2 0 1 2( ) 1 (1 ) ( ) ( ) ( ) cosG p e b p b p e b p e p= + + + + + pæ æ( )( ) , 

 0 1( ) (1 )(cos 2 ( ) cos 2 )(sin 2 sin 2 )a p p p p= + p - a - a a + aæ , 

 
Рис. 3 
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 1 2( ) (1 )(cos 2 cos 2 )(sin 2 ( ) sin 2 )a p p p p= + a - a p - a - aæ , 

 0 1( ) (sin 2 sin 2 )( sin 2 ( ) sin 2 )b p p p p p= a + a p - a + aæ , 

 2
1 1 2( ) (1 )(1 ) sin (sin 2 sin 2 )b p p p p= + + p - a + a ´æ æ  

 1( sin 2 ( ) sin 2 )p p´ p - a + a -æ  

 2(sin 2 ( ) sin 2 )( sin 2 sin 2 )p p p p- p - a - a a - aæ , 

 2 2( ) (sin 2 ( ) sin 2 )( sin 2 sin 2 )b p p p p p= p - a - a a - aæ , 

 
1

1
2
11 0 0

( ) ( ,0) , ( )
4(1 )

p pr
r

r

E u
p d p d

rv

¥
+ -

q =r
q=

¶
F = t r r r F = r r

¶-ò ò l
l , 

 0
1 1 2, ReCg plt = - - e < < el , 

1e , 2e  – малі додатні числа. 
Розв’язок рівняння (5) має вигляд  

0 0 0

K ( ) ( ) 1( )
1 K ( 1) ( 1)

p G p
p

p G

+ +
+

+ +

étF = -ê+ l + -l - -l -êë
 

 
1

1 ,  Re 0
K ( ) ( )

p
p G p+ +

ù
ú- <
úû

, 

 
0 0 0

( )
( ) , Re 0

K ( 1) ( 1)( 1)K ( )

pG p
p p

A G p p

-
-

+ + -
tF = >

-l - -l - + l +
.  (6)  

Тут 

( )ln ( ), Re 0, (1 )1exp K ( )
2 (1 / 2 )( ), Re 0,

i

i

G z G p p p
dz p

i z p pG p p

+ ¥ +
±

-
- ¥

æ ö ì < G= =ç ÷ íç ÷p - G>îè ø
ò

m
m , 

( )zG  – гамма-функція. 

3. Дослідження поведінки напружень в околі кутової точки. На осно-
ві розв’язку (6) рівняння Вінера – Гопфа (5) одержано вирази для мел-
лінівських трансформант напружень. У результаті застосування до цих 
виразів формули обернення Мелліна, знайдено напруження для задачі 1. 
Так для колових напружень маємо вираз 

 1 1
1( , ) ( ) ( )r r S С o rl l

qs q = q + , (7) 

що визначає головний член розвинення ( , )rqs q  в асимптотичний ряд при 

0r ®  для матеріалу 1,  0 < q < p - a . Подання цього члена для ( , )rqs q , 

коли 0-a < q < , а також для ( , )r rqt q  і ( , )r rs q  є аналогічними. Тут 

 0 11 0 1 1 1
1

1 0 0 1 1 0

( 3 / 2) ( 2) ( 1)

( ) ( 2) ( 3 / 2) ( 1)

g G
C C

s G

+
l -l

+

G l + G l + -l -
=

l - l G l + G l + -l -
l , 

 1 1(1 ) cos 2( 1)( ) cos 2s = + l + p - a - a ´æ {( )  

 1 12 cos 2( 1) sin 2 2( ) sin 2( 1)a l + a + a - p - a l + a +(́ ) (  

 1 1( 1) sin 2 sin 2( 1)( )+ l + a l + p - a +) }  
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 2 1(1 ) 2( ) cos 2( 1)( ) sin 2+ + p - a l + p - a - a ´æ {( )  

 1 1cos 2( 1) cos 2 2 sin 2( 1)( )l + a - a - a l + p - a -(́ ) (  

 1 1( 1) sin 2 sin 2( 1) e- l + a l + a) } , 

 1 1 1 1 1
1( ) ( 2) sin sin( 2)
2

S s séq = - l + l q + l + q +êë
 

 1 1
3 1 1 4 1( 2) cos cos( 2)s s+ ùl + l q - l + qúû

, 

 1 1 2 1 3 2 4 52 (1 )s c с c c c c e= - + + æ( ) , 

 2 1 2 1 2 1 1 3 1 2 4 62(1 ) ( 2)(1 )s c с c c c c e= + l + - l - l + +æ æ( ) , 

 3 2 6 3 6 1 4 72 (1 )s c c c c c c e= - + + æ( ) , 

 4 1 1 2 5 1 3 5 1 1 4 72(1 ) ( 2)(1 )s c c c c c c e= + l + - l + l + +æ æ( ) , 

 1 1cos 2( 1)( ) cos 2c = l + p - a - a , 

 2 1 1 sin2( 1) ( 1) sin 2c = l + a + l + a , 

 3 1 2 2 1(2 3 ) sin 2 (1 ) sin 2( 1)c = l + + a + - l + aæ æ , 

 4 1cos 2( 1) cos 2c = l + a - a , 

 5 1sin 2( 1)( ) sin 2c = l + p - a + a , 

 6 1sin 2( 1)( ) sin 2c = l + p - a - a , 

 7 1cos 2( 1)( ) cos 2c = l + p - a + a , 

 8 1 2 1 12 3 sin 2 (1 ) sin 2( 1)c = l + + a + - l + aæ æ( ) , 

 0 < q < p - a , 

1l  – єдиний на інтервалі ( 1, 0)-  корінь рівняння  

1(1 ) cos 2( 1)( ) cos 2+ l + p - a - a ´æ ( )  

sin 2( 1) ( 1) sin 2l + a + l + a +(́ )  

2+(1 ) cos 2( 1) cos 2+ l + a - a ´æ ( )  

sin 2( 1)( ) ( 1) sin 2 0el + p - a - l + a =(́ ) .  (8) 

Якісну залежність кореня 1l  (показника степеня особливості напру-

жень у кутовій точці O ) від кута a  якісно зображено на рис. 4. Деякі 
значення 1l  наведено в табл. 2 при 1 2 0.3n = n = . 

З виразу (7) випливає, що кутова точка O  є особливою точкою (кон-
центратором напружень) розглянутої крайової задачі теорії пружності 
(рис. 3). При наближенні цієї точки напруження нескінченно зростають 
згідно зі степеневим законом. Показник степеня особливості напружень 
залежить від кута, відношення модулів Юнга та коефіцієнтів Пуассона. Цей 
показник – єдиний на інтервалі ( 1, 0)-  корінь трансцендентного рівняння 
типу (8). 
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Таблиця 2 

0e  

a , [°] 
2 3 5 10 

15 –0.738 –0.702 –0.652 –0.602 

30 –0.640 –0.611 –0.577 –0.541 

45 –0.547 –0.527 –0.506 –0.484 

60 –0.430 –0.419 –0.408 –0.398 

75 –0.262 –0.258 –0.255 –0.252 

105 –0.274 –0.277 –0.280 –0.283 

120 –0.467 –0.476 –0.484 –0.492 

135 –0.613 –0.628 –0.641 –0.653 

150 –0.731 –0.749 –0.767 –0.782 

165 –0.835 –0.855 –0.873 –0.889 

Зі зростанням кута a  від 0 до 
/ 2p  концентрація напружень біля 

кутової точки послаблюється, а зі 
збільшенням його від / 2p  до p  – 
посилюється. Якщо кут a  прямує до 
нуля або p , показник степеня особ-
ливості напружень прямує до 1- . 
Якщо кут a  прямує до / 2p , то по-
казник степеня особливості напру-
жень прямує до нуля. Якщо кут a  
гострий, то зі зростанням відношення 
модулів Юнга 0 1 2/ 1e E E= >  кон-

центрація напружень біля кутової 
точки послаблюється, а якщо тупий – посилюється. 
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ВЛИЯНИЕ МЕЖФАЗНЫХ СДВИГОВЫХ ТРЕЩИН ВОЗЛЕ УГЛОВОЙ ТОЧКИ ГРАНИЦЫ РАЗДЕЛА 
СРЕД БИОДНОРОДНОГО ТЕЛА НА НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЯ ВБЛИЗИ ЭТОЙ ТОЧКИ 
 
В рамках гипотезы плоской деформации рассмотрено кусочно-однородное 
изотропное упругое тело с межфазными сдвиговыми трещинами вблизи угловой 
точки границы раздела сред. Точное решение соответствующей задачи теории 
упругости для клиновидного тела построено методом Винера – Хопфа. На основе 
найденного решения исследовано поведение напряжений в окрестности угловой 
точки. 

Ключевые слова: граница раздела сред, угловая точка, межфазные сдвиговые 
трещины, метод Винера – Хопфа. 

 
THE INFLUENCE OF INTERPHASE SHEAR CRACKS AT A CORNER POINT OF THE INTERFACE 
IN A BI-HOMOGENEOUS BODY ON THE STRESS STATE IN THE VICINITY OF THIS POINT 
 
Within the framework of the plane deformation hypothesis, a piecewise homogeneous 
isotropic elastic body with interphase shear cracks at a corner point in the interface is 
considered. An exact solution of the corresponding problem of the elasticity theory for a 
wedge-shaped body is constructed by means of the Wiener-Hopf method. Based on the 
constructed solution, the behavior of stresses is investigated in the vicinity of the corner 
point. 

Keywords: media interface, corner point, interphase shear cracks, the Wiener – Hopf 
method.  
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