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УЗАГАЛЬНЕНІ ГРАНИЧНІ УМОВИ РАДІАЦІЙНО-КОНВЕКТИВНОГО 
ТЕПЛООБМІНУ ТІЛ ЗІ СЕРЕДОВИЩЕМ ЧЕРЕЗ БАГАТОШАРОВІ  
НЕПЛОСКІ ПОКРИТТЯ  
 

Запропоновано підхід до побудови узагальнених граничних умов радіаційно- 
конвективного теплообміну тіл зі середовищем через неплоскі багатошарові 
покриття, який ґрунтується на використанні точного рівняння тепло-
провідності в шарах покриття та розвиненні функції температури за 
координатою вздовж нормалі до поверхні поділу тіло–покриття у степе-
невий ряд. Отримано розрахункові варіанти узагальнених граничних умов з 
різною точністю. Виведено формули відновлення для розподілу температури 
за товщиною покриття через граничні значення температури та її 
похідної в тілі. 
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узагальнені граничні умови, радіаційно-конвективний теплообмін 

 

Вступ. Побудову узагальнених граничних умов (УГУ) теплообміну тіл 
зі середовищем через тонкі покриття розглядали у багатьох працях [1, 2, 
4–6, 9–14, 17–20, 23–26, 28–32, 34–36, 38–42]. Виведення таких УГУ для 
неплоских покрить базується або на апріорному припущенні про постійний 
[1, 2, 9, 32] чи лінійний [6, 9, 14] розподіли температури за товщиною по-
криття, або на використанні наближеного рівняння теплопровідності тонких 
оболонок [18, 22], як у працях [4, 10, 13, 26, 28, 30, 31, 40, 42], що дає мож-
ливість отримати наближені УГУ лише з точністю до доданків, які містять 
лінійні члени за товщиною покриття. Показано [29] необхідність застосуван-
ня точнішого рівняння теплопровідності та побудовано УГУ для одношаро-
вого однорідного покриття. 

Нижче, використовуючи точне рівняння теплопровідності, отримали 
УГУ довільної точності для багатошарового  покриття та на прикладі тесто-
вої задачі конвективного  нагріву циліндра з покриттям проілюстровали 
випадки, коли важливі додаткові члени вищого  порядку в розрахункових 
варіантах УГУ. 

1. Формулювання задачі. Досліджували тіло з багатошаровим покрит-

тям товщиною 
1

n

i
i=

d = då , шари якого виготовлені з різних ізотропних мате-

ріалів. При цьому n-шарове покриття розглядали як тонку оболонку, 
віднесену до триортогональної змішаної системи координат 1 2( , , ),a a g  що є 
лініями головних кривин поверхні поділу тіло–покриття й нормаллю до неї 
(рис. 1). Припускали, що поверхня краю S  такої оболонки лінійчата, для 
якої контур G , який обмежує поверхню поділу тіло–покриття S , є на-
прямною, а нормаль до S  у кожній точці контуру – твірною. 

Загальне рівняння тривимірної теорії теплопровідності для i-го шару 
покриття в криволінійній ортогональній змішаній системі координат 

1 2( , , )a a g  має вигляд [18, 22]  
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де it  – температура i-го шару; t  – час; jiH  – коефіцієнти Ляме; 

/i i ia = l w , il , iw  – коефіцієнти температуропровідності, теплопровідності 
та теплоємність i-го шару. 

 
Рис. 1 

Подамо формули, які пов’язують коефіцієнти Ламе з коефіцієнтами 
першої квадратичної форми 1iA , 2iA  поверхонь поділу i-го та -( 1)i -го ша-

рів, = K2, ,i n , а також поділу тіло–покриття, = 1i , і кривинами 1ik , 2ik  

координатних ліній ( 0 0g =  при 1i =  та 
1

1
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i

i j
j

-

-
=

g = då  при = K2, ,i n )  
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Враховуючи формули (2), запишемо рівняння теплопровідності (1) так: 
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Для однорідних шарів покрить (оболонок) таке подання використову-
вали в працях [7, 21]. 
 Уводячи позначення  

 -g = g - g%
1i ,  (4) 

перепишемо рівняння (3) у вигляді 
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Для особливо тонких шарів покриття ( 1 1( ) 1i ik -g - g << , 2 1( ) 1i ik -g - g << ) 
рівняння (5) можна спростити: 
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Для променево-конвективного нагрівання (охолодження) тіла з багато-
шаровим покриттям задача теплопровідності для покриття в контакті з 
тілом включатиме рівняння теплопровідності (5) або (6), граничні умови 
радіаційно-конвективного теплообміну на межі покриття–середовище  

 
¶

l = m - + s e - g = g = d
¶g

4 4
0( )n

n n n n
t

t t t tII II( ), , (8) 

 S S Sl = m - + s e -4 4
0Li i i i i i i i it t t t t( ) ( ) , (9) 

 ¶ ¶= + =
¶a ¶a

K1 2

1 1 2 2
L , 1, ,i

i i

n n
i n

A A
;  

умови ідеального теплового контакту між шарами покриття і покриттям та 
тілом  
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та початкову умову  

 = a a g t = = K0 1 2( , , ), 0, 1, ,i it t i n . (11) 

Тут tII , tS  – температури середовищ, які омивають поверхні покриття 
g = d  і S ; m  – коефіцієнт теплообміну між поверхнею покриття і навко-

лишнім середовищем; 0s  – стала Стефана – Больцмана; e  – ступінь чор-

ноти поверхні покриття; 1 2,  n n  – компоненти вектора зовнішньої нормалі 
до поверхні краю S . Індексами i  та I  позначено величини, що відносяться 
до i -го шару покриття та тіла відповідно. 

2. Узагальнені граничні умови радіаційно-конвективного теплообмі-
ну тіл через багатошарові покриття. Будуємо УГУ так. Температуру it  
подамо у вигляді розвинення  
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Підставляємо розвинення (12) у рівняння теплопровідності (5), урахо-
вуючи позначення (4) і формули 
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З формули (13), прирівнюючи члени біля однакових степенів g% , одер-
жали співвідношення 
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з яких випливає: 
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Уведемо такі позначення для температури та її похідних на поверхнях 
поділу сусідніх шарів: 
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З формул (15) і контактних умов (10) отримали подання для коефіці-
єнтів розкладу функції температури i-го шару покриття через граничні 
значення температури та її похідної на верхній межі (i-1)-го шару 
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де коефіцієнти ,i mc , ,i md  визначають рекурентні співвідношення 
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і використали додаткові позначення +
g==0 0t tI , 
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Підставляючи (17) у вираз для температури (12) та її похідної при 

1i-g = g , одержали такі рекурентні співвідношення для температур та її 
похідних на поверхнях поділу шарів: 

 -= =% % K1,       1, ,i i i i nt D t , (20) 
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Тепер запишемо подання для температури та її похідної через значен-
ня температури та її похідної на поверхні поділу тіло–покриття: 

 = =% % K,     0, ,j j i nIt F t , (23) 
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Тоді з (23), (20) дістанемо такі рекурентні співвідношення: 

 -= = K1,     1, ,i i i i nF D F . (25) 
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Формулу (25) можна записати і так: 

 - - +
=

= = =Õ K1 1 1
1

... ,     1, ,
i

i i i i j
j

i nF D D D D . (26) 

З (23), (21), зокрема, випливає:  

 + = =% K(1) , 1, ,i i i nIt F t , (27) 

де = é ùë û
(1) 11 12 i i if fF . (28) 

Слід зауважити, що викладену процедуру подання граничних значень 
температури та її похідної на поверхні поділу шарів через відповідні 
значення на поверхні поділу тіло–покриття можна трактувати як 
реалізацію методу матриць перенесення (transfer matrix method) [15, 33, 37] 
до процесу теплопровідності в багатошаровому середовищі. Тут матриця 

iD  розмірністю 2 2´  – т. зв. матриця переносу (трансляційна [15, 16]) i-го 

шару покриття, а матриця nF  – матриця переносу всього n-шарового 
покриття. 

Підставляючи (23) і (27) при i n=  у граничну умову радіаційно-кон-
вективного теплообміну (8), на поверхні поділу основа–покриття S  отри-
маємо: 

 m l + s e - m - s e =% %(1) 4 4
0 0[  ] 0n n n t tI I II IIF t F t( ) . (29) 

Оскільки співвідношення (29) пов’язує граничні значення температури 
tI  та її похідної /t¶ ¶gI  у тілі зі значенням температури tII  у середовищі, 
то його можна трактувати як узагальнену граничну умову для визначення 
температури в тілі, яка враховує вплив багатошарового покриття на перебіг 
теплоперенесення в тілі. 

З іншого боку, УГУ (29) можна подати в явному вигляді через темпе-
ратуру та її похідну: 
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де коефіцієнти bl  визначають співвідношення 
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а 4
4!

!(4 )!
jC

j j
=

-
 – біноміальні коефіцієнти. 

Вираз (30) слугує загальним вихідним співвідношенням для отримання 
розрахункових варіантів УГУ з різною точністю. 

3. Розрахункові варіанти узагальнених граничних умов радіаційно-
конвективного теплообміну тіл через тонкі багатошарові покриття. Для 
тонких покрить умову (30) можна суттєво спростити, розкладаючи в ряд за 
степенями малих товщин id  відповідні доданки та нехтуючи члени, які 

містять q s
lid d  при 2q s+ > . Тоді  
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Тут уведені такі позначення: 
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i i iL = l d  – приведена теплопровідність i -го шару; i i iW = w d , i i ih = l d , 

i i iK k= d , 1 1i i iK k= d , 2 2i i iK k= d  – приведені теплоємність, теплопроник-

ливість і кривини i -го шару; 
1

n
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1
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i j j
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K k
=

= då% ; - = - d% %
1 2 / 2i i i iK K k . 

Якщо ж у (30) залишити лише лінійні члени при температурі tI  і 

похідній /t¶ ¶gI , отримаємо: 
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, 1 2
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Тоді УГУ можна записати так: 
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Якщо головні кривини і коефіцієнти першої квадратичної форми по-
верхонь поділу шарів наближено прийняти рівними відповідним величинам 
для поверхні поділу тіло–покриття ( 1 1iA A= , 2 2iA A= , ik k= , = K1, ,i n ), 

то УГУ (35) матиме вигляд 

 - ¶ ¶ ¶æ öD - l - + m + m - + F = Wç ÷¶g ¶g ¶tè ø
% 11 2 ( ) ,

t t t
t K H t t tI I I
I I II I I( ) , (37) 

 
=

é ùæ ö æ öL ¶ ¶ ¶ ¶D = + L = L = dç ÷ ç ÷ê ú¶a ¶a ¶a ¶aè ø è øë û
å% 2 1

1 2 1 1 1 2 2 2 1

, ,
n

i
i

A A
K k

A A A A
.  

Якщо обмежитись у (30) лише лінійними доданками за товщинами id  

при температурі tI , отримаємо 
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=

¶ ¶ ¶æ öD - l + m - + F = Wç ÷¶g ¶g ¶tè ø
å %

1

( ) ,
n

i
i

t t t
t t t tI I I
I I II I I , (38) 

а якщо – при похідній температури /t¶ ¶gI , то 

 - ¶ ¶æ öl - + m + m- - + F =ç ÷¶g ¶gè ø
11 2 ( ) , 0

t t
K H t t tI I

I II I I( ) . (39) 

Відкидаючи доданки в умові (30), які містять товщину шарів покриття, 
одержимо як частковий випадок умову радіаційно-конвективного тепло-
обміну: 

 
¶

-l + m - + s e - =
¶g

4 4
0( ) 0

t
t t t tI

I II I II I( ) . (40) 

Порівняємо наведені розрахункові варіанти УГУ з наявними в літера-
турі. Зазначимо, що більшість праць стосується конвективного теплообміну 
для однорідних покрить без урахування променевої компоненти. 

Найпростіший з розрахункових варіантів УГУ (39) (що містить лише 
лінійні доданки за товщиною при похідній ¶ ¶g/tI  та враховує тільки вплив 

термоопору та кривини покриття) без урахування кривини ( = 0K ) рівно-
сильний граничній умові [11, с. 28] теплообміну тіла зі середовищем через 
тонку плівку зі слабкопровідного матеріалу, а за урахування кривини – 
ефективній граничній умові з еквівалентним коефіцієнтом тепловіддачі, 
наведеній у праці [6]. 

Варіант УГУ (38), який містить лише лінійні члени за товщиною при 
температурі tI  та враховує тільки вплив теплоємності покриття та 

поздовжні теплові потоки, для одношарового покриття збігається з відпо-
відною умовою в праці [32] та для одновимірного випадку ( 0D =% ) – з 
умовою в праці [1], отриманою за схемою ”зосередженої ємності” [8].  

Більш загальний вираз (37) з лінійними членами як при температурі, 
так і при її похідній, враховує всі ефективні характеристики покриття – 
приведені теплоємність, термоопір, теплопровідність та кривину. Для 
одношарових покрить без урахування променевої компоненти він збігається 
(або еквівалентний за точністю) з відповідними УГУ конвективного 
теплообміну тіл з покриттями, отриманими раніше [10, 26] та за нехтування 
теплообміном випромінення [4, 31]. Для пластинчатих ( 0K = ) покрить УГУ 

(37) збігається з умовою в [20], а за одновимірної ( 0D =% ) стаціонарної 
( 0W = ) теплопровідності – з ефективною граничною умовою з праці [24].  

Відзначимо, що для одношарового покриття варіант УГУ (30) з 
коефіцієнтами (33), який враховує лінійні і квадратичні члени за товщиною 
при температурі тіла та її похідній, збігається з УГУ з праці [29] та не 
збігається з відповідними з праць [4, 13, 31], оскільки за вихідне співвідно-
шення там приймали наближене рівняння теплопровідності (6), хоча для 
плоских покрить результати збігаються [12, 19, 23]. 

Можна зауважити, що варіант УГУ (37), який враховує лінійні члени 
при температурі та її похідній, для одношарового покриття з урахуванням 
нагрівання випроміненням збігається з відповідною УГУ, наведеною в 
публікаціях [4, 31] за відсутності розподілених у покритті джерел тепла та 
теплових потоків, які враховують приховану теплоту кристалізації (плав-
лення), теплоту екзотермічних (ендотермічних) процесів, хімічних реакцій. 
Для плоских покрить цей варіант (37) збігається з УГУ з праці [25] для 
непрозорого покриття на непрозорій основі. 

Щодо багатошарових покрить, то УГУ конвективного теплообміну, 
отримані в працях [5, 17, 34] операторним методом з використанням гра-
ничного переходу, збігаються з варіантом (37), що містить лінійні члени за 
товщиною при температурі тіла та її похідній, без урахування кривини та 
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променевої компоненти, а УГУ конвективного теплообміну для плас-
тинчатих покрить, з праці [18, с. 93], де використовували зведений коефі-
цієнт тепловіддачі, не враховуючи неідеальність теплового контакту, - з 
варіантом УГУ (39) з лінійними членами за товщиною при похідній від 
температури без урахування променевої компоненти при 0K = .  

УГУ, отримані в працях [28, 30], які враховують лінійні і квадратичні 
члени за товщиною при температурі тіла та її похідній, не збігаються з 
варіантом (30) з коефіцієнтами (33), оскільки там за вихідне співвідношення 
приймали наближене рівняння теплопровідності (6), хоча УГУ, побудовані в 
працях [28, 30, 40, 42], які враховують лише відповідні лінійні члени, 
збігаються з УГУ (37). 

УГУ (35) при m ® ¥  матиме вигляд:  

 
¶

-l + - =
¶g

( ) 0
t

H t tI
I II I . (41) 

У такому випадку УГУ (41) можна розглядати як граничну умову 
конвективного теплообміну третього роду з коефіцієнтом тепловіддачі, 
рівним оберненому термоопору покриття H . Для одношарового покриття 
умова (41) збігається з варіантом граничної умови, наведеної в праці [11, 
с. 27; 36]. 

Слід зауважити, що УГУ (35), (37), (38) містять похiднi за часом від 
граничної температури tI , а УГУ (30) з коефіцієнтами (33) – ще й від її 

похідної /t¶ ¶gI . З контактних умов (10) i початкової умови (11) отримаємо:  
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Як альтернативний варіант можна використати вираз через усереднене 
значення початкової температури за товщиною багатошарового  покриття: 
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Формули (42) та (43) можна застосувати для відповідних УГУ (30), (35), 
(37), (38). 

Задовольняючи умови (9) на торцевій поверхні краю S  інтегрально 
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використовуючи розклад (12), формули (17), (23), (21), отримаємо: 
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 -é ù é ù= =ë û ë û, , ,1 , ,2 , , 1  i m i m i m i m i m ib b c db F ,  (48) 
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Отже з (45) можна дістати відповідні розрахункові варіанти. Зокрема, 
якщо обмежитись лінійними членами за товщиною при температурі та 
квадратичними при похідній, одержимо: 
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Слід зауважити, що загалом умову (50) можна наближено замінити 
лінійною, оскільки вплив торцевої поверхні покриття-оболонки в загаль-
ному теплообміні незначний [27]. 

4. Визначення теплового стану в покритті. Після знаходження темпе-
ратурного поля в тілі, яке ґрунтується на розв’язуванні відповідної крайо-
вої задачі з узагальненими граничними умовами, можемо розрахувати 
температуру по товщині покриття за допомогою формул відновлення. 

Підставляючи вирази (17), (21) і (23) з урахуванням позначення (48) у 
розклад (12), подамо температуру в покритті так: 
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Формулу (51) використовували для відновлення температурного поля в 
покритті після розв’язування відповідної крайової задачі теплопровідності в 
області тіла з УГУ.  

Обмежуючись лінійними членами розкладу в (51), отримуємо  
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а обмежуючись квадратичними – 
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Таким чином, методика наближеного обчислення теплового стану в 
тілах з багатошаровими покриттями складається з двох етапів: 
1) розв’язування некласичної крайової задачі теплопровідності з узагаль-

неними граничними умовами; 
2) визначення температурного поля в покритті за формулами відновлення. 

5. Тестова задача теплопровідності для циліндра з покриттям. Як 
тестову розглянемо одновимірну задачу теплопровідності для суцільного 
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циліндра радіусом R  з одношаровим покриттям товщиною d  за конвектив-
ного нагріву зовнішнім середовищем. 

Рівняння теплопровідності і початкові умови мають вигляд  
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 t= t== =0 1 00 0,  t t t tI . (55) 

Вважаємо, що циліндр нагрівається середовищем за законом Ньютона  
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на поверхні поділу покриття з тілом існують умови ідеального теплового 
контакту 
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а на осі циліндра виконується умова симетрії 
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Точний розв’язок цієї задачі відомий [3], а наближений для циліндра 
ґрунтується на розв’язуванні рівняння (54) в області тіла за початкової 
умови (55), умови симетрії (58) і узагальненої граничної умови, яка у цьому 
випадку слідує з (30), (33): 
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де = l d1 /H ,  W = w d1 . 

Умова (59) записана для одношарового  покриття для суто  конвек-
тивного  нагрівання.  Застосовуватимемо  її для двох випадків –  під час збе-
реження лише лінійних доданків при температурі та похідній і тоді, коли 
залишатимемо  також квадратичні.  Тут і надалі у рамках позначено  
доданки, які відповідають квадратичним членам при температурі та її 
похідній. 

Використовуючи перетворення Лапласа, знаходимо  розв’язок наведеної 
задачі для циліндра у вигляді 
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де jæ  – корені рівняння,   
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0J , 1J  – функції Бесселя першого роду нульового і першого порядків. 

Дослідимо точність отриманого розв’язку на прикладі задачі конвек-
тивного нагрівання циліндра з покриттям за таких співвідношень коефіці-
єнтів теплопровідності та теплоємності покриття і основи та умов нагріву: 

1/ 0.5l l =I , 1/ =1w wI , Bi 1= . На рис. 2 і 3 подано похибку розрахунку 

контактної температури (1,Fo)qI : на рис. 2 – залежно від відносної товщи-
ни покриття для різних моментів часу, а на рис. 3 – для деяких значень 
товщини покриття залежно від часу. 

Можна зауважити, що якщо по осі абсцис використано звичайну ліній-
ну шкалу, то по осі ординат – логарифмічну. 

Суцільні криві описують результати розрахунків за УГУ зі збережен-
ням лише лінійних членів, а штрихові – зі збереженням лінійних та ква-
дратичних. 

     
 Рис. 2 Рис. 3 

Виявили, що похибка розрахунку за квадратичним наближенням 
завжди менша, ніж за лінійним. Для товщин / 0.05Rd £  цілком прийнятні 
УГУ за лінійного наближення, причому для дуже малих товщин 

/ 0.01Rd £  отримуємо практично ідеальну точність. Для товщин / 0.2Rd ³  
під час розрахунку перехідних режимів похибка як за лінійним, так і ква-
дратичним наближенням є неприйнятна, бо перевищує десятки відсотків. 
Для товщин 0.05 / 0.2R< d <  похибка за лінійним наближенням суттєво 
більша (в декілька разів), ніж за квадратичним і, очевидно, в цьому інтер-
валі товщин квадратичне наближення є суттєво кращим за лінійне. 

Висновки. Для задачі теплопровідності розроблено  пiдхiд до  побудови 
узагальнених граничних умов радіаційно-конвективного  теплообміну тіл iз 
середовищем через неплоскі багатошарові покриття, який ґрунтується на 
використанні точного  рівняння теплопровiдностi в покритті i розвинення 
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функції температури за товщиною покриття в степеневий ряд.  Цей підхід 
дозволяє отримувати розрахункові варіанти узагальнених граничних умов з 
різною точністю.  Також виведено  формули відновлення для розподілу тем-
ператури за товщиною покриття через граничні значення температури та її 
похідної в тілі. 

Викладену процедуру подання граничних значень температури та її 
похідної на поверхні поділу шарів через відповідні їх значення на поверхні 
поділу покриття–тіло  можна трактувати як реалізацію методу матриць 
переносу (transfer matrix  method) стосовно  процесу теплопровідності в 
багатошаровому середовищі. 

Виявлено, що  відомі УГУ є частковими випадками виведених розра-
хункових варіантів. 

На прикладі тестової задачі конвективного  нагріву циліндра з покрит-
тям проілюстровано  випадки, коли важливо  утримувати додаткові члени 
вищого  порядку в розрахункових варіантах УГУ. 
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ОБОБЩЕННЫЕ ГРАНИЧНЫЕ УСЛОВИЯ РАДИАЦИОННО-КОНВЕКТИВНОГО ТЕПЛООБМЕНА 
ТЕЛ СО СРЕДОЙ ЧЕРЕЗ МНОГОСЛОЙНЫЕ НЕПЛОСКИЕ ПОКРЫТИЯ  
 
Предложен подход к построению обобщенных граничных условий радиационно-
конвективного теплообмена тел со средой через неплоские многослойные покры-
тия, основанный на использовании точного уравнения теплопроводности в слоях 
покрытия и разложении функции температуры по координате вдоль нормали к 
поверхности раздела тело–покрытие в степенной ряд. Получены расчетные 
варианты обобщенных граничных условий с разной точностью. Выведены форму-
лы восстановления для распределения температуры по толщине покрытия через 
граничные значения температуры и ее производной в теле. 

Ключевые слова: теплопроводность, тонкое покрытие, многослойное покрытие, 
обобщенные граничные условия, радиационно-конвективный теплообмен 
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THE GENERALIZED BOUNDARY CONDITIONS OF RADIATIVE-CONVECTIVE HEAT EXCHANGE 
OF BODIES WITH ENVIRONMENT VIA MULTILAYER NONPLANAR COATINGS 
 
An approach to constructing the generalized boundary conditions of radiative-
convective heat exchange of bodies with the ambient medium via nonplanar multilayer 
coatings, which is based on the use of the exact heat equation in the coating layers and 
the expansion of a temperature function into a power series over the coordinate along 
the normal to the body-coating interface, has been suggested. Computational variants of 
generalized boundary conditions with different accuracy have been obtained. The 
recovery formulas for the temperature distribution over the coating thickness in terms 
of the boundary values of temperature and its derivative in the body have been derived. 

Key words: heat conduction, thin coating, multilayer coating, generalized boundary 
conditions, radiative-convective heat exchange 
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