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ДОСЛІДЖЕННЯ МЕТОДАМИ ДЕКОМПОЗИЦІЇ ОБЛАСТІ КОНТАКТУ 
ПРУЖНИХ ТІЛ, ОДНЕ З ЯКИХ МАЄ ТОНКЕ ПОКРИТТЯ, З’ЄДНАНЕ З ТІЛОМ 
ЧЕРЕЗ НЕЛІНІЙНИЙ ВІНКЛЕРІВСЬКИЙ ШАР 
 

Розглянуто задачу про контактну взаємодію двох пружних тіл, одне з яких має 
покриття у вигляді тонкої оболонки типу Тимошенка, що з’єднане з тілом через 
нелінійний вінклерівський прошарок. Здійснено слабке формулювання цієї задачі у 
вигляді нелінійного варіаційного рівняння. Запропоновано клас ітераційних мето-
дів декомпозиції області, які зводять розв’язування цього рівняння до розв’язуван-
ня на кожній ітерації незалежних лінійних варіаційних рівнянь, що відповідають 
задачам теорії пружності для масивних тіл та задачі теорії оболонок Тимошен-
ка для покриття з крайовими умовами Робіна на межах контакту. Встановлено 
умови слабкої збіжності цих методів. Проведено дослідження числової ефектив-
ності отриманих алгоритмів з використанням скінченноелементних апроксимацій. 

Ключові слова: контактні задачі теорії пружності, тонкі покриття, оболонки Ти-
мошенка, вінклерівські шари, нелінійні варіаційні рівняння, методи декомпозиції 
області, метод скінченних елементів. 

 
Вступ. Для підвищення надійності та міцності елементів і вузлів сучасних 

інженерних конструкцій і механізмів все частіше застосовують тонкі пружні і 
пластичні покриття різноманітної структури. 

Тонкі пружні покриття забезпечують захист від дії агресивних середовищ, 
високих температур, негативного впливу частинок зношування, здійснюють ан-
тифрикційних і протиударний захист та дозволяють суттєво зменшити концен-
трацію напружень в основній конструкції. 

Для вивчення впливу тонких покрить на навколишнє середовище та під-
бору найбільш оптимальних механічних характеристик цих покрить виникає 
необхідність дослідження напружено-деформованого стану (НДС) тіл з тонкими 
покриттями, зокрема з урахуванням можливої контактної взаємодії між покри-
ттям і основним тілом, а також з іншими тілами. 

У працях [5, 6, 30, 32, 36, 42, 45, 46] здійснено аналіз НДС тіл з тонкими 
покриттями та включеннями за умов ідеального контакту між тілом і покрит-
тям (включенням). 

Контактні задачі для пружних і в’язкопружних тіл з тонкими покриттями 
досліджено у монографії [1]. Зокрема, у цій роботі обґрунтовано застосування для 
моделювання тонких покрить математичного апарату теорій пластин і оболонок. 

У роботі [21] розвинуто математичні моделі та методи розв’язування кон-
тактних задач для багатошарових тонкостінних тіл з міжфазними прошарками 
та для просторових тіл з тонкими пружними покриттями. 

Огляд досліджень контактних задач для тіл з пружними і в’язкопружними 
тонкими покриттями здійснено в праці [11]. 

Задачі про контактну взаємодію нескінченних тіл з тонкими покриттями з 
використанням класичних підходів на основі інтегральних рівнянь досліджува-
лися у роботах [2, 3, 12, 17–19]. Числові методи на основі варіаційних формулю-
вань і методу скінченних елементів (МСЕ) для розв’язування задач про контакт 
скінченних тіл з покриттями розвинуто у працях [4, 10, 22, 23]. 

Ефективним підходом до дослідження НДС різномасштабних конструкцій, 
зокрема масивних тіл з тонкими покриттями і включеннями, є застосування ме-
тодів декомпозиції області (МДО). Цими методами зводять розв’язування кра-
йової задачі для складної конструкції до розв’язування послідовності прості-
ших задач для окремих її елементів, що дозволяє ефективно поєднувати різні 
математичні моделі (просторова теорія, теорія оболонок) і застосовувати най-
більш оптимальні числові методи для окремих елементів конструкції. Результа-
ти досліджень стосовно розробки та застосування різних алгоритмів декомпози-
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ції області до розв’язування задач про контакт пружних тіл без покрить наве-
дено у працях [33, 34, 38, 40]. 

У працях [31, 37, 41, 47, 48] запропоновано ітераційні методи декомпозиції 
області типу Діріхле – Неймана, що базуються на поєднанні МСЕ і прямого ме-
тоду граничних елементів (ПМГЕ) для розв’язування задач про НДС пружного 
тіла з тонким покриттям або включенням у вигляді пружної оболонки типу Тимо-
шенка за умов ідеального контакту між ними та доведено збіжність цих методів. 

У роботах [7, 8, 27–29, 35, 44] запропоновано паралельні ітераційні методи 
декомпозиції області типу Робіна для розв’язування задач про односторонній 
контакт декількох лінійно і нелінійно пружних тіл, а у працях [16, 25, 26, 43] ці 
методи узагальнено на випадок задач про неідеальний контакт пружних тіл за 
наявності нелінійних вінклерівських покрить. Ці МДО ґрунтуються на методі 
штрафу для варіаційних нерівностей та нестаціонарних ітераційних методах 
для нелінійних варіаційних рівнянь. Доведено збіжність деяких із цих методів. 

У пропонованій статті розглянуто задачу про односторонній контакт двох 
масивних пружних тіл, одне з яких має тонке пружне покриття, з’єднане з 
тілом через нелінійний вінклерівських шар, за умов плоскої деформації. Для 
опису НДС тонкого покриття застосовано рівняння теорії оболонок Тимошенка, 
а для масивних тіл – класичні рівняння теорії пружності. 

На основі результатів праць [13, 14, 16, 35, 37, 41] здійснено варіаційне форму-
лювання цієї задачі у вигляді нелінійної варіаційної нерівності, яку за допомо-
гою методу штрафу зведено до нелінійного варіаційного рівняння в гільбертово-
му просторі. Встановлено умови існування і єдиності розв’язку варіаційних задач. 

Для розв’язування нелінійного вараційного рівняння, що відповідає вихід-
ній контактній задачі, запропоновано клас паралельних ітераційних алгоритмів 
декомпозиції області типу Робіна. Ці алгоритми полягають у паралельному роз-
в’язуванні на кожному ітераційному кроці трьох незалежних лінійних варіацій-
них рівнянь, одне з яких відповідає крайовій задачі теорії оболонок Тимошенка 
для тонкого покриття, а інші – крайовим задачам теорії пружності з умовами 
Робіна на спільних межах. Визначено умови слабкої збіжності алгоритмів МДО. 

Здійснено числову апробацію отриманих методів декомпозиції області для 
задачі про односторонній контакт пружного тіла з поверхневою виїмкою і тон-
кого пружного покриття, яке з’єднане з іншим пружним тілом через нелінійний 
вінклерівських прошарок, із застосуванням скінченноелементних апроксимацій. 
Досліджено залежність швидкості збіжності алгоритмів МДО від фізичних і 
геометричних параметрів покриття. Проаналізовано розподіли напружень на 
контактній і міжфазній поверхнях. Показано ефективність розроблених алго-
ритмів декомпозиції області у порівнянні з МДО, у яких для моделювання НДС 
тонкого покриття застосовується класична теорія пружності. 
 1. Постановка задачі. Розглянемо задачу 
про неідеальний контакт двох масивних пруж-

них тіл 2
1 3,Ω Ω ⊂ R  і тонкого пружного тіла 

2
2Ω ⊂ R , яке є покриттям тіла Ω3  (рис. 1). 

Між пружним тілом Ω1  і тонким покриттям 

Ω2  тіла Ω3  виконуються умови односторон-
нього механічного контакту без тертя, а пруж-
не тіло Ω2  з’єднане зі своїм покриттям Ω3  
через нелінійний вінклерівський прошарок. 
Вважаємо, що межі α αΓ = ∂Ω , α = 1,2,3 , усіх 

тіл є ліпшицевими. Позначимо 1Ω = Ω ∪  

2 3Ω Ω∪ ∪ . 

У просторі 2R  введемо декартову систему координат 1 2Ox x  з ортонормо-

ваним базисом 1 2,e e . Напружено-деформований стан у точці 1 2( , )x x=x �  

кожного з масивних тіл αΩ , α = 1,3 , визначають вектор переміщень ( )α =u x  

( )i iuα= x e , симетричні тензори деформацій ( ) ( )ij i jα α= ε ⊗x x e e
)
ε  і напружень 

 
Рис. 1 
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( ) ( )ij i jα α= σ ⊗x x e e
)
σ . Ці величини задовольняють рівняння класичної теорії 

пружності – рівняння рівноваги, закон Гука та співвідношення Коші: 

 
2

1

( )
( ) 0,    1,2,    ,       1,3

ij
i

jj

f i
x

α
α α

=

∂σ
+ = = ∈ Ω α =

∂∑
x

x x , (1) 

 11 22( ) ( ) ( ( ) ( )) 2 ( ) ( ),    , 1,2ij ij ij i jα α α α α ασ = δ λ ε + ε + µ ε =x x x x x x , 

 ,     1,3α∈ Ω α =x , (2) 

  
( )( )1( ) ,   , 1,2,    ,     1,3

2
ji

ij
j i

uu
i j

x x
αα

α α

∂∂ ε + = ∈ Ω α = ∂ ∂ 

xx
x x= , (3) 

де ( )ifα x  – компоненти вектора об’ємних сил ( ) ( )i ifα α=f x x e , що діють на тіло 

αΩ , 1, 0,ij i j i jδ = = ∨ ≠{ } { }  – символ Кронекера, а αλ ( )x , αµ ( )x  – параметри 

Ляме, які мають властивість 
 ( 1,2,3)      ( )      0 ( ) ,  0 ( )α α α∀α = ∀ ∈ Ω < λ < ∞ < µ < ∞x x x{ } . (4) 

Для опису напружено-деформованого стану тонкого покриття Ω2  застосу-

ємо рівняння теорії оболонок Тимошенка [20]. Для цього введемо у тілі Ω2  ло-

кальну криволінійну систему координат 1ξ , 2ξ , 3ξ , яка пов’язана із його сере-

динною поверхнею. Вважаємо, що покриття Ω2  є циліндричною оболонкою, 

нескінченною у напрямку ξ2 . Позначимо через 21v , 2w , γ21  переміщення по 

дотичній, переміщення по нормалі та кут повороту відповідно, через ε211 , ε213 , 

χ211  – деформації, а через 211T , 213T , 211M  – зусилля і момент в оболонці. 

Рівняння теорії оболонок Тимошенка для тонкого тіла Ω2  мають вигляд [20]: 

 211 213
21 213 21 21 211 23 1 1 1

21 1 21 1

1 1,   ,   b e

dT dT
k T p k T p

A d A d
− − = − + = ξ ≤ ξ ≤ ξ

ξ ξ
, (5) 

 211
213 21 1 1 1

21 1

1 ,        b e

dM
T m

A d
− + = ξ ≤ ξ ≤ ξ

ξ
, (6) 

 
3

2 2 2 2
211 211 213 2 2 2 213 211 2112 2

2 2

,     ,     
1 12(1 )

E h E h
T T k h M′= ε = µ ε = χ

− ν − ν
, (7) 

 21 2 21
211 21 2 213 21 21 21 211

21 1 21 1 21 1

1 1 1,  ,  
dv dw d

k w k v
A d A d A d

γ
ε = + ε = + γ − χ =

ξ ξ ξ
, (8) 

де 2h  – товщина оболонки, 21 21 1( )A A= ξ , 21 21 1( )k k= ξ  – параметр Ляме і кривина 

серединної лінії оболонки, 2 2 2
2

2 2

(3 2 )
E

µ λ + µ
=

λ + µ
 – модуль Юнґа, 2

2
2 22( )
λ

ν =
λ + µ

 – 

коефіцієнт Пуассона, 2λ , 2µ  – параметри Ляме матеріалу оболонки, а ′ =2
5
6

k  – 

коефіцієнт зсуву для оболонки. 
Функції навантаження на оболонку за відсутності об’ємних сил мають вигляд 

 + −   = + σ + − σ   
   

2 2
21 21 213 21 2131 1

2 2
h h

p k k , (9) 

 + −   = + σ − − σ   
   

2 2
23 21 233 21 2331 1

2 2
h h

p k k , (10) 

 + −    = + σ − − σ        
2 2 2

21 21 213 21 2131 1
2 2 2
h h h

m k k , (11) 

де +σ2ij , 
−σ2ij , =, 1,3i j , – компоненти вектора поверхневих сил на зовнішній 

ξ =3 2( 2)h /  і внутрішній 3 2( 2)hξ = − /  поверхнях оболонки, а 1m  – момент зов-

нішнього поверхневого навантаження. 
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На кожній межі α αΓ = ∂Ω , α = 1,3 , масивних тіл уведемо локальний ортонор-

мований базис ατ , αn , де ατ  – одинична дотична, а αn  – одинична зовнішня нор-

маль. Вектори переміщень і напружень на αΓ , α =1,3, у цьому базисі запишемо так: 

 ,    ,    1,3n nu uα ατ α α α α α α ατ α α α= + = ⋅ = σ + σ α =u n n n
)τ σ σ τ . 

Припустимо, що межі масивних тіл Ω1  і Ω3  складаються з трьох частин, 

які не перетинаються: σΓ = Γ Γ∪ ∪1 1 1 12
u S , σΓ = Γ Γ∪ ∪3 3 3 32

u S , Γ Γ ≠ ∅1 3, ,u u , 

≠ ∅12 32,S S , а межа тонкого тіла Ω2  – з чотирьох частин, що не перетинають-

ся: σΓ = Γ Γ∪ ∪ ∪2 2 2 21 23
u S S , Γ ≠ ∅2 21 23, ,u S S . 

На частинах u
αΓ  меж αΓ , α = 1,2,3 , кожного з тіл задаємо кінематичні кра-

йові умови (переміщення), які для спрощення варіаційних формулювань вважа-

ємо нульовими, а на частинах σ
αΓ  – статичні крайові умови (навантаження). 

Для масивних тіл Ω1  і Ω3  ці умови мають такий вигляд: 

 α α= ∈ Γ α =( ) 0,             ,       1,3uu x x , (12) 

 ( ) ( ),        ,      1,3σ
α α α= ∈ Γ α =x p x x , (13) 

де α ατ α α α= + np pp nτ  – задані граничні зусилля. Для тонкого покриття Ω2  

задаємо такі кінематичні і статичні крайові умови: 
 = = γ = ξ = ξ21 2 21 1 10,      0,      0,      ev w , (14) 

 211 211 213 213 211 211 1 1,      ,      ,      bT T T T M M= = = ξ = ξ% % % , (15) 

де 211T% , 213T%  і 211M%  – зовнішні сили і момент, що діють на оболонку. Тут край 

ξ = ξ1 1e  відповідає межі Γ2
u , а ξ = ξ1 1b  – межі σΓ2 . Не зменшуючи загальності, 

будемо вважати, що 211 213 211 0T T M= = =% % % . 

Межа ⊂ Γ12 1S  – зона можливого контакту пружного тіла Ω1  з тонким по-

криттям Ω2 , а ⊂ Γ21 2S  – зона можливого контакту тонкого покриття Ω2  з пруж-

ним тілом Ω1 . Вважаємо, що межі 12S  і 21S  є достатньо близькі ≈12 21( )S S , тому 

приймаємо, що їхні зовнішні нормалі відрізняються лише знаком: ′≈ −1 2( ) ( )n x n x , 

де ′ = ∈ 21( )P Sx x  – проекція точки ∈ 12Sx  на межу 21S . Відстань по нормалі 

між тілами Ω1  та Ω2  до деформації позначимо через ( )nd ′= ± − =x x x  

2 2
1
( )i ii
x x

=
′= ± −∑ , де знак « ± » залежить від постановки конкретної задачі. 

На межах 12S  і 21S  задаємо умови одностороннього контакту без тертя: 

 1 213( ) ( ) 0+
τ

′σ = σ =x x , (16) 

 1 233( ) ( ) 0n
+ ′σ = −σ ≤x x , (17) 

 1 2( ) ( ) ( )n nu w d′+ ≤x x x , (18) 

 1 2 1( ) ( ) ( ) ( ) 0n n nu w d′+ − σ =x x x x[ ] , (19) 

де ∈ 12Sx , ′ = ∈ 21( )P Sx x . 

Тонке покриття Ω2  з’єднане з основним тілом Ω3  уздовж межі =23 32S S  

через нелінійний вінклерівський прошарок. На спільній межі покриття Ω2  і 

тіла Ω3  виконуються такі умови: 

 2
213 3 21 21 3 23( ) ( ) ( ( ) ( ) ( )),     

2
h

g v u S−
τ τ τ− σ = σ = − γ − ∈x x x x x x , (20) 

 233 3 2 3 23( ) ( ) ( ( ) ( )),    n n ng w u S−− σ = σ = − − ∈x x x x x , (21) 
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де τ ( )g z  і ( )ng z  – нелінійні функції, які описують зв’язок між стрибками 

2
23 21 21 32

h
w v uτ τ= − γ − , 23 2 3n nw w u= − −  дотичних і нормальних переміщень і 

відповідними контактними напруженнями. 
Надалі вважатимемо, що функції ( )mg z , = τ,m n , є неперервними і мають 

такі властивості: 

 ( ),  (0) 0 , ( , ) ( , ) ( ) ( ) m m mm n g m n y z y z g y g z∀ = τ = ∀ = τ ∀ < ⇒ <{ } { } , (22) 

 ( , ) ( 0) ( , )  ( ) ( )m m m mm n M y z g y g z M y z∀ = τ ∃ > ∀ − ≤ −% %{ } . (23) 

Зазначимо, що контактна задача (1)–(3), (5)–(21) є нелінійною, оскільки нелі-
нійними є крайові умови (19), (20) і (21). 

2. Варіаційні формулювання. Здійснимо варіаційні формулювання розгля-
нутої контактної задачі (1)–(3), (5)–(21) у формі нелінійної варіаційної нерів-
ності, застосовуючи результати праць [13, 14, 16, 35, 37, 41], а також у формі 
нелінійного варіаційного рівняння. 

Для масивних тіл αΩ , α = 1,3 , введемо простори Соболєва α α= Ω1 2[ ( )]V H , 

α = 1,3 , елементами яких є узагальнені вектори переміщень 1 2( , )u uα α α=u � , 

α = 1,3 , а для тонкого покриття Ω2  – простір Соболєва ∗= Ω1 3
2 2[ ( )]V H  з елеме-

нтами 2 21 2 21( , , )v w= γu � , де 21v , 2w  і γ21  – узагальнені переміщення і кут по-

вороту оболонки, а ∗Ω2  – серединна лінія області Ω2 , тобто її проекція на кри-

ву ξ =3 0 . Розглянемо замкнуті підпростори 
0 : 0V Vα α α α= ∈ =u u{  на u

αΓ } , 

α = 1,2,3 , цих просторів. У просторах 0
1V  і 0

3V  скалярний добуток означимо так: 

α
α

∗
∗ ∗ α α

α α α α
= =Ω

∂ ∂ = + Ω ∂ ∂ ∑ ∑∫0

2 2

1 1

( , ) i i
i iV

j ji j

u u
u u d

x x
u u , 1,3α = , де  

0
1 2 1 2( , ) , ( , )u u u u V∗ ∗ ∗

α α α α α α α= = ∈u u� � , 

α =1,3, а у просторі 0
2V  – таким чином: 

ξ
∗ ∗ ∗ ∗

ξ

 = + + γ γ ξ + 
 ∫

1

0
2

1

2 2 21 21 2 2 21 21 1( , )
e

b

V
v v w w du u  

1

1

21 21 2 2 21 21
1

1 1 1 1 1 1

e

b

dv dv dw dw d d
d

d d d d d d

ξ ∗ ∗ ∗

ξ

γ γ + + + ξ ξ ξ ξ ξ ξ ξ ∫ , де  
0

2 21 2 21 2 21 2 21 2( , , ) , ( , , )v w v w V∗ ∗ ∗ ∗= γ = γ ∈u u� � . 

Введемо у цих просторах норми 
α α

α α α=0 0( , )
V V

u u u , α α∈ 0Vu , α = 1,2,3 . 

Значення елементів просторів Vα  і 0Vα  на частинах межі області αΩ  будемо 

розуміти у сенсі слідів [15] і для простоти позначатимемо їх тими ж символами. 

Розглянемо рефлексивний банаховий простір = × × =0 0 0
0 1 2 3V V V V  

0
1 2 3( , , ) : , 1,2,3Vα α= = ∈ α =u u u u u�{ } , який є прямим добутком просторів 0Vα , 

α = 1,2,3 . У просторі 0V  означимо скалярний добуток 
α

∗ ∗
α α

α=
= ∑ 00

3

1

( , ) ( , )V V
u u u u  і 

норму 
00

( , )VV =u u u , ∗ ∈ 0, Vu u . Тоді цей простір стає гільбертовим. Крім цього, 

введемо у 0V  опуклу замкнуту множину кінематично допустимих переміщень: 

 0 1 2: n nK V u w d= ∈ + ≤u{  на 12S } , 

де 1 2
1 1 1 00 1( )nu H= ⋅ ∈ Ξn u / , 1 2

2 00 2( )w H∈ Ξ/ , \ u
α α αΞ = Γ Γ , α = 1,2 , ∈ Ξ1 2

00 1( )nd H / . 

У просторі 0V  означимо білінійну форму ∗( , )A u u  таку, що ( , )A u u  відпо-

відає сумарній енергії пружної деформації усіх тіл: 
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 ∗ ∗ ∗
α α α

α=
= ∈∑

3

0
1

( , ) ( , ),    ,A a Vu u u u u u , 

2 2 2

1 1 , 1

( , ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )ii jj ij ij
i j i j

a d

α

∗ ∗ ∗
α α α α α α α α α α α α α

= = =Ω

 = λ ε ε + µ ε ε Ω 
 ∑ ∑ ∑∫u u u u u u , α =1,3, 

2 2
2 2 2 2

21 2
2 2 2 211 21 21 213 21 213( )

( ) ( )1 1

( , ) , ( , ) ,
L

L L

dv dw
a T A k T v T

d d∗
∗ ∗

∗ ∗
∗ ∗

ΩΩ Ω

   = + + +   ξ ξ   
u u  

 
2 2 2 2

2 2

21
21 21 211 2 211 21 213 21( ) ( )

( )1

( , ) , ( , )
L L

L

d
A k T w M A T

d∗ ∗
∗

∗
∗ ∗

Ω ΩΩ

γ + + + γ ξ 
, 

де ∗
α α α( , )a u u , α = 1,2,3 , – білінійні форми такі, що 1 1 1( , )a u u  і 3 3 3( , )a u u  відпо-

відають енергії пружної деформації масивних тіл Ω1  і Ω3 , а 2 2 2( , )a u u  – енер-

гії пружної деформації тонкого покриття Ω2 , ∗

ξ
∗ ∗

Ω
ξ

= ξ∫
1

2 2
1

1( )
( , )

e

b

L
u u uu d . Також 

введемо у 0V  лінійну форму ( )L u , що відповідає роботі заданих зовнішніх сил: 

    

3

0
1

 ( ) ( ),   , ( ) ,  1,3L V d dS
σ

α α

α α α α α α α α
α= Ω Γ

= ∈ = ⋅ Ω + ⋅ α =∑ ∫ ∫u u u u f u p ul l , 

2 2 2 2 2 2
2 2 21 21 21 21 23 2 21 21 21( ) ( ) ( )
( ) ( , ) ( , ) ( , )

L L L
A p v A p w A m∗ ∗ ∗Ω Ω Ω

= + + γul , 

де 1 1( )ul  і 3 3( )ul  – лінійні форми, що відповідають роботі усіх зовнішніх сил, 

прикладених до масивних тіл Ω1  і Ω3  відповідно, а 2 2( )ul  – лінійна форма, що 

відповідає роботі зовнішніх сил, що діють на тонке покриття Ω2 , α α∈ Ω 2
2[ ( )]Lf , 

σ
α α∈ Γ 2

2[ ( )]Lp , α = 1,3 . Введемо також неквадратичний функціонал ( )H u , що 

відповідає енергії деформації нелінійного вінклерівського шару: 

 
21 21 2 3 2 3

23

2

0
0 0

( ) ( ) ( ) ,         
nv h u w u

n
S

H g z dz g z dz dS V
τ−γ − − −

τ
 = + ∈  ∫ ∫ ∫u u . 

Лема 1. Нехай межі α αΓ = ∂Ω , α = 1,2,3 , тіл є ліпшицевими, u
αΓ ≠ ∅ , 

α α∈ Ω 2
2[ ( )]Lf , σ

α α∈ Γ 2
2[ ( )]Lp , α α ∞ αλ µ ∈ Ω, ( )L , α = 1,2,3 , величини 2 21 21 2, , ( )h A k L ∗

∞∈ Ω  

є обмеженими, і виконується умова (4). Тоді білінійна форма ∗( , )A u u  є си-

метричною, коерцитивною з константою > 0AB  і неперервною з констан-

тою > 0AM  у просторі 0V , а лінійна форма ( )L u  – неперервною у 0V . 

Коерцитивність і неперервність білінійної форми 
∗( , )A u u  випливають відпо-

відно з коерцитивності і неперервності білінійних форм ∗
α α α( , )a u u  у просторах 

α
0V , α = 1,2,3 , а неперервність лінійної форми ( )L u  – з неперервності лінійних 

форм α α( )ul , α = 1,2,3 . Коерцитивність білінійних форм ∗
α α α( , )a u u , α = 1,3 , 

для масивних тіл є наслідком нерівності Корна [9, с. 114], а їх неперервність до-
водиться за допомогою нерівності Шварца та обмеженості пружних сталих. Не-
перервність лінійних форм α α( )ul , α = 1,3 , для масивних тіл випливає з теоре-

ми про сліди [9, с. 110]. Неперервність і коерцитивність білінійної форми ∗
2 2 2( , )a u u  

і неперервність лінійної форми 2 2( )ul  для тонкого покриття, яке описується 
рівняннями теорії оболонок Тимошенка, доведено у роботах [5, 6, 31, 36]. 

Розглянемо властивості функціонала ( )H u . Цей функціонал є диференці-
йовним за Ґато: 
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23

2 2
21 21 3 21 21 3( , )

2 2
S

h h
H g v u v u dS∗ ∗ ∗ ∗

τ τ τ
   ′ = − − γ − − + γ + −   
   ∫u u  

 

23

2 3 2 3 0( ) ( ) ,     ,n n n
S

g w u w u dS V∗ ∗ ∗− − − + ∈∫ u u . 

Диференціал Ґато ∗′( , )H u u  є лінійним за ∗u , однак нелінійним за u . Крім 
цього, сформулюємо таку лему (наводимо її без доведення). 

Лема 2. Нехай межа 23S  є ліпшицевою і виконуються умови (22), (23). 

Тоді функціонал ∗′( , )H u u  має такі властивості: 

 ∗ ∗ ∗′∀ ∈ ∃ > ∀ ∈ ≤
0

0 00 ( ) ( , )          H H V
V R V H Ru u u u u( ) ( ) { } , (24) 

 
0 0

00 ( , , ) ( , ) ( , )H H V V
D V H H D∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗′ ′∃ > ∀ ∈ + − ≤u u u u u u u u u u( ) { } , (25) 

 0, ( , ) ( , ) 0             V H H∗ ∗ ∗ ∗′ ′∀ ∈ + − ≥u u u u u u u{ }( ) . (26) 

Сформулюємо такі твердження (доведення яких тут не наводимо). 
Теорема 1. Вихідна контактна задача (1)–(3), (5)–(21) у слабкому розумін-

ні еквівалентна задачі мінімізації неквадратичного функціонала на опуклій 
замкнутій множині 0K VØ : 

 
∈

= + − →1( ) ( , ) ( ) ( ) min
2 K

F A H L
u

u u u u u . (27) 

Теорема 2. Нехай виконуються умови леми 1 і леми 2. Тоді задача (27) має 
єдиний розв’язок K∈u  і її розв’язання еквівалентне розв’язанню на множині 
K  такої нелінійної варіаційної нерівності: 

 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗′ ′− = − + − − − ≥ ∀ ∈ ∈( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0  ,  F A H L K Ku u u u u u u u u u u u u . (28) 

Задачу мінімізації (27) на опуклій замкнутій множині K  зведемо до задачі 
безумовної мінімізації у вихідному просторі 0V , застосовуючи метод штрафу 

[15, 39]. За порушення умови непроникнення (18) уведемо штраф у такій формі: 

 

12

2
1 2 0

1( ) [( ) ] 0,       
2 n n

S

J d u w dS V−
θ = − − ≥ ∈

θ ∫u u , 

де θ > 0  – параметр штрафу, min 0,y y− = { } , і розглянемо задачу мінімізації 

функціонала зі штрафом у просторі 0V : 

 θ θ θ ∈
= + = + + − →

0

1( ) ( ) ( ) ( , ) ( ) ( ) ( ) min
2 V

F F J A H J L
u

u u u u u u u u . (29) 

Штрафний доданок θ ( )J u  є невід’ємним і один раз диференційовним за Ґато: 

 

12

1 2 1 2 0
1( , ) ( ) ( ) ,      ,n n n

S

J d u w u w dS V∗ − ∗ ∗ ∗
θ
′ = − − − + ∈

θ ∫u u u u . 

Тут величина 12 1 233 1 2
1 ( )n n n nd u w+σ = σ = − σ = − −
θ

−  має сенс нормального контакт-

ного напруження. Диференціал Ґато ∗
θ
′ ( , )J u u  є лінійним за ∗u  і нелінійним за 

u . Сформулюємо таке твердження про властивості функціонала ∗
θ
′ ( , )J u u  (до-

ведення якого тут не наводимо). 

Лема 3. Нехай межа 12S  є ліпшицевою і ∈ Ξ1 2
00 1( )nd H / . Тоді функціонал 

∗
θ
′ ( , )J u u  має такі властивості: 

 ∗ ∗ ∗
θ
′∀ ∈ ∃ > ∀ ∈ ≤

0
0 00 ( ) ( , )          J J V

V R V J Ru u u u u( ) ( ) { } , (30) 

 
0 0

  00 ( , , ) ( , ) ( , )J J V V
D V J J D∗ ∗∗ ∗∗ ∗ ∗ ∗ ∗∗

θ θ
′ ′∃ > ∀ ∈ + − ≤u u u u u u u u u u( ) { } , (31) 

 0, ( , ) ( , ) 0             V J J∗ ∗ ∗ ∗
θ θ
′ ′∀ ∈ + − ≥u u u u u u u{ }( ) . (32) 
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Доведення властивостей (24)–(26) і (30)–(32) дало змогу довести наступні 
дві теореми. 

Теорема 3. Нехай виконуються умови леми 1, леми 2 і леми 3. Тоді задача 
(29) має єдиний розв’язок 0Vθ ∈u  і її розв’язання еквівалентне розв’язанню в 

просторі 0V  нелінійного за u  варіаційного рівняння 

 ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
θ θ
′ ′ ′= + + − = ∀ ∈ ∈0 0( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ) 0  ,   F A H J L V Vu u u u u u u u u u u . (33) 

Теорема 4. Нехай виконуються умови леми 1, леми 2 і леми 3. Окрім 
цього, нехай θ ∈ 0Vu  – розв’язок задачі (29) (варіаційного рівняння (33)) для 

θ > 0 , а ∈ Ku  – розв’язок задачі (27) (варіаційної нерівності (28)). Тоді θu  

збігається сильно в просторі 0V  до u  при θ → 0 , тобто θ θ→
− →

0 0
0

V
u u . 

Д о в е д е н н я  теорем 3 і 4 здійснюються подібно до доведення відпо-
відно теорем 2 і 3 у праці [35]. 

Таким чином, із застосуванням методу штрафу розв’язування нелінійної варіа-
ційної нерівності (28) на опуклій множині K  зведено до розв’язування нелінійного ва-
ріаційного рівняння (33) у гільбертовому просторі 0V , залежного від параметра штра-

фу θ . Далі розглянемо такі ітераційні методи для розв’язування цього варіацій-
ного рівняння, які здійснюють його декомпозицію за окремими областями 
(тілами). 

3. Методи декомпозиції області. Застосуємо до розв’язування нелінійного 
варіаційного рівняння (33), яке відповідає вихідній контактній задачі (1)–(3), (5)–(21), 
такий неявний нестаціонарний ітераційний метод з параметрами: 

 1
0( , ) ( , ) ( , )   ,    0,1,k k k k k kG G F V k+ ∗ ∗ ∗ ∗

θ
′= − ρ ∀ ∈ =u u u u u u u … , 

де 0 0:kG V V× → ¡ , 0 0,1,k ∈ =¥ …{ } , – деякі білінійні форми, задані у прос-

торі 0V , ρ ∈ ¡k , = …0,1,k , – ітераційні параметри, ∈ 0
k Vu , = …1,2,k , – k-ті 

наближення до точного розв’язку рівняння (33), а ∈0
0Vu  – початкове набли-

ження. У розгорнутому вигляді цей метод запишемо так: 

 + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
θ

′ ′= − ρ + + −1( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )k k k k k k k kG G A H J Lu u u u u u u u u u u[ ] 

 ∗∀ ∈ = …0 ,    0,1,V ku . (34) 

Однак у загальному випадку ітераційний метод (34), застосований до розв’я-
зування варіаційного рівняння (33), не приводить до декомпозиції задачі за підоб-
ластями. Тому пропонуємо варіанти цього методу, які на кожному ітераційному 
кроці реалізують декомпозицію за підобластями, тобто такі, що зводять розв’я-
зування нелінійного варіаційного рівняння (33) у всій області Ω  до розв’язуван-
ня послідовності лінійних варіаційних рівнянь в окремих тілах αΩ , α = 1,2,3 . 

Декомпозиції можна досягнути певним вибором білінійних форм kG  в 
ітераційному процесі (34). 

Надалі вважатимемо, що функції τ ( )g z  і ( )ng z  є диференційовними. Тоді 

функціонал H  буде двічі диференційовним за Ґато. Виберемо білінійні форми 
kG  у методі (34) таким чином: 

 2 2
0( , ) ( , , ) ( , ) ( , , ) ( , , ),  ,k k k kG F A H J V∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

θ θ
′′= ∂ = + + ∂ ∈u u u u u u u u u u u u u u u , (35) 

 

23

2 2 2
21 21 3 21 21 3 21 21 3( , , )

2 2 2
k k k k

S

h h h
H g v u v u v u dS∗ ∗ ∗ ∗

τ τ τ τ
     ′′ ′= − γ − − + γ + − + γ + +     ∫u u u  

 

23

2 3 2 3 2 3( ) [ ] [ ]k k
n n n n

S

g w u w u w u dS∗ ∗′+ − − + +∫ , 

 

12

2
12 1 2 1 2

1( , , ) [ ] [ ]k k
n n

S

J u w u w dS∗ ∗ ∗
θ∂ = χ + +

θ ∫u u u , 
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де ∗
θ∂2 ( , , )kF u u u  і ∗

θ∂2 ( , , )kJ u u u  – другі субдиференціали функціоналів θF  і 

θJ  у точці 0
k V∈u  за напрямками 0V∈u  і ∗ ∈ 0Vu , а χ12

k  – функція вигляду 

 1 2
12 12 1 2

1 2

0, 0,
( ) sgn ( )

1, 0.

k k
k k k k n n

n n k k
n n

d u w
d u w

d u w

−  − − ≥χ = χ = − − − = 
− − <

u [ ]  

Ітераційний метод (34) з білінійними формами (35) при 1kρ = , 0,1,k = … , 
відповідає неявному напівгладкому методу Ньютона для розв’язування неліній-
ного варіаційного рівняння (33). Проте нестаціонарним ітераційним методом (34), 
(35) не отримуємо декомпозиції задачі за підобластями. 

Тепер білінійні форми kG  у методі (34) виберемо так: 

 ∗ ∗ ∗ ∗= + ∈ 0( , ) ( , ) ( , ),        ,k kG A X Vu u u u u u u u , (36) 

де 0 0:kX V V× → R  – такі білінійні форми: 

 

23

2 2 2
23 21 21 3 21 21 21 21 3 3( , ) ( )

2 2 2
k k k k k

S

h h h
X g v u v v u u dS∗ ∗ ∗ ∗

τ τ τ τ
   ′= ψ − γ − − + γ − + γ + +      ∫u u  

 

23 12

23 2 3 2 2 3 3 12 1 1 2 2
1( )[ ] [ ]k k k k

n n n n n n
S S

g w u w w u u dS u u w w dS∗ ∗ ∗ ∗′+ ψ − − + + ψ +
θ∫ ∫ . (37) 

Тут ( ) 0, \ 1,k k kS S Sαβ αβ αβ αβψ = ∈ ∨ ∈x x x{ } { }  – характеристичні функції, які визна-

чають деякі задані підмножини kS Sαβ αβ⊆  меж Sαβ , , 1,2 , 2,3α β ={ } { } { } . Зокрема, 

ці функції можна задати, як у напівгладкому методі Ньютона, тобто у вигляді 

 12 12 12 1 2 23( ) sgn ( ) ,   1k k k k k k
n nd u w

−ψ = χ = χ = − − − ψ ≡u [ ] . (38) 

Покажемо, що внаслідок такого вибору форм kG  отримуємо декомпозицію за-

дачі за підобластями. Увівши позначення 1 1[ (1 ) ] /k k k k k+ += − − ρ ρu u u% , перепи-

шемо метод (34) з білінійними формами (36) у такому еквівалентному вигляді: 

 1 1
0( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )  k k k k k k kA X L X H J V+ ∗ + ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗

θ
′ ′+ = + − − ∀ ∈u u u u u u u u u u u u% % , (39) 

 + += ρ + − ρ =% …1 1 (1 ) ,         0,1,k k k k k ku u u . (40) 
Оскільки величини, які є спільними для підобластей, відомі з попередньої ітера-

ції, то варіаційне рівняння (39) розпадається на три незалежні варіаційні рівняння у 
підобластях (тілах) αΩ , і метод (39), (40) еквівалентний такому ітераційному методу: 

 + ∗ + ∗ ∗ ∗+ ψ = + ψ +
θ θ∫ ∫% %

12 12

1 1
1 1 1 12 1 1 1 1 12 1 1

1 1( , ) ( )k k k k k
n n n n

S S

a u u dS u u dSu u ul  

 

12

0
1 2 1 1 1

1 ( )     k k
n n n

S

d u w u dS V− ∗ ∗+ − − ∀ ∈
θ ∫ u , (41) 

 

21 23

1 1 2
2 2 2 12 2 2 23 21 21 3

1( , )
2

k k k k k k k

S S

h
a w w dS g v u+ ∗ + ∗

τ τ
 ′+ ψ + ψ − γ − × θ  ∫ ∫u u% %  

 1 12 2
21 21 21 212 2
k kh h

v v dS+ + ∗ ∗   × − + γ − + γ +   
   

%%  

 + ∗ ∗ ∗′+ ψ − − = + ψ +
θ∫ ∫%

23 21

1
23 2 3 2 2 2 2 12 2 2

1( ) ( )k k k k k k
n n

S S

g w u w w dS w w dSul  

 

23

2 2 2
23 21 21 3 21 21 21 212 2 2
k k k k k k

S

h h h
g v u v v dS∗ ∗

τ τ
     ′+ ψ − γ − − + γ − + γ +     
     ∫  

 

23 21

23 2 3 2 2 1 2 2
1( ) ( )k k k k k k

n n n n
S S

g w u w w dS d u w w dS∗ − ∗′+ ψ − − + − − +
θ∫ ∫  

 

23 23

02 2
21 21 3 21 21 2 3 2 2 2( )  

2 2
k k k k k

n n
S S

h h
g v u v dS g w u w dS V∗ ∗ ∗ ∗

τ τ
  + − γ − − + γ + − − ∀ ∈  
  ∫ ∫ u , (42) 
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32

1 12
3 3 3 23 21 21 3 3 3( , )

2
k k k k k k

S

h
a g v u u u dS+ ∗ + ∗

τ τ τ τ
 ′+ ψ − γ − + 
 ∫u u% %  

 

32 32

1
23 2 3 3 3 3 3 23( ) ( )k k k k k

n n n n
S S

g w u u u dS+ ∗ ∗′+ ψ − − = + ψ ×∫ ∫u% l  

 

32

2
21 21 3 3 3 23 2 3 3 3( )

2
k k k k k k k k

n n n n
S

h
g v u u u dS g w u u u dS∗ ∗

τ τ τ τ
 ′ ′× − γ − + ψ − − + 
  ∫  

 

32 32

02
21 21 3 3 2 3 3 3 3  ( )

2
k k k k k

n n n
S S

h
g v u u dS g w u u dS V∗ ∗ ∗

τ τ τ
 + − γ − + − − ∀ ∈ 
 ∫ ∫ u , (43) 

 + +
α α α= ρ + − ρ α = =% …1 1 (1 ) ,      1,2,3,       0,1,k k k k k ku u u . (44) 

На кожній ітерації k  методу (41)–(44) необхідно паралельно розв’язувати 
три незалежні лінійні варіаційні рівняння (41), (42), (43) в окремих тілах αΩ , 

α = 1,2,3 , два з яких ((41) і (43)) відповідають лінійним задачам теорії пружно-

сті для масивних тіл Ω1  і Ω3  з крайовими умовами Робіна (Пуанкаре) на межі 

можливого одностороннього контакту 12S  (для тіла Ω1 ) і на межі 32S  (для тіла Ω3 ): 

 1 1
12 12 1 1 2 12 1 12

1 1 1( ) ,       k k k k k k k
n n n n nu d u w u S+ + −σ + ψ = − − + ψ ∈

θ θ θ
x% % , 

 1 1 2
32 23 3 21 21 3 23 3 32,      

2
k k k k k k k kh

u g v u u S+ +
τ τ τ τ τ τ τ

 σ + ϕ = − γ − + ϕ ∈ 
 

x% % , 

 1 1
32 23 3 2 3 23 3 32( ) ,              k k k k k k k

n n n n n n nu g w u u S+ +σ + ϕ = − − + ϕ ∈x% % , 

а одне (варіаційне рівняння (42)) – лінійній задачі теорії оболонок Тимошенка для 
тонкого тіла Ω2  з умовами Робіна на межі можливого контакту 21S  і межі 23S : 

 1 1
21 12 2 1 2 12 2 21

1 1 1( ) ,       k k k k k k k
n n nw d u w w S+ + −σ + ψ = − − + ψ ∈

θ θ θ
x% % , 

 1 1 12 2 2
23 23 21 21 21 21 3 23 21 21 23,   

2 2 2
k k k k k k k k k kh h h

v g v u v S+ + +
τ τ τ τ τ

     σ +ϕ − + γ = − γ − + ϕ − + γ ∈     
     

x%% % , 

 + +σ + ϕ = − − + ϕ ∈% %1 1
23 23 2 2 3 23 2 23( ) ,       k k k k k k k

n n n n nw g w u w Sx , 

де 2
23 23 21 21 32
k k k k kh

g v uτ τ τ
 ′ϕ = ψ − γ − 
 

, ′ϕ = ψ − −23 23 2 3( )k k k k
n n ng w u , а +

αβτσ% 1k  і +
αβσ% 1k

n  – не-

відомі дотичні і нормальні напруження на межах Sαβ , + +σ = σ% %1 1
12 1
k k

n n , + +
τ τσ = σ% %1 1

32 3
k k , 

+ +σ = σ% %1 1
32 3
k k

n n , , 11
21 233

kk
n

+ ++σ = − σ% % , , 11
23 213

kk − ++
τσ = − σ% % , , 11

23 233
kk

n
− ++σ = − σ% % . Тому ітераційний ме-

тод (41)–(44) належить до паралельних схем Робіна (Пуанкаре) декомпози-
ції області [16, 24–27, 29, 35, 43, 44]. 

Сформулюємо (без доведення) таке твердження про збіжність цього ітера-
ційного методу. 

Теорема 5. Нехай виконуються умови леми 1, леми 2 і леми 3. Тоді кожна 

із задач (41)–(43) має єдиний розв’язок +
α α∈% 1 0k Vu  для будь-якого ∈ ¥0k , 

α = 1,2,3 . Якщо, крім цього, ітераційні параметри задовольняють умову 

(0,2 /( ))k
A A H JB M D Dρ ∈ + +  ∀ ∈ ¥0k , то послідовність 1 2 3 0( , , )k k k k V= ⊂u u u u �{ } { } , 

побудована методом (41)–(44), за будь-якого початкового наближення ∈0
0Vu  

при → ∞k  збігається слабко у просторі 0V  до точного розв’язку θ ∈ 0Vu  
нелінійного варіаційного рівняння (33) контактної задачі (1)–(3), (5)–(21), 

тобто 0( )f V∗∀ ∈  , ,k

k
f f θ→∞

→u u{ } , де ∗
0V  – простір, спряжений до 0V . 

Вибираючи різні характеристичні функції ( )k k
αβ αβψ = ψ x , , 1,2 , 2,3α β ={ } { } { } , 

= …0,1,k , у білінійній формі (37), тобто різні підмножини 
kS Sαβ αβ⊆ , можемо 
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отримати різні варіанти методу (41)–(44) декомпозиції області. Так, покладаючи 

( ) 0k
αβψ ≡x , тобто kSαβ = ∅  ,∀α β , k∀ , отримаємо паралельну схему Неймана, 

на кожному кроці якої необхідно паралельно розв’язувати варіаційні рівняння, 
що відповідають задачам з умовами Неймана на зонах Sαβ . Інший граничний 

випадок відповідає вибору ( ) 1k
αβψ ≡x , тобто kS Sαβ αβ=  ,∀α β , k∀ . Таку схему 

декомпозиції області назвемо повною паралельною схемою Робіна. Однак про-
ведені числові експерименти показали, що найефективніше ці функції вибирати 
у вигляді (38). Тоді алгоритм декомпозиції області (41)–(44) можна вважати мо-

дифікацією напівгладкого методу Ньютона. Такий вибір функцій αβψk  забезпе-

чить вищу швидкість збіжності порівняно з іншими варіантами. 
Отже, для розв’язування нелінійної контактної задачі (1)–(3), (5)–(21) для 

системи масивних і тонкого тіл запропоновано клас паралельних ітераційних ме-
тодів декомпозиції області типу Робіна, які зводять її розв’язування до розв’я-
зування на кожній ітерації незалежних лінійних задач в окремих тілах, а саме: 
задач лінійної теорії пружності для масивних тіл і задачі теорії оболонок 
Тимошенка для тонкого тіла з крайовими умовами Робіна на межах контакту. 
Задачі в окремих тілах можна розв’язувати різними числовими методами, зокрема 
методом скінченних елементів (МСЕ) або методом граничних елементів (МГЕ). 

4. Числові дослідження. Розроблено програмне забезпечення, яке реалізує 
отримані алгоритми декомпозиції області (41)–(44) з використанням МСЕ для 
розв’язування задач в окремих тілах. 

Числову апробацію запропонованих МДО здійснено для плоскої задачі про 
односторонній контакт масивного пружного тіла Ω1 , яке має неглибоку крайову 

виїмку, та композитного тіла Ω Ω∪2 3 , яке складається з тонкого пружного 

покриття – тіла Ω2  і масивної пружної основи – тіла Ω3 , що з’єднані між 

собою через тонкий нелінійний вінклерівський прошарок (рис. 2). 
На верхню межу тіла Ω1  і нижню ме-

жу тіла Ω3  діє стискальне нормальне зусил-

ля сталої інтенсивності q . На правій межі 

кожного з тіл задано умови симетрії, а ліва 
межа усіх тіл – вільна від навантажень. 
Масивні тіла Ω1  і Ω3  мають однакову висоту 

1 3h h h= = , а висота тонкого покриття Ω2  

рівна 2h  ( =2h h ). Довжина всіх тіл дорів-

нює l . Висота виїмки описується функцією 
2 2 3 2

1 0 1( ) 1 ( )r x r x b= − − l //[ ] , де ∈ −1 [ , ]x bl l , 0r =  

( )r= l  – максимальна висота виїмки, а b  – 
довжина виїмки. Модулі Юн´а матеріалів 
масивних тіл Ω1  і Ω3  однакові й дорівнюють 

= =1 3E E E , а модуль Юн´а матеріалу тонкого покриття Ω2  дорівнює 2E . Коефіці-

єнти Пуассона матеріалів усіх тіл однакові: 1 2 3ν =ν =ν =ν. Зона можливого контак-

ту між тілом Ω1  і покриттям Ω2  тіла 3Ω  рівна 12 1 2 2: [0, ],S x x h h= ∈ = +x{ }l , а 

міжфазна поверхня між покриттям Ω2  і основою Ω3  дорівнює 

= ∈ =23 1 2: [0, ],S x x hx l{ } . Відстань між тілами Ω1  і Ω2  до деформації дорівнює 
2 2 3/2

1 1 0 1( ) sgn ( ) ( ) 1 ( ) /nd x b r x r x b+ += − + = − −x { }ll[ ] [ ] , 12S∈x , де max 0,z z+ = { } . 

Функції ng  і τg , які описують зв’язок між напруженнями і стрибками пе-

реміщень нелінійного вінклерівського шару, виберемо у вигляді 

 1 1
23 23 23 23( ( )) sgn ( ( )) ( ) ,       a a

n n n n ng w w w B S= ∈x x x x/ // , 

 
Рис. 2 
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 23 23 23( ( )) ( ) ,       g w w B Sτ τ τ τ= ∈x x x . 
Дослідження сформульованої задачі проведемо для таких фізичних і гео-

метричних параметрів: інтенсивність зовнішнього навантаження 10q = МПа, 

висота масивних тіл 8h b= , висота тонкого пружного покриття ∈2 [ 64 , ]h b b , 

довжина масивних тіл і покриття 4b=l , модуль Юн´а матеріалу масивних тіл 

= ⋅ 52.1 10E МПа, модуль Юн´а матеріалу покриття ∈2 [ 4 , 4 ]E E E , коефіцієнт 

Пуассона матеріалів масивних тіл і покриття ν = 0.3 , довжина виїмки 1b = см, 

максимальна висота виїмки −= = ⋅ 4
0 ( ) 5 10r r l см, параметри нелінійного вінкле-

рівського прошарку 55 10nB −= ⋅ см/(МПа)а, = 0.5a , 55 10B −
τ = ⋅ см/МПа. 

Цю задачу розв’язували паралельним методом декомпозиції області (41)–(44). 
Для числового розв’язування на кожній ітерації варіаційних рівнянь (41) і (43), що 
відповідають задачам теорії пружності для масивних тіл Ω1  і Ω3  використовували 

метод скінченних елементів з лінійними трикутними елементами, а для розв’я-
зування варіаційного рівняння (42), що відповідає задачі теорії оболонок Тимошен-
ка для тонкого тіла Ω2  – одновимірний МСЕ з бульбашковими базисними функці-

ями 4-го порядку. Для кожного з тіл Ω1  і Ω3  застосовували рівномірне скінчен-

ноелементне розбиття на 8192 лінійні трикутні елементи. При такому розбитті на 
кожній із меж 12S  і 32S  лежать однією із сторін 32 трикутних елементи, тобто 

на кожній межі містяться 33 скінченноелементні вузли. Для тонкого покриття 
Ω2  використовували одновимірне розбиття на 32 скінченних елементи, вузли 

якого співпадають з вузлами двовимірних розбиттів масивних тіл Ω1  і Ω3 . 

З метою перевірки і порівняння числових результатів сформульовану задачу 
також розв’язано методом декомпозиції області, подібним до МДО (41)–(44), 
запропонованим у праці [25] для математичної моделі контактної взаємодії об’ємних 
тіл з тонким покриттям, у якій для опису напружено-деформованого стану тонкого 
тіла Ω2 , замість рівнянь теорії оболонок, застосовано класичні рівняння теорії 

пружності. Алгоритм цього методу відрізняється від алгоритму декомпозиції 
області (41)–(44) тим, що на кожному кроці k , замість варіаційного рівняння 
теорії оболонок (42), необхідно розв’язувати таке варіаційне рівняння: 

 

21 23

1 1 1
2 2 2 12 2 2 23 2 3 2 2

,

1( , ) ( )k k k k k k k
n n m m m m m

m nS S

a u u dS g u u u u dS+ ∗ + ∗ + ∗

=τ

′+ ψ + ψ − − =
θ ∑∫ ∫u u% % % %  

 ∗ ∗ ∗

=τ

′= + ψ + ψ − − +
θ ∑∫ ∫%

21 23

2 2 12 2 2 23 2 3 2 2
,

1( ) ( )k k k k k k
n n m m m m m

m nS S

u u dS g u u u u dSul  

 

21 23

0
1 2 2 2 3 2 2 2

,

1 ( ) ( )    k k k k
n n n n m m m m

m nS S

d u u u dS g u u u dS V− ∗ ∗ ∗

=τ
+ − − + − − ∀ ∈

θ ∑∫ ∫ u % , (42*) 

де 0
2 2 21 22 2 2( , ) : 0V u u V= = ∈ =u u% %�{  на Γ2

u} , = Ω% 1 2
2 2[ ( )]V H , ∗ =%2 2 2( , )a u u  

2

2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
1 1 , 1

( ) ( ) 2 ( ) ( )ii jj ij ij
i j i j

d∗ ∗

= = =Ω

 = λ ε ε + µ ε ε Ω 
 ∑ ∑ ∑∫ u u u u , 

σΩ Γ

= ⋅ Ω + ⋅∫ ∫%
2 2

2 2 2 2 2 2( ) d dSu f u p ul , 

що відповідає плоскій крайовій задачі теорії пружності для тіла Ω2  з умовами 

Робіна на межах 21S  і 23S . Надалі цей метод позначатимемо (41), (42*), (43), (44). 
Зауважимо, що у праці [25] наведено теорему про слабку збіжність методу 

(41), (42*), (43), (44), яка є подібною до теореми 5 про збіжність методу (41)–(44). 
Згідно з цією теоремою, для того щоб метод (41), (42*), (43), (44) був слабко 

збіжним, його ітераційні параметри kρ  повинні задовольняти аналогічну умову, 

що й ітераційні параметри методу (41)–(44), однак при цьому сталі AB , AM , 

HD  і JD  для обох методів є різними. 

Для розв’язування на кожній ітерації усіх варіаційних рівнянь методу (41), 
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(42*), (43), (44) використовували МСЕ з лінійними трикутними елементами. Для 
масивних тіл Ω1  і Ω3  у методі (41), (42*), (43), (44) брали таке ж скінченноеле-

ментне розбиття, як і для цих тіл у методі (41)–(44). Для розв’язування задачі (42*) 
у тонкому тілі Ω2  за його висоти 2 8h b= , 4b , 2b , b  ( 1b = см) застосовували 

відповідно розбиття на 256, 512, 1024, 2048 трикутних скінченних елементів. За 
таких розбиттів на межах 21S  і 23S  з кожного боку потрапляє по 32 елементи. 

Початкові наближення для переміщень в алгоритмі (41)–(44) задавали так: 
0 6
1 ( ) 10nu −≡x см, 0 6

2 ( ) 10w −≡x см, 12S∈x ; 0 0 6
3 3( ) ( ) 10nu u −

τ = ≡x x см, 0 6
2 ( ) 10w −≡x см, 

0 6
21( ) 10v −≡ −x см, 0

21( ) 0γ ≡x , 23S∈x , а в МДО (41), (42*), (43), (44) – у вигляді: 
0 6( ) 10nu −
α ≡x см, 1,2α = , 12S∈x ; 0 0 6( ) ( ) 10nu u −

ατ α= ≡x x см, 2,3α = , 23S∈x . Для 
зупинки ітераційного процесу в обох алгоритмах застосовували критерій 

 1 1
1 1 12 2

k k k
n n n uv v v+ +− ≤ ε , 1 1

2 2

k k k
m m m uv v v+ +

α α α− ≤ ε , ,m n= τ , 2,3α = , 

де 2
2

[ ( )]j
m mj

v vα α= ∑ x  – дискретна норма, j Sα∈x  – вузли скінченноеле-

ментного розбиття межі Sα , 1,2,3α = , 1 12S S= , 2 21 23S S S= ∪ , 3 32S S= , а 

0uε >  – відносна точність для переміщень. Величини ( )jmvα x  означуються так: 

1 1( ) ( )j j
n nv u=x x , 1

j S∈x , 3 3( ) ( )j j
m mv u=x x , ,m n= τ , 3

j S∈x , 2 ( ) 0jv τ =x , 21
j S∈x , 

для алгоритму (41)–(44): 2 2( ) ( )j j
nv w=x x , 2

j S∈x , 2
2 21 21( ) ( ) ( )

2
j j jh

v vτ = − + γx x x , 23
j S∈x , 

а для алгоритму (41), (42*), (43), (44): 2 2( ) ( )j j
n nv u=x x , 2

j S∈x , 2 2( ) ( )j jv uτ τ=x x , 23
j S∈x . 

Параметр штрафу задавали за стрижневою моделлю у вигляді [35] 

 
3

2

1

1 (1 )c h
E α α

αα=
θ = − ν∑ , 

де c  – безрозмірний коефіцієнт штрафу, який вибирали рівним 0.01c = . 

Ітераційні параметри ρk  в обох методах задавали однаковими на кожній 

ітерації: ρ = ρ = 0.5k , 0,1,k = … , а характеристичні функції 12
kψ  і 23

kψ  вибирали 
у вигляді (38). 

Досліджено вплив висоти 2h  та жорсткості 2E  тонкого покриття Ω2  на 
швидкість збіжності обох алгоритмів декомпозиції області. У табл. 1 наведено 

загальну кількість ітерацій ∗m  методу декомпозиції області (41), (42*), (43), (44), 
що отриманий без використання теорії оболонок Тимошенка, а в табл. 2 – за-
гальну кількість ітерацій m  методу декомпозиції області (41)–(44) із застосу-
ванням теорії оболонок Тимошенка, які необхідні для досягнення відносної 

точності −ε = 310u  за різних значень висоти та жорсткості тонкого тіла. 
З таблиць видно, що для всіх розглянутих випадків алгоритм МДО (41)–(44), 

у якому використовується теорія оболонок, збігається швидше від алгоритму 

(41), (42*), (43), (44) без застосування цієї теорії. Це пояснюється тим, що коефі-
цієнти коерцитивності AB  і неперервності AM , які, згідно з теоремою 5 і подіб-
ною теоремою для МДО (41), (42*), (43), (44), що наведена у праці [25], вплива-
ють на збіжність методів декомпозиції області, для математичних моделей обох 
алгоритмів є різними. Ще однією перевагою алгоритму МДО (41)–(44) з викорис-
танням моделі теорії оболонок є те, що ця модель зменшує розмірність задачі 
для тіла Ω2 , що дозволяє застосувати одновимірний МСЕ зі СЛАР меншої 
розмірності і отримати числові результати для випадку покрить з малою висо-
тою ( 2 16, 32, 64h b b b= / / / ). 

Зміна висоти і жорсткості тонкого покриття Ω2  впливає на збіжність мето-

дів (41)–(44) і (41), (42*), (43), (44) по-різному. Зменшення висоти 2h  від b  до 

16b/  приводить до зменшення загальної кількості ітерацій алгоритму (41)–(44) з 

використанням теорії оболонок Тимошенка для усіх значень жорсткості 2E . За 
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подальшого зменшення значень висоти кількість ітерацій майже не змінюється, 
оскільки числові розв’язки для настільки тонких покрить відрізняються мало. 
Зменшення жорсткості 2E  тонкого покриття приводять до зменшення кількості 

ітерацій алгоритму (41)–(44) для висот 2 8h b b= ÷  і до незначного збільшення 

кількості ітерацій для висот 2 16 64h b b= ÷  (у межах однієї ітерації). 

Таблиця 1. Кількість ітерацій m∗  МДО (41), (42*), (43), (44), необхідних для досягнення 

точності 310u
−ε = . 

b  2b/  4b/  8b/  2h  

2E  m∗  
4E  113 55 46 45 
2E  89 56 55 53 
E  62 64 65 63 

2E/  69 71 74 73 
4E/  81 76 74 78 

Таблиця 2. Кількість ітерацій m  МДО (41)–(44), необхідних для досягнення точності 310u
−ε = . 

b  2b/  4b/  8b/  16b/  32b/  64b/  
2h  

2E  m  

4E  108 49 34 34 20 20 21 
2E  73 39 33 34 20 21 22 
E  46 34 34 34 21 22 23 

2E/  35 33 33 21 22 23 23 

4E/  31 31 30 22 23 23 24 

Для алгоритму декомпозиції області (41), (42*), (43), (44), у якому для пок-
риття застосовується модель масивного пружного тіла, зменшення висоти при-
водить до зменшення загальної кількості ітерацій лише для покрить , жорст-
кість яких перевищує жорсткість масивних тіл ( >2E E ). На відміну від випадку 

алгоритму (41)–(44) із застосуванням теорії оболонок, зменшення жорсткості 2E  

покриття для висот 2 2h b= , 4b , 8b  приводить до збільшення кількості іте-

рацій алгоритму (41), (42*), (43), (44). Для висоти 2h b=  кількість ітерацій цього 

алгоритму зростає при збільшенні або зменшенні жорсткості 2E  покриття по 

відношенню до жорсткості E  масивних тіл. 
Також для сформульованої задачі здійснено порівняння контактних і між-

фазних напружень, отриманих МДО (41)–(44) із застосуванням теорії оболонок 
Тимошенка і алгоритмом (41), (42*), (43), (44) з використанням моделі пружного 
тіла, та вивчено вплив на ці напруження висоти і жорсткості покриття. 

На рис. 3–6 зображено графіки нормального контактного напруження σ12n  на 

інтерфейсі 12S  між верхнім тілом Ω1  і тонким покриттям Ω2  тіла Ω3  відповідно 

для висоти покриття , /2, /4, /8h b b b b=  ( 1b = см). Криві 1 і 2 на рисунках по-

значають напруження для жорсткості покриття 2 4E E=  і 2 4E E= / . Суцільні 

криві відповідають числовим результатам, отриманим МДО (41)–(44) з вико-
ристанням теорії оболонок Тимошенка, а штрихові – результатам, одержаним 
за алгоритмом (41), (42*), (43), (44) із застосуванням моделі пружного тіла. 

На рисунках бачимо, що розподіли нормального контактного напруження, 
отримані обома методами, більше відрізняються для випадку податливого по-
криття з модулем Юн´а 2 4E E= /  (криві 2), а для жорсткого покриття з 2 4E E=  

(криві 1) ці розподіли відрізняються мало. При зменшенні висоти 2h  графіки 

σ12n  для податливого покриття ( 2 4E E= / ), одержані за допомогою обох мето-

дів, стають все ближчими, оскільки покращується точність результатів за алго-
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ритмом з використанням теорії оболонок Тимошенка, яка дає більш точні ре-
зультати для тонших тіл, але гірші – для товстіших тіл ( 2h b= , 2b ). 

  
Рис. 3 Рис. 4 

  
Рис. 5 Рис. 6 

Розподіли σ12n  для жорсткого покриття ( =2 4E E ) за значення висоти 

2 4h b=  (рис. 6), отримані обома методами, більше відрізняються між собою ніж 

за інших значень 2h , оскільки у цьому випадку кількість скінченних елементів 

для покриття по висоті у алгоритмі (41), (42*), (43), (44) з використанням моделі 
пружного тіла стає рівною одиниці, що погіршує його точність порівняно з алго-
ритмом (41)–(44) на основі теорії оболонок Тимошенка, в якому для покриття 
застосовується одновимірний МСЕ. 

З механічних ефектів, які можна виявити, проаналізувавши графіки, зоб-
ражені на рис. 3–6, спостерігаємо: зменшення піку нормального контактного 
напруження σ12n , який досягається біля лівого краю виїмки, при зменшенні 

висоти 2h  і жорсткості 2E  покриття; виникнення локального максимуму на-

пруження σ12n  зліва від лівого краю виїмки при зменшенні висоти 2h  для ви-

падку жорсткого покриття ( =2 4E E ). 

На рис. 7–10 зображено графіки нормального міжфазного напруження 
σ23n  на інтерфейсі 23S  між тонким покриттям Ω2  і основним тілом Ω3  відпо-

відно за висоти покриття , /2, /4, /8h b b b b=  ( 1b = см), отримані МДО (41)–(44) 

на основі теорії оболонок Тимошенка (суцільні криві) та МДО (41), (42*), (43), 
(44) на основі моделі пружного тіла (штрихові криві) для покрить з модулем 
Юн´а =2 4E E  (криві 1) та =2 4E E  (криві 2). 

Щоб краще показати вплив висоти покриття на це напруження, наведемо 
також рис. 11, рис. 12, кожен з яких містить поряд графіки розподілів σ23n  для 

різних висот, одержаних обома МДО. Криві 1–4 на обох рисунках відповідають 
результатам для , /2, /4, /8h b b b b= , а крива 5 на рис. 11 – для 2 16h b= . На 

рис. 11 зображено графіки σ23n  для випадку жорсткості покриття =2 4E E , а 
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на рис. 12 – для =2E E . Як і на попередніх рисунках, суцільними і штриховими 

лініями відповідно позначено числові розв’язки, отримані за допомогою МДО 
(41)–(44) і МДО (41), (42*), (43), (44). 

  
Рис. 7 Рис. 8 

  
Рис. 9 Рис. 10 

  
Рис. 11 Рис. 12 

Аналогічно, як і для випадку нормального контактного напруження σ12n , з 

рис. 7–12 бачимо, що розподіли міжфазного нормального напруження σ23n , 

одержані за допомогою обох методів, якісно є близькими, більше відрізняються 
один від одного для більш податливих покрить і стають ближчими між собою 
для більш жорстких ( =2 4E E ). При зменшенні висоти покриття 2h  для різних 

значень жорсткості 2E  відбувається зближення результатів, отриманих МДО 

(41)–(44) на основі теорії оболонок та МДО (41), (42*), (43), (44) на основі моделі 
пружного тіла. 

Також зауважимо, що МДО (41)–(44) на основі теорії оболонок Тимошенка 
дозволив отримати числові результати для дуже тонких покрить 2 16h b≤ /  

(крива 5 на рис. 11), які вже не можна одержати за допомогою методу (41), 
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(42*), (43), (44), що використовує модель пружного тіла, оскільки такі малі 
висоти вимагають значного згущення двовимірної скінченноелементної сітки за 
висотою покриття. 

З аналізу наведених на цих рисунках графіків виокремимо такі ефекти: по-
ява мінімуму нормального міжфазного напруження σ23n  біля лівого краю виїм-
ки та наближення розподілу цього напруження до розподілу нормального кон-
тактного напруження σ12n  на інтерфейсі 12S  при зменшенні висоти покриття 

2h , а також зближення між собою розподілів σ23n  для різних жорсткостей 2E  

при зменшенні висоти 2h . Зближення цих розподілів і наближення до розподілу 

нормального напруження на межі 12S  для покрить малої висоти можна пояс-
нити тим, що досить тонкі покриття вже не можуть істотно впливати на НДС 
системи контактуючих тіл. 

Досліджено також дотичне міжфазне напруження τσ23  на інтерфейсі 23S . 
На рис. 13 наведено розподіли цього напруження, отримані МДО (41)–(44) (су-
цільні криві) та МДО (41), (42*), (43), (44) (штрихові криві) для різних значень 
висоти покриття 2h  за його жорсткості =2E E . Криві 1–3 на цьому рисунку 

відповідають графікам τσ23  для значень висоти 2 2h b= / , 4b/  і 8b/ . 
Звідси бачимо, що розподіли дотично-

го напруження τσ23  на межі 23S , одержа-
ні за допомогою обох методів більше від-
різняються один від одного, ніж розподіли 
нормального напруження σ23n . Ця різниця 
є особливо значною зліва від лівого краю 
виїмки, тобто на лівій частині межі 23S . 
Таке відхилення результатів, отриманих 
за обома методами, можна пояснити тим, 
що теорія оболонок Тимошенка, яка за-
стосовується в МДО (41)–(44) погано вра-
ховує обтиснення тонкого тіла і дає гірші 
результати для задач про стиск. 

Однак слід зазначити, що величина 
дотичних міжфазних напружень τσ23  є на порядок меншою ніж величина від-
повідних нормальних напружень. Тому, якщо порівнювати цю різницю у вели-
чинах останніх, то вона не буде такою вже значною. 

Висновки. Розглянуто задачу про односторонній контакт масивного пруж-
ного тіла та тонкого пружного покриття, яке з’єднане з іншим масивним пруж-
ним тілом через нелінійний прошарок вінклерівського типу. Напружено-дефор-
мований стан масивних тіл описується рівняннями теорії пружності, а тонкого 
покриття – рівняннями теорії оболонок Тимошенка. Запропоновано слабке фор-
мулювання цієї задачі у вигляді нелінійної варіаційної нерівності на опуклій 
замкнутій множині кінематично допустимих переміщень. На основі методу 
штрафу цю нерівність зведено до розв’язування нелінійного варіаційного рів-
няння у гільбертовому просторі. Визначено умови існування і єдиності розв’яз-
ку варіаційних задач, а також збіжності за параметром штрафу розв’язку нелі-
нійного варіаційного рівняння до слабкого розв’язку вихідної задачі. 

Для отриманого нелінійного варіаційного рівняння розроблено клас парале-
льних ітераційних алгоритмів декомпозиції області типу Робіна, які зводять його 
розв’язування до паралельного розв’язування трьох незалежних лінійних варі-
аційних рівнянь в окремих тілах, одне з яких відповідає задачі теорії оболонок 
Тимошенка для тонкого покриття, а інші – лінійним задачам теорії пружності 
для масивних тіл з крайовими умовами Робіна на межах контакту. Встановлено 
умови слабкої збіжності цих алгоритмів. Здійснено програмну реалізацію алго-
ритмів декомпозиції області із застосуванням для розв’язування задач теорії 
пружності у масивних тілах МСЕ з лінійними і квадратичними трикутними 
елементами, а для задачі теорії оболонок Тимошенка – одновимірного МСЕ з 
бульбашковими базисними функціями високого порядку. 

Числові дослідження ефективності розроблених методів проведено для за-
дачі про контактну взаємодію пружного тіла з поверхневою виїмкою і пружного 
тіла, яке має тонке пружне покриття, що з’єднане з ним через нелінійний вінк-
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лерівський шар. Здійснено порівняння числових результатів, отриманих алго-
ритмом декомпозиції області з використанням теорії оболонок Тимошенка для 
моделювання НДС покриття та МДО на основі застосування моделі масивного 
пружного тіла для тонкого покриття. Вивчено залежність швидкості збіжності 
методів декомпозиції області від висоти і модуля Юн´а тонкого тіла. Проаналі-
зовано контактні та міжфазні напруження для різних значень висоти і жорст-
кості покриття. Визначено межі застосовності моделі теорії оболонок і моделі 
масивного пружного тіла для цієї задачі. Встановлено, що МДО на основі теорії 
оболонок Тимошенка для розглянутої задачі збігається швидше, ніж МДО на 
основі моделі масивного пружного тіла, і дозволяє отримати числові результати 
для покрить малої висоти. 
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ИССЛЕДОВАНИЕ МЕТОДАМИ ДЕКОМПОЗИЦИИ ОБЛАСТИ КОНТАКТА  
УПРУГИХ ТЕЛ, ОДНО ИЗ КОТОРЫХ ИМЕЕТ ТОНКОЕ ПОКРЫТИЕ, СОЕДИНЕННОЕ 
С ТЕЛОМ ЧЕРЕЗ НЕЛИНЕЙНЫЙ ВИНКЛЕРОВСКИЙ СЛОЙ 
 
Рассмотрена задача о контактном взаимодействии двух упругих тел, одно из которых 
имеет покрытие в виде тонкой оболочки типа Тимошенко, соединенное с телом через нели-
нейный винклеровский слой. Осуществлена слабая формулировка этой задачи в виде нели-
нейного вариационного уравнения. Предложен класс итерационных методов декомпозиции 
области, которые сводят решения этого уравнения к решению на каждой итерации неза-
висимых линейных вариационных уравнений, соответствующих задачам теории упругос-
ти для массивных тел и задачи теории оболочек Тимошенко для покрытия с краевыми 
условиями Робина на границах контакта. Установлены условия слабой сходимости этих 
методов. Проведены исследования численной эффективности полученных алгоритмов с ис-
пользованием конечно-элементных аппроксимаций. 

Ключевые слова: контактные задачи теории упругости, тонкие покрытия, оболочки 
Тимошенко, винклеровские слои, нелинейные вариационные уравнения, методы 
декомпозиции области, метод конечных элементов. 

 
INVESTIGATION BY DOMAIN DECOMPOSITION METHODS OF THE  
CONTACT BETWEEN ELASTIC BODIES, ONE OF WHICH HAS A THIN COATING, 
CONNECTED WITH A BODY THROUGH A NONLINEAR WINKLER LAYER  
 
The problem of contact interaction between two elastic bodies, one of which has a coating in 
the form of a thin Timoshenko-type shell, that is connected with a body through a nonlinear 
Winkler layer is considered. The weak formulation of this problem in the form of a 
nonlinear variational equation is obtained. A class of iterative domain decomposition methods 
to solve this variational equation is proposed, which reduce solution of this equation to the 
solving of independent linear variational equations at each iteration, which correspond to 
elasticity problems for solids and Timoshenko shell theory problem for thin coating with 
Robin boundary conditions on the contact boundaries. The conditions of weak convergence of 
these methods are established. The investigations of numerical efficiency of presented 
algorithms are performed using finite element approximations. 

Key words: contact problems of elasticity, thin coatings, Timoshenko shells, Winkler layers, 
nonlinear variational equations, domain decomposition methods, finite element method. 
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