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КАНОНІЧНА ФОРМА ІНВОЛЮТИВНИХ МАТРИЦЬ НАД ОБЛАСТЮ 
ГОЛОВНИХ ІДЕАЛІВ ВІДНОСНО ПЕРЕТВОРЕНЬ ПОДІБНОСТІ 
 

Описано структуру інволютивних матриць над областю головних ідеалів 
відносно перетворення подібності та побудовано канонічну форму відносно 
цього перетворення. Як наслідок встановлено критерій подібності інволю-
тивних матриць над областю головних ідеалів. Отримані результати за-

стосовано до опису структури розв’язків матричного рівняння 2
nX I= над 

областю головних ідеалів.  

Ключові слова: область головних ідеалів, інволютивна матриця, матричне рів-
няння. 

 
Вступ. Нехай R  – комутативне кільце з одиницею 0≠e . Позначимо: 

( )U R  – мультиплікативна група області R ; , ( )m nM R  – множина m n× -

матриць над R ; nI  – одинична матриця порядку n ; nm,0  – нульова 

m n× -матриця і O  – нульова матриця, розмір якої визначається з кон-
тексту.  
 Матриці )(, , RMBA nn∈  називають подібними, якщо існує матриця 

),( RnGLT ∈  така, що 1−= TBTA . Матрицю T  називають матрицею пере-
творення подібності або трансформуючою матрицею. Структура матриць 
над полем відносно перетворень подібності описана повністю [2]. Проте за-
дача про опис структури матриць відносно перетворень подібності при 
переході до довільного комутативного кільця з одиницею, (яке не є полем), 
значно ускладнюється. У більшості випадків ця задача містить в собі кла-
сичну нерозв’язну задачу про канонічну форму пари матриць над полем 
відносно перетворення подібності. Такі задачі називають дикими [3]. На те-
перішній час не існує критерію, який давав би змогу вказати умови, за 
яких дві матриці над кільцем є подібними. 
 Нагадаємо, що матрицю )(, RMA nn∈  називають інволютивною, якщо 

вона співпадає зі своєю оберненою, тобто nIA =2 . Очевидно, якщо інволю-

тивна матриця nA I≠ ± , то її власними значеннями є елементи e± , а 

em −λ=λ 2)(  – її мінімальний многочлен. Дослідження структури інволю-
тивних матриць над скінченними полями та комутативними кільцями від-
носно перетворень подібності проводились багатьма математиками (див. [1, 
9–25] і цитовану там літературу). Можна стверджувати, що цей інтерес 
викликаний не тільки тим, що інволютивні матриці відіграють вагому роль 
в лінійній алгебрі [8, 10, 11, 15, 20, 25], але і в теорії груп [12, 14, 23] та 
алгебраїчній криптографії [18, 22]. 
 У роботах [17, 20] вивчалась структура інволютивних матриць над по-

лем Ґалуа qF  з mpq =  елементами, де p  – просте число і m ∈ N . Зокре-

ма, в [17] встановлено, що розв’язки рівняння )(mod2 pIX n=  подібні діаго-

нальній матриці diag ( , )t n tI I −− , а в [20] вказано їх кількість. У роботі [24] 

доведено, що інволютивна nn × -матриця над полем Ґалуа / nR p , 2≠n , по-

дібна єдиній матриці diag ( , )t n tI I −− , і встановлено кількість інволютивних 
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матриць. Пізніше, в роботі [16] обґрунтовано, що метод дослідження, запро-
понований у [24], не можна застосувати у випадку, коли 2=p . 

 У роботі [21] встановлено, якщо R  – скінченне локальне кільце харак-

теристики ap  ( 2≠p  – просте число), то інволютивна nn × -матриця над R  

подібна діагональній матриці diag ( , )t n tI I −− . У роботі [13] наведено огляд 

результатів, які стосуються подібності інволютивних матриць над локаль-
ними кільцями. Основним результатом роботи [13] є встановлення каноніч-
ної форми інволютивної матриці відносно перетворень подібності над ло-

кальним кільцем характеристики n2 . Одночасно зауважено (див. [13, 
с. 187]), що доведення основного результату не дає конструктивного методу 
побудови канонічної форми та трансформуючої матриці T . Конструктивне 
доведення основного результату роботи [13] дає теорема 2 у статті [1]. Крім 
цього, в [1] наведено алгоритм зведення інволютивної матриці над 

скінченним комутативним локальним кільцем характеристики n2  до 
канонічної форми. 

Пропонована робота є продовженням досліджень, які проводились у 
[4–7], де вивчалась структура матриць над областю головних ідеалів від-
носно перетворень подібності. Метою роботи є опис структури інволютив-
них матриць над областю головних ідеалів відносно перетворень подібності 
та побудови їхніх канонічних форм відносно таких перетворень. Як наслі-
док, встановлено критерій подібності інволютивних матриць над областю 
головних ідеалів. Отримані результати застосовано до опису структури 
розв’язків (із заданим характеристичним многочленом) матричного рівнян-

ня nIX =2  над областю головних ідеалів. Зауважимо, що розроблені методи 
та наведені результати можуть бути використані для дослідження струк-
тури матриць над областями елементарних дільників відносно перетво-
рення подібності.  

1. Основний результат. Надалі R  – область головних ідеалів характе-
ристики char 2R ≠ . В цьому розділі встановимо канонічну форму інволю-

тивної матриці над областю головних ідеалів R  ( char 2R ≠ ) відносно пере-

творення подібності. Зауважимо, якщо FR =  – поле, то для інволютивної 
матриці )(, FMA nn∈  існує зображення у вигляді nIPA −= 2 , де )(, FMP nn∈  – 

ідемпотентна матриця, яка для A  визначена однозначно. Проте цей факт 
не завжди справджується для інволютивних матриць над комутативними 
кільцями. Наступна лема описує структуру характеристичного многочлена 
інволютивної матриці над R .  

Лема 1. Нехай )(, RMA nn∈  – інволютивна матриця. Тоді  

(i) rank ( )nI A k+ = ;  

(ii) слід матриці tr ( ) 2nI A k+ = ;  

(iii) knk
n eeAI −+λ−λ=−λ )()()(det . 

Д о в е д е н н я.  Твердження леми є очевидними, якщо nA I= ± . 

Нехай nA I≠ ± . Нехай, далі, F  – поле часток області R  ( FR ⊂ ). На 

підставі того, що char 2R ≠ , для матриці )(, FMA nn∈  існує зображення 

nIPA −= 2 , де )(, FMP nn∈  – ідемпотентна матриця. Покладемо rank P k= . 

Тепер із рівності nIPA −= 2  отримуємо, що rank ( ) ranknA I P k+ = = . 

Оскільки матриця P  є ідемпотентною, то 
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 ,1

, ,

0
,        ( , )

0 0
k k n k

n k k n k n k

I
UPU U GL n F−−

− − −
= ∈ . 

Отже,  

 1 1( ) 2 k
n n n n

n k

I O
U I A U I U PU I I

O I
− −

−
λ − = λ − + = λ − − . 

Звідси отримуємо, що knk
n AI −β−λα−λ=−λ )()()(det .  

Лему доведено.   
З огляду на лему 1, надалі будемо вважати, що для інволютивної мат-

риці її характеристичний многочлен є відомим. 

Теорема 1. Нехай ∈ , ( )n nA M R  – інволютивна матриця з характерис-

тичним многочленом knk eea −+λ−λ=λ )()()( , де nk <≤1 . Тоді для мат-

риці A  існує матриця ),( RnGLT ∈  така, що 

 1 ,0k k n k
r

r n k

I
TAT A

J I
− −

−
= =

−
, 

де 

 ,
,

, ,

0
( )

0 0
r r k r

r n k k
n k r r n k r k r

I
J M R−

−
− − − = −

= ∈ .  

Число r  дорівнює кількості інваріантних множників, які збігаються з 
одиницею e  матриці nIA + . При цьому матриця rA  для A  визначена 
однозначно. 
 Д о в е д е н н я.  Над областю головних ідеалів R  характеристики 
char 2R ≠  існує лише два суміжних класи 0A  і 1A  за модулем 2e . 

Представниками цих суміжних класів є елементи 0  і e  відповідно. Отже, 
згідно з теоремою 4.1 із [6], для інволютивної матриці A  існує матриця 

( , )T GL n R∈  така, що  

 1 ,0k k n k
r

r n k

I
TAT A

J I
− −

−
= =

−
,  

де 

 ,
,

, ,

0
( ),       min ,

0 0
r r k r

r n k k
n k r r n k r k r

I
J M R r k n k−

−
− − − = −

= ∈ ≤ −{ } .  

Доведемо, що rA  для іволютивної матриці A  визначена однозначно. 

Припустимо, що для матриці A  існує матриця ),( RnGLW ∈  така, що 

 1 ,0k k n k

n k

I
WAW A

J I
− −

−
= =

−l
l

, 

де 

 ,

, ,

0
,      ,      min ,

0 0
k

n k n k k

I
J r k n k−

− − − − −
= ≠ ≤ −l l l

l
l l l l

l l { } . 

Оскільки матриці rA  і Al  подібні, то зрозуміло, що матриці  

 ,

,

2 0

0
k k n k

r n
r n k n k

I
A I

J
−

− −
+ =  і ,

,

2 0

0
k k n k

n
n k n k

I
A I

J
−

− −
+ =l

l
 

теж подібні. Отже, ці матриці еквівалентні. Легко переконатись у тому, що  
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 diag ( ,2 ,0, ,0)r r k rS I I −= …  і diag ( ,2 ,0, ,0)kS I I −= …l l l  

є формами Сміта матриць nr IA +  і nA I+l , відповідно. Оскільки r≠l , то 

очевидно, що форми Сміта rS  і Sl  не є еквівалентними. Таким чином, 

припущення про те, що r≠l , не є правильним.  

Тим самим доведено єдиність матриці rA , яка є канонічною формою 

для інволютивної матриці A  відносно перетворення подібності. Число r  
дорівнює кількості інваріантних множників матриці nA I+ , які збігаються з 

одиницею e  області R . Теорему доведено.  
Із теореми 1 отримуємо умови подібності інволютивних матриць над 

областю головних ідеалів R  характеристики char 2R ≠ .  

Наслідок 1. Інволютивні матриці ,, ( )n nA B M R∈  подібні тоді й тіль-

ки тоді, коли форми Сміта матриць nA I+  і nB I+  збігаються.  

Д о в е д е н н я.  Якщо інволютивні матриці ,, ( )n nA B M R∈  подібні, 

то згідно з теоремою 1 форми Сміта матриць nA I+  і nB I+  збігаються.  

Навпаки, нехай форми Сміта матриць nA I+  і nB I+  збігаються. Отже, 

rank ( ) rank ( )n nA I B I+ = + . На підставі леми 1 характеристичні много-

члени матриць A  і B  збігаються. Згідно з теоремою 1, канонічні форми 
матриць A  і B  відносно перетворень подібності збігаються. Отже, матриці 
A  і B  подібні.  

Нехай A  – n n× -матриця над полем F . Відомо, що матриця A  і транс-

понована матриця A�  над F  подібні. Проте цей факт не завжди справджу-
ється для матриць над комутативним кільцем.  

На підставі наслідку 1 отримуємо 

 Наслідок 2. Якщо , ( )n nA M R∈  – інволютивна матриця, то матриці 

A  і A�  подібні.  

Якщо для інволютивної матриці A  виконується ,0 (mod 2 )n n nA I e− = , 

то, згідно з роботою [4], така інволютивна матриця A  над R  є матрицею 
простої структури, тобто вона подібна до діагональної матриці з елемен-
тами e±  на головній діагоналі. Крім цього, для матриці A  існує єдина пара 

ідемпотентних матриць ,, ( )n nP Q M R∈  таких, що PQ QP O= =  і A P Q= −  

(див. також [5]). На підставі цього отримуємо 

 Наслідок 3. Якщо 2 ( )e U R∈ , то інволютивна матриця A  є матри-
цею простої структури. 

 Наслідок 4. Якщо 2 ( )e U R∈ , то інволютивні матриці ,, ( )n nA B M R∈  

подібні тоді й тільки тоді, коли rank ( ) rank ( )n nA I B I+ = + .  

Зауважимо, якщо F  – поле характеристики char 2F ≠ , то, згідно з на-

слідком 3, отримуємо, що всі інволютивні матриці із , ( [ ])n nM F λ  є матри-

цями простої структури.  
Нехай , ( )n nA M R∈  – матриця з мінімальним многочленом ( )m λ =  

( )( )= λ − α λ − β , де , Rα β∈ , α ≠ β . Будемо говорити, що A  «близька» до 

інволютивної матриці, якщо 2eα − β = ± . Не втрачаючи загальності, в цьому 

випадку можемо вважати, що 2eα − β = . Отже, в такому випадку є очевид-
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ним, що 2α + β = γ  і nI Aγ +  – інволютивна матриця.  

На підставі леми 1 і теореми 1 отримуємо  

Наслідок 5. Нехай , ( )n nA M R∈  – матриця з мінімальним многочлен-

ном ( ) ( )( )m λ = λ − α λ − β , де , Rα β∈ , α ≠ β . Якщо 2eα − β = ± , то A  по-
дібна до матриці  

 1 ,0
,      ( , )k k n k

r
r n k

I
TAT A T GL n R

J I
− −

−

α
= = ∈

β
, 

де 

 ,
,

, ,

0
( ),       rank ( )

0 0
r r k r

r n k k n
n k r r n k r k r

I
J M R k A I−

−
− − − = −

= ∈ = + β . 

Число r  дорівнює кількості інваріантних множників, які збігаються з 
одиницею матриці nA I+ α . При цьому матриця rA  для A  визначається 

однозначно. 

 2. Застосування. Розглянемо сумісне матричне рівняння  

 2 ,        2nX I n= ≥ . (1) 

Очевидно, що матриці nI±  є розв’язками рівняння (1), які будемо називати 

тривіальними. Проте для рівняння (1), крім тривіальних розв’язків, існують 
інші розв’язки, які є інволютивними матрицями.  
 Нехай матриця 0 , ( )n nX M R∈  є розв’язком рівняння (1). Тоді для до-

вільної матриці ( , )U GL n R∈  матриця 1
0uX UX U−=  є розв’язком рівняння 

(1). Оскільки перетворення подібності є відношенням еквівалентності, то 
множина розв’язків рівняння (1) розбивається на суміжні класи відносно 
перетворення подібності. 
 Отже, опис усіх розв’язків рівняння (1) містить задачу про канонічну 
форму інволютивної матриці над областю головних ідеалів R  відносно пе-
ретворення подібності. Використовуючи теорему 1, опишемо структуру 
розв’язків рівняння (1) із наперед заданим характеристичним многочленом. 
Відмітимо, що структура розв’язків рівняння (1) над скінченними полями та 
кільцями досліджувалась в роботах [17, 19, 24]. 

 Теорема 2. Нехай ( ) ( ) ( )k n ka e e −λ = λ − λ + , де 1 k n≤ < . Рівняння (1) 

над областю головних ідеалів R  має 1 min ,k n k+ −{ }  суміжних класів 

розв’язків відносно подібності із характеристичним многочленом ( )a λ . 
Представниками цих суміжних класів є матриці  

 
,0k k n k

r
r n k

I
X

J I

−

−

=
−

, 

де 

 
,

,
, ,

0
( )

0 0

r r k r
r n k k

n k r r n k r k r

I
J M R

−
−

− − − = −

= ∈ , 

 0,1, ,min ,r k n k= −… { } .  

Д о в е д е н н я.  Нехай aM  – множина інволютивних матриць із 

, ( )n nM R  з характеристичним многочленом ( ) ( ) ( )k n ka e e −λ = λ − λ + , де 

1 k n≤ < . Очевидно, що кожна матриця із aM  є розв’язком рівняння (4). 

Нехай матриця 0 aX M∈ . На підставі теореми 1 матриця 0 aX M∈  подібна 

до матриці 
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,0

,        0 min ,
k k n k

r
r n k

I
X r k n k

J I

−

−

= ≤ ≤ −
−

{ } , 

яка для матриці 0X  визначається однозначно. Покладемо min ,m k n k= −{ } . 

З огляду на теорему 1, множина aM  містить матриці  

 , , ,
0 1

, 1

0 0 0
,   ,  ,   

0
k k n k k k n k k k n k

m
n k k n k n k m n k

I I I
X X X

I J I J I
− − −

− − − −
= = =− − −

… , 

які попарно не є подібними. Отже, множина aM  містить 1m +  суміжних 
класів відносно подібності нетривіальних розв’язків із характеристичним 

многочленом ( )a λ . Теорему доведено.  
 Проілюструємо застосування теореми 2. 

% Приклад. Розглянемо рівняння 2
5X I= .  

 Опишемо структуру його розв’язків із характеристичним многочленом 
2 3( ) ( ) ( )a e eλ = λ − λ + . Оскільки min 2,3 2m = ={ } , то множина aM  містить 

три суміжних класи відносно подібності нетривіальних розв’язків із харак-
теристичним многочленом ( )a λ . Запишемо матриці, які є представниками 
цих суміжних класів відносно подібності нетривіальних розв’язків рівняння 

2
5X I=  із характеристичним многочленом 2 3( ) ( ) ( )a e eλ = λ − λ + : 

 2 2,3 2 2,3 2 2,3
0 1 2

3,2 3 1 3 2 3

0 0 0
,      ,      

0

I I I
X X X

I J I J I
= = =− − −

,  

де 

 1 2

0 0
0 0 ,        0
0 0 0 0

e e
J J e= =   & 

 Встановлена вище канонічна форма для інволютивних матриць над 
областю головних ідеалів R  відносно перетворення подібності може бути 
використана для опису структури розв’язків рівняння Янґа – Бакстера 
AXA XAX=  над R . Зауважимо, що структура розв’язків рівняння Янґа –
Бакстера над полем описана лише у випадках, коли на матрицю A  накла-
дено певні обмеження (ідемпотентна, інволютивна, простої структури). 
Якщо ж у рівнянні Янґа – Бакстера над R  матриця A  є інволютивною, то 
результати роботи [8] справджуються для областей головних ідеалів R . 
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КАНОНИЧЕСКАЯ ФОРМА ИНВОЛЮТИВНЫХ МАТРИЦ НАД ОБЛАСТЬЮ ГЛАВНЫХ 
ИДЕАЛОВ ОТНОСИТЕЛЬНО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ПОДОБИЯ  
 
Описана структура инволютивных матриц над областью главных идеалов 
относительно преобразования подобия и построена каноническая форма 
относительно этого преобразования. Как следствие установлен критерий 
подобия инволютивных матриц над областью главных идеалов. Полученные 
результаты применены к описанию структуры решений матричного уравнения 

2
nX I=  над областью главных идеалов.  

Ключевые слова: область главных идеалов, инволютивная матрица, матричное 
уравнение.  

 
THE CANONICAL FORM OF INVOLUTORY MATRICES OVER THE PRINCIPAL 
IDEAL DOMAIN WITH RESPECT TO SIMILARITY TRANSFORMATION 
 
The structure of involutory matrices over a domain of principal ideals with respect to 
the similarity transformation is described and the canonical form of this 
transformation is constructed. As a corollary, the criterion of similarity of involutory 
matrices over a domain of principal ideals is established. The obtained results are 

applied for description of the structure of solutions of the matrix equation 2
nX I=  

over a domain of principal ideals. 

Key words: principal ideal domain, involutory matrix, matrix equation. 
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