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НЕЛОКАЛЬНА ЗАДАЧА З БАГАТОТОЧКОВИМИ ЗБУРЕННЯМИ 
КРАЙОВИХ УМОВ ТИПУ ШТУРМА ДЛЯ ЗВИЧАЙНОГО 
ДИФЕРЕНЦІАЛЬНОГО РІВНЯННЯ ПАРНОГО ПОРЯДКУ 
 

Досліджено спектральні властивості несамоспряженої задачі для оператора 
диференціювання порядку 2n  з нелокальними умовами, що є збуреннями 
сильно регулярних самоспряжених умов типу Штурма. Вивчено випадки за-
дач з регулярними та нерегулярними за Біркгофом збуреннями крайових 
умов. Побудовано систему власних функцій багатоточкової задачі. Встанов-
лено достатні умови, при яких ця система є повною і при деяких додат-
кових припущеннях утворює базис Рісса.  

Ключові слова: метод Фур’є, нелокальна задача, оператор перетворення, базис 
Рісса. 

 
Вступ. У працях [5, 6] було запропоновано поняття суттєво несамо-

спряженого оператора (оператора, система кореневих функцій якого міс-
тить нескінченну кількість приєднаних функцій) і вивчено властивості та-
ких операторів. Спектральні властивості крайових задач із сильно регуляр-
ними за Біркгофом умовами досліджувалися у статтях [8, 10, 23]. 

Властивості задач з регулярними, але не сильно регулярними за Бірк-
гофом умовами досліджувалися у працях [1–3, 5–7, 24]. Задачі з нерегу-
лярними за Біркгофом умовами вивчались у роботах [12, 13, 16, 20–22]. 
Нелокальні задачі з інтегральними умовами вивчались у статті [15]. Ця 
робота є продовженням досліджень [1, 5, 6, 17–19]. 

1. Основні позначення. Нехай  

 0 2: (0,1)H L= , 

 2 ( ) (2 )
2 0 0(0,1) : : [0,1], , 0,1, ,2 1n m nW y H y C y H m n= ∈ ∈ ∈ = −…{ } , 
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2 ( ) ( )
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, ; (0,1) : , ;
n

n k k

k

y u W y u H
=

= ∑( ) ( ) , 

 
22 2

2 2; (0,1) : , ; (0,1)n ny W y y W= ( ) , 

(0,1)W∗  – простір лінійних неперервних функціоналів над 2
2 (0,1)nW ; E  

– тотожне перетворення в просторі 0H ; 0 0:I H H→  – оператор інволюції; 

( ) (1 )Iy x y x≡ − ; ( )1: 1
2

j
jp E I= + −( )  – ортопроектори простору 0H ; 

0, 0: :j jH y H y p y= ∈ ={ } ; (1 )( 1) ,icx j ic x
jK e e c−≡ + − ∈{ }R , 0,1j = .  

0[ ]H  – алгебра лінійних обмежених операторів 0 0:A H H→ .  

Означення 1. Функцію із простору 0,0H  ( 0,1H ) будемо називати симет-

ричною (антисиметричною) відповідно. Крайову умову будемо називати си-
метричною (антисиметричною), якщо до ядра відповідного функціонала 
належить довільна функція із 1K  ( 0K ). Наприклад, умова 

 (0) (1) 0y y+ =   

є симетричною. Аналогічно, антисиметричною є умова  
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 (0) (1) 0y y− = . 

Вивчається багатоточкова задача  

 (2 )
0 : ( 1) ( ) ( ),           (0,1)n nL y y x f x x= − = ∈ , (1) 

 ( )( 1) ( 1) ( )
, ,

0 0

: (0) 1 (1) ( ) 0
kjr

jj j m
j j m s s

s m

y y y b y x− −

= =

= − − + =∑ ∑l , 

 , , ,   0,1, , ,   0,1, , ,       1, ,j m s jb s r m k j n∈ = = =… … …R , (2) 

 ( 1) ( 1): (0) ( 1) (1) 0,       1, ,j j j
n jy y y j n− −

+ = + − = = …l . (3) 

Означення 2. Функцію із простору 2
2 (0,1)nW  будемо називати розв’яз-

ком задачі (1)–(3), якщо вона справджує крайові умови (2), (3) і рівняння (1) 
в сенсі рівності у просторі 0H .  

Нехай L  – оператор задачі (1)–(3): 

 (2 ) 2
2: ( 1) ( ),       ( ) (0,1)n n nLy y x y D L W= − ∈ ⊂ ,  

 2
2( ) : (0,1) : 0, 1, , 2n

sD L y W y s n= ∈ = = …{ }l . 

 Нехай H  – cепарабельний гільбертовий простір. 

Означення 3. Систему елементів 1k ke H∞
= ⊂{ }  називають замкнутою 

(повною) в просторі H , якщо лінійна оболонка цієї системи всюди щільна в 
H , тобто будь-який елемент простору H  можна наблизити лінійною ком-
бінацією елементів цієї системи з будь-якою точністю за нормою просто-
ру H .  

Означення 4. Систему елементів 1k ke H∞
= ⊂{ }  називають тотальною в 

,H  якщо лише нульовий елемент простору H  є ортогональним до всіх 
елементів цієї системи. 

Означення 5. Систему елементів 1k kg H∞
= ⊂{ }  називають біортого-

нальною в H  до системи елементів 1k ke H∞
= ⊂{ } , якщо ,( , ; )m k k mg e H = δ , 

,k m ∈ N . 

Означення 6. Систему елементів 1k ke H∞
= ⊂{ }  називають базисом Рісса 

простору H , якщо разом з оберненим існує обмежений оператор 

:A H H→  такий, що система 1k kAe ∞
={ }  є ортонормованим базисом в H . 

Нехай виконуються такі припущення 
– припущення 1P : 

 , , , ,( 1) ,      1 ,      0,1, ,m
j m s r j m s j r jb b x x s r− −= − − ∈ = − = …R , 

 0,1, , ,    1, ,jm k j n= =… … ; 

– припущення 2P : 

 1,       1, ,jk j j n≤ − = … . 

Основним результатом роботи є  

Теорема 1. Нехай справджується припущення 1P . Тоді оператор L  

має додатний дискретний спектр і повну та мінімальну в просторі 0H  

систему ( )V L  власних функцій. Якщо виконуються припущення 1P  і 2P , 

тоді система ( )V L  є базисом Рісса простору 0H . 
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2. Крайові самоспряжені задачі. Розглянемо для рівняння (1) задачу з 
крайовими умовами 

 ( 1) ( 1)
0, : (0) ( 1) (1) 0,        1, ,j j j

jy y y j n− −= − − = = …l , (4) 

 ( 1) ( 1)
0, : (0) ( 1) (1) 0,     1, ,j j j

n jy y y j n− −
+ = + − = = …l . (5) 

Нехай 0L  – оператор задачі (1), (4), (5): 

 (2 ) 2
0 0 2: ( 1) ( ),      ( ) (0,1)n n nL y y x y D L W= − ∈ ⊂ ,  

 2
0 2 0,( ) : (0,1) : 0,  1, ,2n

sD L y W y s n= ∈ = = …{ }l . 

Зауваження 1. Крайові умови (4), (5) вибрано так, що справджуються 
співвідношення  

 0, 0 0, 1(0,1),       (0,1),        1, ,j n jW W j n∗ ∗
+∈ ∈ = …l l , (6) 

де 0 (0,1)W∗  і 1 (0,1)W∗  – відповідно сукупність симетричних та асиметричних 

функціоналів із (0,1)W∗ . 
Зауваження 2. Крайові умови (4), (5) еквівалентні самоспряженим 

умовам типу Штурма 

 ( 1) ( 1)(0) (1) 0,       1, ,j jy y j n− −= = = … . 

Тому умови (4), (5) є сильно регулярними за Біркгофом [11]. 
Отже, оператор 0L  породжується самоспряженим виразом 

(2 )( 1) ( )n ny x−  і самоспряженими крайовими умовами (4), (5). 
Тому правильною є  
Лема 1. Оператор 0L  є самоспряженим.  

Визначимо власні функції оператора 0L . Корені jρ , 1, ,j n= … , харак-

теристичного рівняння 2( 1)n n− ρ = λ , 1arg
2n

ρ ≤ π , яке відповідає диферен-

ціальному рівнянню  

 (2 )( 1) 0,        n ny y− − λ = λ ∈ £ ,  (7) 

означимо співвідношеннями j jρ = ω ρ , де  

 1 1
1,       exp ( 1),      2,3, ,ji i j j n
n

ω = ω = ω π − = … .  

 Розглянемо фундаментальну систему розв’язків диференціального рів-
няння (7): 

 
(1 )

0,0( , ) : ,          1, ,j jx x
jy x e e H j n

ω ρ ω ρ −
ρ = + ∈ = … , (8) 

 
(1 )

0,1( , ) : ,        1, ,j jx x
n jy x e e H j n

ω ρ ω ρ −
+ ρ = − ∈ = … . (9) 

Підставляючи загальний розв’язок  

 
2

1

( , ) ( , ),        
n

q q q
q

y x C y x C
=

ρ = ρ ∈∑ £ , (10) 

диференціального рівняння (7) у крайові умови (4), (5), отримаємо рівняння 
для визначення власних значень оператора 0L : 

 0 0, , 1, ,2( , ) : det [ ] 0r q r q nL y =∆ ρ = =…l . 

Зі співвідношень (6), (8), (9) отримуємо рівності  
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 0, 0,( , ) 0,      ( , ) 0,       , 1, ,j n r n j ry x y x j r n+ +ρ = ρ = = …l l . 

Тому 

 0 1( ) ( ) ( ) 0∆ ρ = ∆ ρ ∆ ρ = , 

де  

 0 0 0, , 1, ,( , ) : det [ ] 0j r r j nL y =∆ ρ = =…l , 

 1 0 0, , 1, ,( , ) : det[ ] 0n j n r r j nL y+ + =∆ ρ = =…l . 

Нехай ,s qρ  – розв’язки рівняння ( ) 0s∆ ρ = , а 2
, ,( 1) ( )n n

s q s qλ = − ρ  – від-

повідні власні значення оператора 0L , пронумеровані в порядку зростання, 

0,1s = , 1, 2,q = … . 

Побудуємо систему власних функцій оператора 0L . За елементами 

систем (8), (9) означимо функції  

 

1 0, 0,

0,2 1 0,2
0, 0 0,

0, 1 0,

( , ) ( , )

( , ) : ,        1,2,

q n q

n
q q

n n n

y x y x

y y
v x L q

y y

ρ ρ

= γ =

…
…

…
… … …

…

l l

l l

, 

які після деяких перетворень набудуть вигляду 

 0, 0 1,( , )q qv x L = γ ×  

 
1 0, 0, 0,

0, 0, 0,

1 0, 0, 0,

1

1 1 11
1

( , ) ( , ) ( , )

(1 ) (1 ) (1 )

(1 ( 1) ) (1 ( 1) ) (1 ( 1) )

q r q n q

q r q n q

q r q n q

r n

n n n n n n
r n

y x y x y x

e e e

e e e

ω ρ ω ρ ω ρ

ω ρ ω ρ ω ρ− − −

ρ ρ ρ

ω − ω − ω −

ω − − ω − − ω − −

×

… …

… …
… … … … …

… …

, 

 1, 2,q = … . (11) 

Параметри 1,qγ  виберемо так, щоб 0, 0 0( , ); 1qv x L H = , 1, 2,q = … . 

Аналогічно визначаємо власні функції 1, 0 0,1( , )qv x L H∈ : 

 

1 1, 2 1,

0, 2 1 0, 2
1, 0 2,

0,2 1 0,2

( , ) ( , )

( , ) : ,   1, 2,

n q n q

n n n
q q

n n n

y x y x

y y
v x L q

y y

+

+ +

ρ … ρ
…

= γ =
… … …

…

…
l l

l l

, (12) 

де параметри 2,qγ  вибираємо таким чином, щоб виконувались рівності 

2

1, 0 0( , ); 1qv x L H = , 1, 2,q = … . 

Отже, згідно з лемою 1 система  

 0 , 0 0( ) : ( , ) : 0,1, 1,2,s qV L v x L H s q= ∈ = = …{ }  

власних функцій самоспряженого оператора 0L  є ортонормованим базисом 

простору 0H . 

Зауваження 3. Системи функцій 

 0 , 0 0( ) : ( , ) , 1,2,s s qV L v x L H q= ∈ = …{ } , 0,1,s =  

є ортономованими базисами в просторах 0,0H , 0,1H  відповідно.  

Подамо власні функції (11), (12) співвідношеннями 
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 0
0, 0 1, 0, 0, 0,

1

( , ) ( ) ( , )
n

q q r q r q
r

v x L y x
=

= γ ∆ ρ ρ∑ , 

 0
1, 0 2, 1, 1, 1,

1

( , ) ( ) ( , )
n

q q n r q n q
r

v x L y x+
=

= γ ∆ ρ ρ∑ , 

 0
0, 0,( ) :r q∆ ρ =  

 

1 0, 1 0, 1 0, 0,

1 0, 1 0, 1 0, 0,

1 0, 1 0,

1
1 1 1
2 2 2 2
1 1 1

1 1 1
1 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 ( 1) ) (1 ( 1) ) (1 ( 1)

q r q r q n q

q r q r q n q

q r q

r r n

r r n

n n n n n n
r r

e e e e

e e e e

e e e

− +

− +

−

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ
− +

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ
− +

ω ρ ω ρ ω− − −
− +

ω − ω − ω − ω −

ω + ω + ω + ω +=
…

ω − − ω − − ω − −

… …
… …
… … … … …
… 1 0, 0,1) (1 ( 1) )r q n qn n

n e+ ρ ω ρ−ω − −…

, 

 0
1, 1,( ) :n r q+∆ ρ =  

 

1 1, 1 1, 1 1, 1,

1 1, 1 1, 1 1, 1,

1 1, 1 1,

1
1 1 1
2 2 2 2
1 1 1

1 1 1
1 1 1

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 ) (1 ) (1 ) (1 )

(1 ( 1) ) (1 ( 1) ) (1 ( 1)

q r q r q n q

q r q r q n q

q r q

r r n

r r n

n n n n n n
r r

e e e e

e e e e

e e e

− +

− +

−

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ
− +

ω ρ ω ρ ω ρ ω ρ
− +

ω ρ ω ρ ω− − −
− +

ω − ω − ω − ω −

ω + ω + ω + ω +=
…

ω − − ω − − ω − −

… …
… …
… … … … …
… 1 1, 1,1) (1 ( 1) )r q n qn n

n e+ ρ ω ρ−ω − −…

, 

 1, , ,     1,2,r n q= =… … . 

Розглянемо для рівняння (1) самоспряжені задачі з крайовими умовами 
при кожному p N∈ , : 1, ,N n= …{ } :  

 (2 1) (2 1)
1, , : (0) ( 1) (1) 0n p p n p

p py y y− − − −= + − =l , (13) 

 ( 1) ( 1)
1, , : (0) ( 1) (1) 0,     ,     1, ,j j j

p jy y y j p j n− −= − − = ≠ = …l , (14) 

 ( 1) ( 1)
1, , : (0) ( 1) (1) 0,     1, ,j j j

p n jy y y j n− −
+ = + − = = …l . (15) 

Нехай 1,pL  – оператор задачі (1), (13)–(15): 

 (2 ) 2
1, 1, 2: ( 1) ( ),         ( ) (0,1)n n n

p pL y y x y D L W= − ∈ ⊂ , 

 2
1, 2 1, ,( ) : (0,1) : 0, 1, ,2n

p p sD L y W y s n= ∈ = = …{ }l . 

Оскільки крайові умови (5) і (15) співпадають, то  

 1 0 1 1,1 1 1,( , ) ( , ) ( , )nL L L∆ ρ ≡ ∆ ρ ≡ ≡ ∆ ρ… . 

Підстановкою функцій 1, 0( , )qv x L  у крайові умови (14), (15) перекону-

ємось, що 1, 0 1,( , ) ( )q pv x L D L∈ . 

Тому оператори 0L , 1,pL , p N∈ , мають спільну частину власних зна-

чень 1 0 1, 0( ) ( ), 1,2,qL L qσ = λ = …{ }  і власних функцій 1 0( )V L . 

3. Нелокальні крайові задачі. Розглянемо при кожному b ∈ R , p N∈  
задачу для рівняння (1) з крайовими умовами 

 ( 1) ( 1)
2, , : (0) ( 1) (1) 0,     ,    1, ,j j j

p jy y y j p j n− −= − − = ≠ = …l , (16) 

 (2 1) (2 1)
2, , : (0) ( 1) (1)n p p n p

p py y y− − − −= + − +l  

 (2 1) (2 1)( (0) ( 1) (1)) 0n p p n pb y y− − − −+ − − = , (17) 

 ( 1) ( 1)
2, , : (0) ( 1) (1) 0,     1, ,j j j

p n jy y y j n− −
+ = + − = = …l . (18) 
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Нехай 2,pL  – оператор задачі (1), (16)–(18): 

 (2 ) 2
2, 2, 2: ( 1) ( ),       ( ) (0,1)n n n

p pL y y x y D L W= − ∈ ⊂ , 

 2
2, 2 2, ,( ) : (0,1) : 0, 1, , 2n

p p sD L y W y s n= ∈ = = …{ }l . 

Лема 2. Власні значення операторів 1,pL  і 2,pL співпадають. Система 

власних функцій 2,( )pV L  оператора 2,pL  є базисом Рісса простору 0H . 

Д о в е д е н н я.  Розглянемо спектральну задачу (7), (16)–(18). Під-
ставляючи загальний розв’язок диференціального рівняння (7) у крайові 
умови (16)–(18), отримаємо рівняння для визначення власних значень 
оператора 2,pL : 

 2, 2, , , 1, ,2( , ) : det 0[ ]p p r j r j nL y =∆ ρ = =…l . 

Зі співвідношень (6), (8), (9), (16)–(18) маємо рівності  

 2, , 1, ,( , ) ( , )p j r p j ry x y xρ = ρl l , 

 2, , 1, ,( , ) ( , ) 0p n j r p n j ry x y x+ +ρ = ρ =l l , 

 2, , ( , ) 0,          , , 1, ,p j n ry x p j r n+ ρ = = …l . 

Тому  

 1, 2, 0 1, 1 1,( , ) ( , ) ( , ) ( , )p p p pL L L L∆ ρ = ∆ ρ = ∆ ρ ∆ ρ , 

де  

 0 1, 1, , , 1, , 1 1, 1, , , 1, ,( , ) det [ ] ,   ( , ) det [ ]p p r j r j n p p n r n j r j nL y L y= + + =∆ ρ = ∆ ρ =… …l l . 

Отже, оператори 1,pL  і 2,pL  мають однакові власні значення , 1,( )s q pLλ =  

, 2,( )s q pL= λ , 0,1s = , 1, 2,q = … , і спільну систему власних функцій 

0 0 0,0( )V L H⊂ . 

Побудуємо власні функції 1, 2,( , )q pv x L , 1, 2,q = … , оператора 2,pL  які 

відповідають власним значенням 1, 1, 1, 2,( ) ( )q p q pL Lλ = λ , 1, 2,q = … . 

Нехай 1,qρ  – корені рівняння 

 1 2, 2, , , 1, ,( , ) : det [ ] 0p p n r n j r j nL y+ + =∆ ρ = =…l . 

Розглянемо функції 

 1, 1, (1 )
1, 1, 0,0( , ) : ,   1,2,j q j qx x

r qy x e e H q
ω ρ ω ρ −

ρ = + ∈ = … , 

 2, 1. , 1, 1, 1,
1

( , ) : ( ) ( , )
n

p q p r q r q
r

y x y x
=

ρ = ∆ ρ ρ∑ , (19) 

де 
 , 1, 2, , 1, 1, , 1, ,

,

( ) : det [ ( , )]p r q p j s q j s n
j p s r

y x =
≠ ≠

∆ ρ = ρ …l . 

Безпосередньою підстановкою функцій (19) у крайові умови (16)–(18) 
отримуємо рівності 

 2, , 2, 1.( , ) 0,   ,   1, ,2 ,   1, , ,   1,2,p j p qy x j p j n p n qρ = ≠ = = =… … …l . (20) 

Власні функції 1, 2,( , )q pv x L  оператора 2,pL  означимо співвідношенням 

     1, 2, 1, 0 , 2, 1.( , ) : ( , ) ( , ), 1, , , 1,2,q p q p q p qv x L v x L y x p n q= + η ρ = =… … . (21) 

Підставляючи вираз (21) у крайові умови (18), маємо  
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 1
, 2, , 2, , 1, 2, , 1, 0( , ) ( , )p q p p p q q p p qy x v x L−η = − ρ( )l l . 

Нехай 3, 1. , 2, 1,( , ) : ( , )p q p q p qy x y xρ = η ρ , якщо 1b = . Тоді із формули (21) 

отримаємо 
     1, 2, 1, 0 3, 1.( , ) ( , ) ( , ), 1, , , 1,2,q p q p qv x L v x L by x p n q= + ρ = =… … . (22) 

Отже, оператор 2,pL  має систему 2,( )pV L  власних функцій (22) і 

 0, 2, 0, 0( , ) ( , ),       1,2,q p qv x L v x L q= = … . (23) 

Умови (16)–(18) є сильно регулярними за Біркгофом [11, 23]. Тому 
система 2,( )pV L  є базисом Рісса в просторі 0H . Лему доведено.  

Зауваження 4. Базис Рісса є майже нормованою системою [4]. Тому, 
беручи до уваги співвідношення 

 1, 2, 0 3, 1, 0( , ), 1 ( , ),q p p qv x L H b y x H= + ρ < ∞ , 

отримуємо обмеженість послідовності чисел  

         3, 1, 0 1,( , ), , 1, , , 1,2,p q py x H C p n qρ ≤ < ∞ = =… … . (24) 

4. Оператори перетворення. Виберемо будь-яку числову послідовність 

1q q
∞

=θ ⊂ ¡{ }  і розглянемо визначений у просторі 0H  оператор pB , власні 

значення якого співпадають з власними значеннями оператора 0L , а власні 

функції визначаються співвідношеннями 

        0, 0, 0( , ) : ( , ), 1,2,q p qv x B v x L q= = … , (25) 

        1, 1, 0 3, 1,( , ) : ( , ) ( , ), 1,2,q p q q p qv x B v x L y x q= + θ ρ = … . (26) 

Нехай 0 0( ) :pR B H H→  – оператор, який відображає 0( )V L  в ( )pV B  і  

 , 0 ,( ) ( , ) : ( , ),      0,1,     1,2,p s q s q pR B v x L v x B s q= = = … . 

Із означення оператора ( ) : ( )p pR B E S B= +  отримуємо 

 2
0,1 0,0 0,0( ) : ,      ( ) : 0,      ( ) 0p p pS B H H S B H S B→ → = .  

Тому існує оператор 1( ) ( )p pR B E S B− = −( ) . 

Лема 3. Для будь-якої послідовності 1q q
∞

=θ ⊂ ¡{ }  система функцій 

( )pV B  є повною і мінімальною в просторі 0H , 1, ,p n= … . 

Д о в е д е н н я. Покажемо від протилежного, що система функцій 
( )pV B  є тотальною (повною) в просторі 0H . 

Нехай існує функція 0 1h h h= + , 0,s sh H∈ , яка є ортогональною до всіх 

елементів системи ( )pV B . Враховуючи, що система (25) є ортонормованим 

базисом простору 0,0H , отримуємо, що 0 0h = . Отже, 1 0,1h h H= ∈ . 

Із припущення ортогональності функції h  до елементів системи ( )pV B  

маємо рівності 

 1, 0 0 1, 0 0, ( , ); , ( , ); 0,      1,2,q p qh v x B H h v x L H q= = = …( ) ( ) . 

 Беручи до уваги, що система 1 0( )V L  є ортонормованим базисом про-

стору 0,0H , отримуємо, що 1 0h ≡ , 0h ≡ .   
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Лема 4. Система функцій ( )pV B  є базисом Рісса в просторі 0H  тоді 

й лише тоді, коли послідовність 1q q
∞

=θ{ }  є обмеженою. 

Д о в е д е н н я.  Необхідність. Якщо система функцій ( )pV B  є ба-

зисом Рісса, то вона є майже нормованою.  
Тому, враховуючи (23)–(26), отримуємо нерівність 

 
2 2 2

2, 1, 0 1, 3,0 ( , ); (1 )p q p p k pC v x B H C C< ≤ ≤ + θ ≤ < ∞ . 

Достатність. Враховуючи формули (25), (26), для будь-якої функції 

0h H∈  отримаємо такі нерівності: 

 
1 12 2

, 0 0 , 0 0
0 0 0 0

( ) , ( , ); , ( , );p s q s q
q s q s

R B h v x L H h v x L H
∞ ∞

∗

= = = =

= ≤∑ ∑ ∑ ∑( ) )  

 
2 2 2 2

0 1,( ) ; ,              ( ) max 1p qC h H C C≤ θ θ = + θ( ) , 

 
1 2 2

, 0 0 0
0 0

( ) , ( , ); ( ) ;p s q
q s

R B h v x L H C h H
∞

∗

= =

≤ θ∑ ∑ ( ) . 

Отже, оператори ( )pR B∗  і 1
0 0( ) :pR B H H∗ − →( )  є обмеженими. Тобто 

система функцій, біортогональна до системи ( )pV B , є базисом Рісса за 

означенням.  

Сукупність операторів pB , власні функції яких визначаються форму-

лами (25), (26), позначимо через 0( )p LΓ . Відповідну множину операторів пе-

ретворення  

 ,1 ,1 ,2 ,2( ) ( ),       ( ) ( )p p p pR B E S B R B E S B= + = +  

позначимо через 0( )p LΦ : ,1 ,2 0( ), ( ) ( )p p pR B R B L∈ Φ .  

На множині 0( )p LΦ  введемо операцію множення операторів перетво-

рення: 

 ,1 ,2 ,1 ,2 ,2 ,1( ) ( ) : ( ) ( ) ( ) ( )p p p p p pR B R B E S B S B R B R B= + + = , 

а також обернений оператор  

 1( ) ( )p pR B E S B− = −( ) . 

Отже, 0( )p LΦ  є абелевою групою відносно операції множення. 

Виберемо n  послідовностей дійсних чисел , 1p q q
∞

=θ{ } , 1, ,p n= … , які 

позначимо через Θ , і розглянемо оператор BΘ , власні значення якого спів-

падають з власними значеннями оператора 0L , а власні функції визнача-

ються співвідношеннями 

 0, 0, 0( , ) ( , ),        1,2,q qv x B v x L qΘ = = … , (27) 

 1, 1, 0 , 3, 1. ,
1

( , ) ( , ) ( , ),       1,2,
n

q q p q p p q
p

v x B v x L y x qΘ
=

= + θ ρ =∑ … . (28) 

Розглянемо оператор перетворення 0 0( ) : ( ) :R B E S B H HΘ Θ= + → , який 

відображає систему власних функцій 0( )V L  оператора 0L  у систему влас-
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них функцій ( )V BΘ  оператора BΘ :  

 , 0 ,( ) ( , ) : ( , ),     0,1,    1,s q s qR B v x L v x B s qΘ Θ= = = … . 

З означення оператора BΘ  отримуємо 

 2
1,0 0,0 0,0( ) : ,    0,     ( ) 0S B H H H S BΘ Θ→ → = . 

Тому існує оператор 1( ) ( )R B E S B−
Θ Θ= −( ) . 

Лема 5. Для будь-яких послідовностей , 1p q q
∞

=θ{ } , 1, ,p n= … , система 

власних функцій ( )V BΘ  оператора BΘ  є повною і мінімальною у про-

сторі 0H . 

Система функцій ( )V BΘ  є базисом Рісса в просторі 0H  тоді й лише 

тоді, коли послідовності , 1p q q
∞

=θ{ }  є обмеженими. 

Д о в е д е н н я  леми проводиться аналогічно до доведення лем 4, 5. 

Сукупність операторів BΘ , власні функції яких визначені формулами 

(27), (28), позначимо через 0( )LΓ . Відповідну множину операторів перетво-

рення позначимо через 0( )LΦ . 

Зауваження 5. На множині 0( )LΦ  можна означити операцію мно-

ження і довести, що 0( )LΦ  є абелевою групою. 

5. Багатоточкові задачі. Розглянемо для кожногоp N∈  для рівняння 
(1) нелокальну задачу з багатоточковими умовами 

 ( 1) ( 1) ( )
3, , , ,

0 0

: (0) ( 1) (1) ( ) 0
kpr

p p p m
p p p m s s

s m

y y y b y x− −

= =

= − − + =∑ ∑l , 

 , ,p m sb ∈ ¡ , (29) 

 ( 1) ( 1)
3, , : (0) ( 1) (1) 0,       ,    1, ,j j j

p jy y y j p j n− −= − − = ≠ = …l , (30) 

 ( 1) ( 1)
3, , : (0) ( 1) (1) 0,     1, ,j j j

p n jy y y j n− −
+ = + − = = …l . (31) 

Нехай 3,pL  – оператор задачі (1), (29)–(31): 

 (2 ) 2
3, 3, 2: ( 1) ( ),        ( ) (0,1)n n n

p pL y y x y D L W= − ∈ ⊂ , 

 2
3, 2 3, ,( ) : (0,1) : 0, 1, , 2n

p p sD L y W y s n= ∈ = = …{ }l . 

Лема 6. Нехай припущення 1P  справджується для умови (29) при 

деякому p N∈ . Тоді власні значення операторів 0L  і 3,pL  співпадають, а 

система власних функцій 3,( )pV L  оператора 3,pL  є повною і мінімальною 

у просторі 0H . Якщо при p N∈  справджуються припущення 1P , 2P , 

тоді система 3,( )pV L  є базисом Рісса простору 0H . 

Д о в е д е н н я.  Ізоспектральність операторів 0L  і 3,pL  встанов-

люємо підстановкою загального розв’язку (10) диференціального рівняння 
(7) у багатоточкові умови (29)–(31). Отримана система порядку 2n  має 
матрицю коефіцієнтів, яка містить мінор n -го порядку, усі елементи 

3, , ( , )p n j sy x+ ρl  якого дорівнюють нулеві при , 1, ,j s n= … . Тому  
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 3, , , 1, ,2 0, , 1, , 3, , , 1, ,det [ ] det [ ] det [ ]p j r j r n m s m s n p n m n s m s ny y y= = … + + = …= =…l l l  

 0, , 1, ,2det [ ]j r j r ny = …= l . 

Безпосередньою підстановкою можемо переконатися, що  

 0, 0 3,( , ) ( ),         1,q pv x L D L q∈ = … . 

Отже, 0, 3, 0, 0( , ) ( , )q p qv x L v x L= , 1,q = … . 

Враховуючи рівності (20), власні функції 1, 3,( , )q pv x L  оператора 3,pL  

визначаємо формулами 

 1, 3, 1, 0 1, , 3, 1.( , ) : ( , ) ( , ),      1,2,q p q p q p qv x L v x L y x q= + η ρ = … .  

Підставляючи цей вираз у багатоточкову умову (29), маємо 

 1
1, , 3, 3, , 1, 3, 1, 0( , ) ( , ),      1,2,p q p p q q p qy x v x L q−η = − ρ = …( )l l . (32) 

 Отже, оператор 3,pL  є елементом множини 0( )p LΓ . Тому, з огляду на 

твердження леми 3, отримаємо повноту і мінімальність системи функцій 

3,( )pV L  у просторі 0H . 

У випадку, коли справджуються припущення 1P , 2P , безпосередніми 

обчисленнями встановлюємо обмеженість послідовностей 1, , 1p q q
∞

=η{ } . 

Тому, застосовуючи лему 4, отримуємо друге з тверджень леми 6.  

Д о в е д е н н я  теореми 1. Ізоспектральність операторів 0L  і L  

встановлюємо подібно, як при доведенні леми 6. Оператор L  визначаємо як 
елемент множини 0( )LΓ . Безпосередньою підстановкою можемо перекона-

тись, що 0, 0( , ) ( )qv x L D L∈ , 1, 2,q = … . 

Отже, 0, 0, 0( , ) ( , )q qv x L v x L= , 1, 2,q = … . 

Власні функції 1, ( , )qv x L  оператора L  визначаємо формулами  

 1, 1, 0 1, , 3, 1.
1

( , ) : ( , ) ( , ),     1,2,
n

q q p q p q
p

v x L v x L y x q
=

= + η ρ =∑ … . 

Враховуючи умови (29), для параметрів 1, ,p qη  отримуємо рівності (32). 

Отже, згідно з лемою 5 система функцій ( )V L  є повною і мінімальною 

у просторі 0H . 

У випадку, коли справджуються припущення 1P , 2P , оператори пере-

творення 3,( )pR L  є обмеженими. Тому, враховуючи рівність ( )R L =  

3,
1

( )
n

p
p

R L
=

= ∏ , маємо, що 0( ) [ ]R L H∈ .  

Таким чином, з огляду на друге твердження леми 5, отримаємо, що 
система функцій ( )V L  є базисом Рісса у просторі 0H .  

Теорему доведено.  
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НЕЛОКАЛЬНАЯ ЗАДАЧА С МНОГОТОЧЕЧНЫМИ ВОЗМУЩЕНИЯМИ 
КРАЕВЫХ УСЛОВИЙ ТИПА ШТУРМА ДЛЯ ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
УРАВНЕНИЯ ЧЕТНОГО ПОРЯДКА  
 
Исследованы спектральные свойства несамосопряженной задачи для оператора 
дифференцирования порядка 2n  с нелокальными условиями, которые являются 
возмущениями сильно регулярных самосопряженных условий типа Штурма. Изу-
чены случаи задач с регулярными и нерегулярными по Биркгофу возмущениями 
краевых условий. Построена система собственных функций многоточечной зада-
чи. Получены достаточные условия, при которых эта система является полной 
и при некоторых дополнительных предположениях образует базис Рисса. 

Ключевые слова: нелокальная задача, оператор преобразования, базис Рисса. 

 
A NON-LOCAL PROBLEM WITH MULTIPOINT PERTURBATIONS 
OF THE BOUNDARY CONDITIONS OF THE STURM-TYPE FOR AN ORDINARY 
DIFFERENTIAL EQUATION OF EVEN ORDER 
 
The spectral properties of a non-self-adjoint problem for differentiation operator of 
order 2n  with nonlocal conditions, which are perturbations of strongly regular self-
adjoint Sturm-type conditions are investigated. The cases of problems with Birkhoff 
regular and irregular perturbations of boundary conditions are studied. A system of 
eigenfunctions of the multi-point problem is constructed. The sufficient conditions 
under which this system is complete and forms the Riesz basis under some additional 
assumptions are established.  

Key words: nonlocal problem, transformation operator, Riesz basis. 
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