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ОДНОСТОРОННЯ КРАЙОВА ЗАДАЧА З ІМПУЛЬСНИМИ УМОВАМИ ДЛЯ 
ПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ З ВИРОДЖЕННЯМ 
 

Для параболічного рівняння другого порядку розглянуто односторонню кра-
йову задачу з імпульсними умовами за часовою змінною. Коефіцієнти рів-
няння і крайової умови мають степеневі особливості довільного порядку за 
часовою і просторовими змінними на деякій множині точок. Встановлено 
умови існування і єдиності розв’язку поставленої задачі в гельдерових про-
сторах зі степеневою вагою. 

Ключові слова: параболічне рівняння з виродженням, степенева особливість, ім-
пульсна умова, існування і єдиність розв’язку. 

 
Дослідження задач механіки, теорії пружності та керування приводять 

до розв’язання односторонніх крайових задач для диференціальних рів-
нянь. Зокрема, таким задачам присвячено монографію [2]. Математичне мо-
делювання багатьох фізичних і хімічних явищ приводить до задач з вирод-
женнями та особливостями для рівнянь із частинними похідними. Напри-
клад, у рівнянні Шредінгера, яке описує стан квантомеханічної системи, 
коефіцієнти визначають потенціальну енергію і мають степеневі особливос-
ті при молодших похідних [3]. Питанням існування і якісних властивос-
тей розв’язків крайових задач для рівнянь з виродженнями присячено пра-
ці [4, 6, 9]. 

Вивчення систем з розривними траєкторіями пов’язано з розвитком 
техніки, в якій імпульсні системи керування відіграють значну роль. До-
слідження задач теорії автоматичного керування, теорії ядерних реакторів, 
динамічних систем приводять до розв’язання нелокальних крайових задач 
для рівнянь з імпульсною дією. Задачі для систем звичайних диференціаль-
них рівнянь з імпульсною дією всесторонньо вивчені у працях А. М. Самой-
ленка і О. М. Перестюка [7, 8, 10] та інших авторів. 

Питання існування неперіодичних або періодичних розв’язків рівнянь 
із частинними похідними гіперболічного типу з імпульсною дією вивчались 
у працях [1, 7]. Побудові теорії коректності задачі Коші для параболічних 
систем з імпульсною дією у просторах Діні присвячено другий розділ 
монографії [5]. 

У цій статті розглядаємо односторонню крайову задачу з імпульсними 
умовами для лінійного параболічного рівняння зі степеневими особливостя-
ми довільного порядку в коефіцієнтах рівняння і в крайовій умові за будь-
якими змінними на деякій множині точок. Доведено існування єдиного роз-
в’язку поставленої задачі та встановлено оцінки його похідних у гельдеро-
вих просторах зі степеневою вагою. 

1. Постановка задачі і основний результат. Нехай η , 0t , 1t , … , Nt , 

1Nt +  – фіксовані додатні числа, 0 1 10 Nt t t +≤ < < … < , 0 1Nt t +< η < , tλη ≠ , 

1, 2, ,Nλ ∈ …{ } , D  – обмежена область в nR  з межею D∂ , dim D n= , Ω  – 

деяка обмежена область, DΩ ⊂ , dim 1nΩ ≤ − . Позначимо  
 (0) 0 1( , ) : [ , ), ( , ) : ,NQ t x t t t x t x t x D+= ∈ ∈ Ω = η ∈∪{ } { } ,  

 ( ) ( )
1 1[ , ) ,       [ , ) ,       0,1, ,k k

k k k kQ t t D t t D k N+ += × Γ = × ∂ ∈ …{ } . 

В області 0 1[ , )NQ t t D+= ×  розглянемо задачу знаходження функції 

( , )u t x , яка при kt t≠ , (0)( , )t x Q∉  задовольняє рівняння 
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, =1

( )( , ) ( , )
n

t ij x xi j
i j

Lu t x A t x≡ ∂ − ∂ ∂ + ∑  

 0
=1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

i xi
i

A t x A t x u t x f t x+ ∂ + =∑ , (1)  

умови за змінною t : 

 0 0( 0, ) ( )u t x x+ = ϕ , (2) 

 ( 0, ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( )u t x u t x x u t x xλ λ λ λ λ+ − − = ψ − + ϕ , (3) 

а на бічній межі 0 1[ , )Nt t D+Γ = × ∂  – крайові умови 

 0
1

lim ( )( , ) lim ( , ) ( , ) ( , ) 0
k

n

k x
x z D x z D k

Bu g t x b t x u b t x u g t x
→ ∈∂ → ∈∂ =

 − ≡ ∂ + − ≥  
∑ , (4) 

 0,         ( ) ( , ) 0lim lim
x z D x z D

u u Bu g t x
→ ∈∂ → ∈∂

≥ − =[ ] . (5) 

Степеневі особливості коефіцієнтів диференціальних виразів L  i B  у 

точці 0( , ) \P t x Q Q∈  характеризуватимуть функції (1)
1( , )is tβ , (2)

2 ( , )is xβ : 
(1)

(1)
1

, 1,( , )
1, 1,

i

i
t ts t

t

β − η − η ≤β = 
− η ≥

 
(2)

(2)
2

( ), ( ) 1,( , )
1, ( ) 1,

i

i
x xs x

x

βρ ρ ≤β = 
ρ ≥

 

( ) inf
z

x x z
∈Ω

ρ = − , ( ) ( , )i
νβ ∈ − ∞ ∞ , 1,2ν ∈ { } , ( ) ( ) ( )

1( , , )n
ν ν νβ = β β… , (1) (2)( , )β = β β . 

Означимо простори, в яких вивчається задача (1)–(3). Введемо позна-

чення: l , (1)q , (2)q , (1)γ , (2)γ , (1)δ , (2)δ , (1)
jµ , (2)

jµ , 0,1, ,j n∈ …{ } , – дійсні 

числа, 0≥l , l[ ]  – ціла частина числа l , = −l{ }l l[ ] , ( ) 0q ν ≥ , ( ) 0νγ ≥ , 
( ) 0νδ ≥ , ( ) 0j

νµ ≥ , 1,2ν ∈ { } ; ( , )P t x , (1) (1)
1( , )P t x , (2) (1)

2 ( , )P t x , (1) (2)( , )iR t x , 

1,2, ,i n∈ …{ } , – довільні точки із ( )kQ , (1) (1) (1) (1)
1( , , , , )i nx x x x= …… , (2)x =  

(1) (1) (2) (1) (1)
1 1 1( , , , , , , )i i i nx x x x x− += … … . 

Позначимо через ( ; ; ; )H q Qγ βl  множину функцій u , які мають непе-

рервні похідні в ( )
(0)\kQ Q  при kt t≠  вигляду s r

t x∂ ∂ , 2s r+ ≤ l[ ] , для яких є 

скінченною норма  

 
( )

0 0; ; ; 0; sup sup ;
kk Q

u Q u u Qγ β = ≡{ } , 

 ( ) ( )

2
2

; ; ; ; sup ; ; ; ; ; ; ; ;k k

s rk s r

u q Q u q Q u q Q
+

+ ≤

 γ β = γ β + γ β 
 

∑l l
l[ ]

, 

де, наприклад,  

 
( )

( ) (1) (1) (2) (2)
1 22

; ; ; ; sup ( 2 , ) ( 2 , )
k

k

s r
P Q

u q Q s q s t s q s x
+

∈

γ β ≡ + γ + γ ×
 

 (1) (1) (2) (2)
1 2

1

( ) ( ( ), ) ( ( ), )
n

s r
t x i i i i

i

u P s r t s r x
=

× ∂ ∂ γ − β γ − β ∏ , 

 
2

( ) (1) (1) (2)
1

( , )2 =1

; , , ; ( 2 , )sup
n

k

P R Qs r k

u q Q s q s t
ν ⊂+ = ν

  γ β ≡ + γ ×  
∑ ∑

[ ]
l

l
 

 (2) (2) (1) (1) (2) (2) (2)
2 1 2

=1

( 2 , ) ( ( ), ) ( ( ), )
n

i i i i
i

s q s x s r t s r x× + γ γ − β γ − β ×∏% %  
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 (1) (2)
2( ) ( )s r s r

t x t xu P u R x x
−

ν ν ν× ∂ ∂ − ∂ ∂ − ×
{ }l

 

 (1) (1) (2) (2) (2)
1 2( ), ( ),s t s xν ν

× γ − β γ − β +
%{ } { }( ) ( )l l  

 
1 2

(1) (1) (2) (2) (1)
1 2

( , )
, (2 ) ,sup

kP P Q
s q t s q s x

⊂

+ + γ + + γ ×
% { }( ) ( )l l  

 
2(1) (2) (2) (1) (1) (2)

1 2
=1

, ( ),
n

i i i i
i

s r t s r x t t
−

× − β γ − β − ×∏ % { }
( ) ( )

l/
 

 1 2 1( ) ( ) ,       s r s r
t x t x nu P u P r r r

× ∂ ∂ − ∂ ∂ = + + 
… , 

 (1) (2)
1 1 1( , ) min ( , ), ( , )s q t s q t s q t=% { } , 

 (1) (2)
2 2 2( , ) min ( , ), ( , )s q x s q x s q x=% { } . 

Позначимо через (1)Γ  множину точок межі Γ , у яких виконується 
умова  

 lim ( , ) 0
x z D

u t x
→ ∈∂

= . 

Тоді з крайової умови (5) випливає, що в точках (2) (1)\Γ = Γ Γ  буде викону-
ватись умова  

 lim ( )( , ) 0
x z D

Bu g t x
→ ∈∂

− = . 

Нехай для задачі (1)–(3) виконуються умови. 
1°. Для довільного вектора 1( , , )nξ = ξ ξ…  і (0)( , ) \t x Q Q∀ ∈  виконується 

нерівність  

 2 2(1) (1) (2) (2)
1 1 1 2 2 2

, 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

ij i j i j i j
i j

A t x s t s t s x s x
=

π ξ ≤ β β β β ξ ξ ≤ π ξ∑ , (6) 

де 1π , 2π  – фіксовані додатні сталі, 

 (1) (2)
1 2( , ) ( , ) ( ; ;0; )i i is t s x A H Qαµ µ ∈ γ β , 

 (1) (2)
1 0 2 0 0( , ) ( , ) ( ; ;0; )s t s x A H Qαµ µ ∈ γ β , 0 0A ≥ ,  

 (1) (2) 1
1 2 0( , ) ( , ) ( ; ;0; )s t s x b H Q+αδ δ ∈ γ β , 

 (1) (1) (2) (2)
1 1 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( ; ;0; )i j i j ijs t s t s x s x A H Qαβ β β β ∈ γ β , 

 (1) (2) 1
1 2( , ) ( , ) ( ; ;0; )i i is t s x b H Q+αβ β ∈ γ β , 

а вектори ( ) ( ) ( )
1 , ,s s s

nb b=b …{ } , ( ) (1) (2)
1 2( , ) ( , )s

i i i ib s t s x b= β β , і 1, , ne e=e …{ } , ie =  

1/2
2

1

n

i k
k

b b
−

=

 =  
 ∑ , утворюють з напрямком зовнішньої нормалі n  до D∂  у 

точці (2)( , )P t x ∈ Γ  кут, менший ніж /2π , (2)0 ( , ) 0b t x Γ > , 2C +α∂Ω ⊂ . 

2°. 0( ; ; ; )f H Qα∈ γ β µ , 2 ( ; ,0; ( ))k kH Q t t+αϕ ∈ γ β =%% ∩ ,  (2)(0, )γ = γ% , 

(2)(0, )β = β% , 1 ( )( ; ; ; )kg H Q+α∈ γ β δ ,  
(2)1

( , ) 0
n

k
kk

b t x
x

λ

Γ=

∂ψ
=

∂∑ , 
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(2)( 0, ) ( 0, )(1 ( )) ( ) 0g t x g t x x B xλ λ λ λ Γ
+ − − + ψ − ϕ =[ ] , 

2 ( )C Q t t+α
λ λψ ∈ =∩( ) , (1)( ) 0xλ Γϕ = , 

( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )0max max (1 ),max ( ), , ,   1, 2

2i i
i i

ν
ν ν ν ν νµ γ = + β γ − β δ ν ∈ 

 
{ } . 

Справджується така 
Теорема 1. Нехай для задачі (1)–(5) виконуються умови 1°, 2°. Тоді іс-

нує єдиний розв’язок задачі (1)–(5) із простору 2 ( ; ; 0; )H Q+α γ β  і справджу-
ється нерівність  

 22 ( )
0

; , , 0; 1
NN

C Q t t
k k

u Q c +αλ+α = λ= λ=

γ β ≤ + ψ


×∑ ∏ ∩( )( )  

 ( 1)
1 1 02
; ; ; 0; ( ) ; ; ; ; k

k kQ t t f Q −
− − +α α

× ϕ γ β = + γ β µ +


%% ∩  

 ( 1)

21
; ; ; ; ; ; ; 0; ( )k

N Ng Q Q t t−
+α+α

+ γ β δ + ϕ γ β = +


%% ∩  

 ( )
0 1

; ; ; ; ; ; ; ;N Nf Q g Q
α +α

+ γ β µ + γ β δ 

. (7) 

Для д о в е д е н н я  теореми 1 встановимо спочатку коректну 
розв’язність крайових задач з гладкими коефіцієнтами. З множини одер-
жаних розв’язків виділимо збіжну послідовність, граничне значення якої 
буде розв’язком задачі (1)–(5). 

2. Оцінка розв’язків крайових задач з гладкими коефіцієнтами. Не-

хай ( ) ( ) ( ) 1 1
1 1 2 2 1 2( , ) : (1, ) , (1, ) , ( , ), 1,k k k

m iQ Q t x Q s t m s x m m m m m− −= ∈ ≥ ≥ = >∩ {  

1,2i ∈ { }}  – послідовності областей, які при im → ∞  збігаються до ( )kQ . 

Розглянемо в області Q  задачу знаходження розв’язків рівняння 

 1
, 1

( )( , ) ( , )
n

m t ij x xi j
i j

L u t x a t x
=

≡ ∂ − ∂ ∂ + ∑  

 0
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n

i x m mi
i

a t x a t x u t x f t x
=

+ ∂ + =∑ , (8) 

які задовольняють умови за змінною t : 

 (0)
0 0( 0, ) ( )mu t x x+ = ϕ , 

 ( ) ( )( 0, ) ( 0, ) ( ) ( 0, ) ( )m m m m mu t x u t x x u t x xλ λ
λ λ λ+ − − = ψ − + ϕ  (9) 

і крайову умову  

 1lim ( )( , )m m
x z D

B u g t x
→ ∈∂

− =  

 0
1

lim ( , ) ( , ) ( , ) 0
i

n

i x m m m
x z D i

h t x u h t x u g t x
→ ∈∂ =

 = ∂ + − ≥  
∑ , 

 1lim 0, lim ( ) 0m m m m
x z D x z D

u u B u g
→ ∈∂ → ∈∂

≥ − =[ ] . (10) 

Тут коефіцієнти ija , ia , 0a , ih , 0h  та функції mf , ( )k
mϕ , ( )

m
λψ , mg  ви-

значаються таким чином. Якщо ( )( , ) k
mt x Q∈ , то коефіцієнти ija , ia , 0a , ih , 

0h  і функції mf , ( )k
mϕ , ( )

m
λψ , mg  співпадають з ijA , iA , 0A , ib , 0b , f , kϕ , 
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λψ , g  відповідно, а в областях ( ) ( )\k k
mQ Q  є неперервними продовженнями 

коефіцієнтів ijA , iA , 0A , ib , 0b  і функцій f , kϕ , λψ , g  із областей ( )k
mQ  в 

області ( ) ( )\k k
mQ Q  зі збереженням гладкості і норми [10, с. 82]. Для задачі 

(8)–(10) є правильною 
Теорема 2. Нехай ( , )mu t x  – класичний розв’язок задачі (8)–(10) в об-

ласті Q  і виконуються умови 1°, 2°. Тоді для ( , )mu t x  справджується 

оцінка 

 ( ) ( 1)
10 0

1

( , ) 1 ; ( ) ; ( )
NN

k
m m m k

k k

u t x Q t t Q t tλ −
λ −

= λ=

   ≤ + ψ = ϕ = +  
  

∑ ∏ ∩ ∩  

 1 ( 1) 1 ( 1)
0 00 0

; ;k k
m mf a Q g h Q− − − − + + + 

 
 

 ( ) 1 1 ( )
0 00 0 0

; ( ) ; ;N N N
m N m mQ t t f a Q g h Q− −+ ϕ = + +∩ . (11) 

Д о в е д е н н я.  Правильність оцінки (11) встановлюємо за методи-
кою доведення теореми 2.2 [4, с. 25]. Нехай 

( ) 1max ( , ) ( ) 0
k m m

Q
u t x u P= > . Якщо 

( )
1

kP Q∈ , то достатні умови існування максимуму функції багатьох змінних 

у точці 1P  забезпечують виконання співвідношень  

 1 1 1 1
, 1

( ) 0,      ( ) 0,      ( ) ( ) 0
n

t m x m ij x x mi i j
i j

u P u P a P u P
=

∂ ≥ ∂ = ∂ ∂ ≤∑ , (12) 

при цьому ( , )mu t x  задовольняє рівняння (8). 

Остання нерівність з (12) є правильною, оскільки в точці максимуму 
другі похідні 

i jy y mu∂ ∂  за будь-яким напрямком 

 (1) (1) (2) (1) (1)
1 2

1

( , ) ( , )( ),       det 0
n

j ij i i i i ij
i

y s t s x x x
=

= α β β − α ≠∑ , 

є недодатними. Тому 

 (1) (1) (1) (1)
1 1 1 1

, 1 , 1 , 1

( ) ( ) ( , ) ( , )
n n n

ij x x m i ki j
i j j i k

a P u P s t s t
= = =

∂ ∂ = β β ×


∑ ∑ ∑
l

 

 (2) (1) (2) (1)
2 2 1( , ) ( , ) ( )

ji k k ij y y ms x s x u P
× β β α α ∂ ∂ =
 ll  

 
1

0
j

n

y y mu
=

= λ ∂ ∂ <∑ l
l

l
. 

Оскільки 1, , nλ λ…  – характеристичні числа квадратичної форми, то 

вони є додатними, згідно з обмеженням (6). З урахуванням співвідношень 
(12) і рівняння (8) у точці 1P  отримуємо нерівність  

 1
1 1 0 1( ) ( ) ( )m mu P f P a P−≤ . 

Якщо 1 1[ , )k kP t t D+∈ × ∂ , то виконується умова (9). Оскільки 1( )mdu P
d

≥
e

 

0≥  на (2)Γ , то з рівності 1lim ( ) 0m m m
x z D

u B u g
→ ∈∂

− =[ ]  маємо, що  

 
( )

1
1 0( ) ( )sup

k
m m

Q

u P g h−≤ . (13) 
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Аналогічно, розглядаючи точку найменшого від’ємного значення функ-

ції у випадку 
( ) 2min ( ) 0
k m m

Q
u u P= < , ( )

2
kP Q∈ , маємо  

 1
2 2 0 2( ) ( ) ( )m mu P f P a P−≥ . (14) 

Якщо 2 1[ , )k kP t t D+∈ × ∂ , то 2( )
0mdu P

d
≤

e
 на (2)Γ . Враховуючи рівність 

1( ) 0lim m m m
x z D

u B u g
→ ∈∂

− =[ ] , отримаємо  

 
( )

1
2 0( ) inf ( )

km m
Q

u P g h−≥ . (15) 

У випадку, коли 1P D∈  або 2P D∈ , з початкової умови (9) одержимо  

 (0)

0
;m mu D≤ ϕ . (16) 

Враховуючи нерівності (13)–(16) при 0k = , одержимо  

 (0) 1 (0) 1 (0) (0)
0 00 0 0

; ; ; ;m m m mu Q f a Q g h Q D− −≤ + + ϕ . (17) 

Якщо 1 ( )P Q t tλ∈ =∩  або 2 ( )P Q t tλ∈ =∩ , 1λ ≥ , то, враховуючи умо-

ву (9), одержимо рекурентні співвідношення:  

 ( )

0
; ( ) 1 ; ( )m mu Q t t Q t tλ

λ λ
 = ≤ + ψ = × 
 

∩ ∩  

 ( 1) ( )

0 0
; ; ( )m mu Q Q t tλ− λ

λ× + ϕ =∩ , (18) 

Об’єднуючи нерівності (13)–(18), одержимо нерівність (11).  

В областях ( )kQ , 0,1, ,k N∈ …{ } , розглянемо задачу  

 ( )
1( )( , ) ( , ), ( 0, ) ( , )k

m m m k m kL u t x f t x u t x G t x= + = , 

 1 1lim ( ) 0, lim ( )( , ) 0m m m m m
x z D x z D

u B u g B u g t x
→ ∈∂ → ∈∂

− = − ≥[ ] , 

 1( , ) 0,       [ , )lim m k k
x z D

u t x t t t +
→ ∈∂

≥ ∈ , (19) 

де 

 (0) (0)
0( , ) ( )m mG t x x= ϕ , x D∈ , 

 ( ) ( ) ( )( , ) 1 ( ) ( 0, )m k m m mG t x x u t xλ λ λ
λ= + ψ − + ϕ( ) , 

 ( )x Q t tλ∈ =∩ , 1, 2, ,Nλ ∈ …{ } . 

В областях ( )kQ  розв’язок крайової задачі (19) існує і є єдиним у про-

сторі 2 ( )( )kC Q+α  [4, с. 90]. 

Знайдемо оцінки похідних від розв’язків ( , )mu t x . Введемо у просторі 

( )C Ql  норму ; ; ; ;mu q Qγ β l , еквівалентну при фіксованих 1m , 2m  гельде-

ровій нормі, яка виражається так само, як і ; ; ; ;mu q Qγ β l , тільки замість 

функцій (1)
1( , )s q t , (2)

2 ( , )s q x  беремо відповідно (1)
1( , )d q t , (2)

2 ( , )d q x : 

 

(1)

(1)

(1) (1)
(1) 1 1

1 (1) (1)
1 1

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0,

q

q

s q t m q
d q t

s q t m q

−

−

 ≥= 
<

{ }

{ }
 

 

(2)

(2)

(2) (2)
(2) 2 2

2 (2) (2)
2 2

max ( , ), , 0,
( , )

min ( , ), , 0.

q

q

s q x m q
d q x

s q x m q

−

−

 ≥= 
<

{ }

{ }
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Справджується 
Теорема 3. Нехай виконуються умови 1°, 2°. Тоді для розв’язку 

( , )mu t x  задачі (8)–(10) є правильною оцінка  

 22 ( )
1

; , , 0;
NN

m C Q t t
k k

u Q c +α
λλ+α =

= λ=

 γ β ≤ ψ 
 

×∑ ∏ ∩( )(1+ )  

 ( 1)
1 1 02
; ; ; 0; ( ) ; ; ; ; k

k kQ t t f Q −
− − +α α

× ϕ γ β = + γ β µ +


%% ∩  

 ( 1)

21
; ; ; ; ; ; ; 0; ( )k

N Ng Q Q t t−
+α+α

+ γ β δ + ϕ γ β = + 
 

%% ∩  

 ( ) ( )
0 1

; ; ; ; ; ; ; ;N Nf Q g Q
α +α

+ γ β µ + γ β δ 

. (20) 

Стала c  не залежить від m . 
Д о в е д е н н я.  Використовуючи означення норми та інтерполя-

ційні нерівності із [9, 11], отримаємо  

 ( ) ( ) ( )

2 2 0
; ; ; 0; 1 ; ; ;0; ( ) ;k k k

m m mu Q u Q c u Qα
+α +α

γ β ≤ + ε γ β + ε( ) , 

де ε  – довільне дійсне число із (0,1) . Тому достатньо оцінити півнорму 
( )

2
; ; ; 0; k

mu Q
+α

γ β . 

З означення півнорми випливає, що в областях ( )kQ існують точки 1P , 

2P , iH , для яких виконується одна з нерівностей  

 ( )

2

1 ; ; ; 0; ,      1,2
2

k
mu Q Eµ+α

γ β ≤ µ ∈ { } , (21) 

де  

 (1) (2) (2) (1) (1) (2)
1 1 2 1

2 2 1 =1

2 , 2 , ( ),
nn

i i
s r i

E d s t d s x d r t
+ = ν=

≡ γ γ γ − β ×


∑ ∑ ∏%( ) ( ) ( )  

 (2) (2)
2 2( ), ( ) ( )s r s r

i i t x m t x md r x u P u Hν× γ − β ∂ ∂ − ∂ ∂ ×%( )  

 
2(1) (2) (1) (1) (1) (2) (2)

1 2( ), ( ),x x d t d x
− α

ν ν ν ν
× − α γ − β α γ − β 


%( ) ( )
/

, 

 (1) (2) (1) (1)
2 1 2 1

1

(2 ) , (2 ) , ,
n

i i
i

E d t d s x d r t
=

≡ + α γ + α γ − β ×∏% %( ) ( ) ( )  

 
2(2) (2) (1) (1) (2)

2 ( ),i id r x t t
− α

× γ − β − ×( )
/

 

 1 2( ) ( ) ,        2 2s r s r
t x m t x mu P u P s r× ∂ ∂ − ∂ ∂ + = . 

Якщо (1) (2) (1) (2) (2)1
1 2 1

1 , ,
4

x x d t d x T
nν ν ν

ε
− ≥ γ γ − β ≡% %( ) ( ) , 1ε  – довільне дійс-

не число із (0,1) , то 

 ( )
1 1 2

2 ; ; ;0; k
mE u Q− α≤ ε γ β . 

Якщо 
2

(1) (2) (1) (2)1
1 2 22 , 2 ,

16
t t d t d x T

ε
− ≥ γ γ ≡% %( ) ( ) , то 

 ( )
2 1 2

2 ; ; ;0; k
mE u Q−α≤ ε γ β . 
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Застосовуючи інтерполяційні нерівності до (16), (17), знаходимо  

 ( ) ( )

2 0
; ; ; 0; ( ) ; ,     1, 2k k

m mE u Q c u Qα
µ +α

≤ ε γ β + ε µ ∈ { } . (22) 

Нехай  

 (1) (2) (1) (2)
2 1,        j jx x T t t T− ≤ − ≤  ,  

 (1) (1) (1) (2) (2) (1)
1 1 2 2( , ) ( , ),        ( , ) ( , )d t d t d x d xγ ≡ γ γ ≡ γ% % .  

Приймемо, що 22n nx T− ξ ≤ , Dξ ∈ ∂ , або 22x T n− ξ ≤ . 

Розглянемо кулю ( , )r PK  радіуса r , 24r T n≥ , що містить точки 1P , 

iH , 2P , з центром у деякій точці P ∈ Γ . Використовуючи обмеження на 

гладкість межі D∂ , можна розпрямити ( , )D r P∂ K∩  за допомогою взаємно 
однозначного перетворення ( )x y= ψ  [11, с. 155], в результаті якого область 

( ) ( , )kQ r PΠ = K∩  переходить в область 1Π , для точок якої 0ny ≥ , 0t ≥ . 

Якщо покласти ( , ) ( , )m mu t x t y= ω , 1 1P R= , k kH M= , 2 2P R= , 
(2) (1) (2) (1)

2 2( , ) ( , )d x p yγ = γ  і коефіцієнти диференціальних виразів 1L  i 1B  

при цьому перетворенні позначити через ijk , ik , 0k , il , 0l , то mω  буде 

розв’язком задачі  

 1 1
, 1 , 1

( ) ( , ) ( )
n n

t ij y y m ij ij y y mi j i j
i j i j

k R k t y k R
= =

 ∂ − ∂ ∂ ω = − ∂ ∂ ω + ∑ ∑ [ ]  

 (0)
0

1

( , ) ( , ) ( , ( )) ( , )
n

i y m m m mi
i

k t y k t y F t y F t y
=

+ ∂ ω + ω + ψ ≡∑ , (23) 

 ( )( 0, ) ( , ( ))k
m k m kt y G t yω + = ψ , (24) 

 
0

0
nm y =ω ≥ , 

 2 10 0
1

( , )
n n

n

m k my k y
k

B t R y= ==

ω ≡ ∂ ω ≥∑ l  

 1 0
1

( , ) ( , ) ( , )
k

n

k k y m m
k

t R t y t y
=

 ≥ − ∂ ω − ω +   ∑ l l l  

 0
0

( , ( )) ( , )
n

n

t
m y

y
g t y e G t yλ

=
=

+ ψ ≡
, 

 2 0
( ) 0

nm m y
B G =ω ω − = . (25) 

У задачі (23)–(25) зробимо заміну ( , ) ( , )m mt y V t zω = , де (1) (1)
1( , )k kz d t= β ×  

(2) (1)
2 ( , )k kp y y× β , 1, ,k n∈ …{ } . Область визначення функцій ( , )mV t z  позна-

чимо через 2Π . Тоді mV  буде розв’язком задачі  

 (1) (1) (1) (1)
3 1 1

, =1

( , ) ( , )
n

m t i j
i j

L V d t d t≡ ∂ − β β × ∑  

 (2) (1) (2) (1) (0)
2 2 1( , ) ( , ) ( ) ( , )

ji j ij z z m mi
p y p y k R V F t Z× β β ∂ ∂ =

, 

 ( )( 0, ) ( ) ( )k
m k m mV t z G Z Z+ = ≡ Φ , 

 1
2 1( ; )

0
n nm z m p R

V −= β ≥ , 
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 (1) (1) (2) (1)
3 1 2 10 0

1

( , ) ( , ) ( , )
kn n

n

m k k k z mz z
k

B V d t p y t R V= =
=

≡ β β ∂ ≥∑ l  

 0( , )
nz

G t Z =≥ , 

 3 0
( ) 0

nm m z
V B V G =− = , 

де 

 (1) (1) (2) (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 2 1 1 1 2( , ) ( , ) , , ( , ) ( , )n n nZ d t p y z d t p y z= − β − β − β − β…( ) . 

Позначимо  

 (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 2( , ) ( , )i i i iz d t p y y= β β ,  

 (1) (1) 2 (1)
2 2 2( , ) : , , 1, ,i it z t t T z z T i nµ

 Π = ∈ Π − ≤ µ − ≤ µ ∈ 
 

…{ }  

і виберемо тричі диференційовну функцію ( , )t zη , яка задовольняє такі 
умови: 

 ( , )zη τ =  

 

(1)
1/ 2
(1)
3 / 4

(1) (1) (2) (2)
1 2

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,

0, ( , ) , ( , )

(2 ) , (2 ) , .

k j
t z

ki

t z t z

t z t z

c d k j t p k j y

 ∈ Π ≤ η ≤


= ∈ Π ∂ ∂ η ≤/
 ≤ − + γ − + γ ( ) ( )

 

Тоді функція ( , ) ( , ) ( , )m mW t z t z V t z= η  буде розв’язком крайової задачі  

 (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
3 1 1 2 2 1

, 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
n

m i j i j ij
i j

L W d t d t p y p y k R
=

= β β β β ×∑  

 z z m z z mi j j i
V V× ∂ η∂ + ∂ η∂ +[ ]  

 (1) (1) (1) (1) (2) (1)
1 1 2

, =1

( , ) ( , ) ( , )
n

m i j i
i j

V d t d t p y+ β β β × ∑  

 (2) (1) (0) (1)
2 1( , ) ( ) ( , )j ij z z t m mi j

p y k R F F t z× β ∂ η − ∂ η + η ≡
, (26) 

 (1)( 0, ) ( ) ( , ) ( )m k m k mW t x Z t z z+ = Φ η ≡ Φ , (27) 

 
0

0
nm z

W = ≥ , 

 (1) (1) (2) (1)
3 1 20

1

( , ) ( , )
n

n

m k kz
k

B W d t p y=
=

≥ β β × ∑  

 1 1
0

( , ) ( , )
n

m k k z
V t R G t Z Gz

=

× ∂ η − η ≡
l , 

 3 1 0
( ) 0

nm m z
W B W G =− = . (28) 

Можливі два випадки: існують точки межі 2 0nzΠ =∩ { } , у яких вико-

нується умова 

 3 1 0
( ) 0

nm z
B W G =− = , (29) 

або таких точок не існує, тобто  

 3 1 0
( ) 0

nm z
B W G =− > , 
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тоді з крайової умови (28) маємо 

 
0

0
nm z

W = = . (30) 

Нехай виконується умова (29), тоді досліджуємо задачу (26), (27), (29). 
Коефіцієнти рівняння (26) і крайової умови (29), згідно з накладеними 
умовами, обмежені сталими, не залежними від точки 1R . Тому, використо-

вуючи теорему 6 [4, с. 368], для довільних точок (1)
1 2 1/2( , )M M ⊂ Π  отримаємо 

нерівність  

 (1)
3/4

(1)
1 2 1 2( , ) ( ) ( )k j k j

t z m t z m m C
d M M V M V M c F α

−α
Π

∂ ∂ − ∂ ∂ ≤ +
 ( )

 

 (1) (1)1(1)2
3/4 3/43/4 0

(1)
1 ( , )( )k zn

m C t zC t t
G +α+α

=
Π ∈ΠΠ =

+ Φ + 
∩∩ ( { })( )
, (31) 

де 2 2k j+ = , а 1 2( , )d M M  – параболічна відстань між 1M  і 2M . 

Враховуючи властивості функції ( , )t zη , отримаємо оцінки 

 (1)
3/4

(1) (1) (1) (2) (1)
1 2(2 ) , (2 ) ,m C

F cd t p yα Π
≤ − + α γ − + α γ ×

( )
( ) ( )  

 (1) (1) (1)
3/4 3/4 3/40 2

; ; 0, 2 ; ; ; ; 0, 0;m m mF V V
α

γ γ Π + Π + γ Π× ( ) , 

 (1)2
3/4

(1) (1) (1) (2) (1)
1 2( 0)

(2 ) , (2 ) ,m C t
cd t p y+α Π =

Φ ≤ − + α γ − + α γ ×
∩( )

( ) ( )  

 (1)
3/4 2

; ; 0;0; ( )m kt t
+α

× Φ γ Π =% ∩ , 

 (1) (1)1
3/4 3/4 0

(1) (1)
1 1( , )

(2 ) ,
zn

C t z
G cd t+α

=
Π ∈Π ≤ − + α γ ×∩( { }) ( )  

 (2) (1) (1)
2 3/4 1
( (2 ) , ) ; ; 0; ;p y G

+α
× − + α γ × γ γ Π +(  

 (1) (1)
3/4 3/42 0

; ; 0,0; ;m mV V+ γ Π + Π ) . (32) 

Підставляючи (32) у (31) і повертаючись до змінних ( , )t y , знаходимо  

 ( )
2 2 2

; , ; 2 ; ; , ; 0; ( )k
r m m kE c F t tα +α

≤ γ β γ Π + Φ γ β Π = +


%% ∩  

 (1)
1 3/4 1 2 22 01
; , ; ; ; , ; 0; ;m mG c V V

+α
+ γ β γ Π + γ β Π + Π 

, 

 1,2r ∈ { } . 

Враховуючи означення простору 2 ( , ; 0; )H Q+α γ β  і умови 1°, 2°, маємо  

 2 ( )

2
( 2) ; ; ;0; k

r mE c n n u Qα α
+α

≤ ρ + ε + γ β +( )  

 ( ) ( )
1 2 2

; , ; 2 ; ; ; ;0; ( )k k
m m kc f Q G Q t t

+α +α
+ γ β γ + γ β = +


%% ∩  

 
2 0

; , ; ; ;m mg Q u Q+α
+ γ β γ + 

, (33) 

де ε , ρ  – довільні числа, (0,1)ε ∈ , (0,1)ρ ∈ , 1,2r ∈ { } . 
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Якщо виконується умова (30), тоді досліджуємо задачу (23), (24), (30). 
Коефіцієнти рівняння (23), згідно з накладеними умовами, обмежені ста-
лими, не залежними від точки 1R . Тому, використовуючи теорему 6.2 [4, 

с. 368], для довільних точок (1)
1 2 1/2( , )N N ⊂ Π  одержимо 

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )j k j k
t x m t x md N N v N v N−α ∂ ∂ − ∂ ∂ ≤  

 (1) (1)2
1/2 3/4

(1) (1)

( )k
m mC C t t

c F α +αΠ Π =
 ≤ + Φ 
 ∩( ) ( )

. 

Враховуючи властивості функції ( , )t zη , означення простору 
2 ( , ; 0; )H Q+α γ β  і умови 1°, 2°, отримаємо  

 2 ( ) ( )
12 2

( ( 2)) ; ; ; 0; ; , ;2 ;k k
r m mE c n n u Q c f Qα α

+α +α
≤ ρ + ε + γ β + γ β γ +


 

 ( )
02

; ; ; 0; ( ) ;k
m k mG Q t t u Q

+α
+ γ β = + 


%% ∩ . (34) 

Нехай 22x T n− ξ ≥ . Розглянемо задачу  

 1
, 1 , 1

( ) [ ( , ) ( )]
i j i j

n n

t ij x x m ij ij x x m
i j i j

a P u a t x a P u
= =

 ∂ − ∂ ∂ = − ∂ ∂ + ∑ ∑  

 (2)
0

1

( , ) ( , ) ( , )
i

n

i x m m m m
i

a t x u a t x u f F t z
=

+ ∂ + + ≡∑ ( ) , (35) 

 ( )( 0, ) ( , )k
m k m ku t x G t x+ = . (36) 

Нехай (2)
1Π  – куб з центром у точці 1P , (2)

1 QΠ ∈ , і 
(2) ( ) (1) 1 2( , ) : 16kt x Q t t T−
ρΠ = ∈ − ≤ µ{ , 

(1) 1
24 , 1,2, ,i ix x T i n−− ≤ µ ∈ …{ }} . 

Зробимо в задачі (35), (36) заміну ( , ) ( , )m mu t x t y= ω , (1) (1)
1( , )i ix d t= β ×  

(2) (1)
2 ( , )i id x y× β , 1,2, ,i n∈ …{ } . Область визначення функцій ( , )m t yω  позна-

чимо через (3)Π . Тоді ( , )m t yω  буде розв’язком задачі  

 (1) (1) (1) (1)
3 1 1 1

, =1

( ) ( , ) ( , )
n

m t ij i j
i j

L a P d t d tω ≡ ∂ − β β × ∑  

 (2) (1) (2) (1) (2)
2 2( , ) ( , ) ( , )

ji j x x m mi
d x d x F t Y× β β ∂ ∂ ω =

, 

 ( )( , ) ( )k
m k mt y G Yω = , 

де 
(1) (1) (2) (1) (1) (1) (2) (1)

1 1 2 1 1 1 2( , ) ( , ) , , ( , ) ( , )n n nY d t d x y d t d x y= −β − β − β − β…( ) . 

Позначимо 

 (1) (1) (1) (2) (1) (1)
1 2( , ) ( , )i i i iy d t d x x= β β , 

 (3) (3) (1) 1 2 (1) 1
1 1( , ) : 16 , 4i it y t t T x x T− −

µ
Π = ∈ Π − ≤ µ − ≤ µ


, 

 1, ,i n
∈ 


…{ }  

і візьмемо тричі диференційовну функцію 1( , )t yη , яка задовольняє умови 
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 1( , )t yη =  

  

(3)
1/ 2 1
(3)
3/ 4 1

(1) (1) (2) (1)
1 2

1, ( , ) , 0 ( , ) 1,

0, ( , ) , ( , )

(2 ) , (2 ) , ,

k j
t x

kj

t y t y

t y t y

c d k j t d k j x

 ∈Π ≤ η ≤


= ∈Π ∂ ∂ η ≤/
 ≤ − + γ − + γ ( ) ( )

 

Тоді функція (1)
1( , ) ( , ) ( , )m mV t y t y t y= ω η  є розв’язком задачі Коші  

 (1) (1) (1) (1) (1) (2) (1) (2) (1)
3 1 1 1 2 2

, 1

, , , ,
n

m ij i j i j
i j

L V a P d t d t d x d x
=

≡ β β β β ×∑ ( ) ( ) ( ) ( ) ( )  

 1 1y y m y y mi j j i
× ∂ η ∂ ω + ∂ η ∂ ω +[ ]  

 (1) (1) (1) (1)
1 1 1

, 1

( ) ( , ) ( , )
n

m ij i j
i j

a P d t d t
=

+ ω β β × ∑  

 (2) (1) (2) (1) (2) (3)
2 2 1 1 1( , ) ( , )i j y y t m mi j

d x d x F F× β β ∂ ∂ η − ∂ η + η ≡ , 

 (1) ( ) (2)
1(0, ) ( , )k

m m k mV y G t y= η = ϕ . 

Згідно з теоремою 5.1 [4, с. 364] для довільних точок (3)
1 2 1/2( , )M M ⊂ Π  

виконується нерівність  

 1 2 1 2( , ) ( ) ( )k j k j
t x m t x md M M M M−α ∂ ∂ ω − ∂ ∂ ω ≤  

 (2) (1)2
3/4 3/4

(3) (2)

( )
, 2 2

k
m mC V C V t t

c F k jα +α =
 ≤ + ϕ + = 
 ∩( ) ( )

. 

Враховуючи властивості функції 1( , )t yη , означення простору 
2 ( ; ;0; )H Q+α γ β  і умови 1°, 2°, одержимо нерівність (34). Скориставшись зна-

ченням виразу ( ) ( , )k
m kG t x , отримаємо оцінки  

 (0) (0)
0 2 2

; ; ; 0; ( ) ; ; ; 0;m mG Q t t D
+α +α

γ β = ≤ ϕ γ β%%∩ , (37) 

 2
( ) ( ) ( )

2 ( )
; ; ; 0; ( ) 1

k

k k k
m k m C Q t t

G Q t t c +α+α =
 γ β = ≤ + ψ × 
 ∩

∩
( )

 

 ( 1) ( )

2 2
; ; ; 0; ; ; ; 0; ( )k k

m m ku Q Q t t−
+α +α

× γ β + ϕ γ β =%% ∩ , 

 1,2, ,k N∈ …{ } . (38) 

Об’єднуючи нерівності (21), (22), (33), (34), (37), (38) і вибираючи ε  до-
статньо малим, одержуємо нерівності  

 2
( )

2 ( )
1

; ; ; 0; 1
NN

m m C Q t t
k k

u Q c +α
λ

+α = λ= λ=

   γ β ≤ + ψ ×    
∑ ∏ ∩( )

 

 ( 1) ( 1)
1 02

; ; ; 0; ( ) ; ; ; ;k k
m k mQ t t f Q− −

− +α α
× ϕ γ β = + γ β µ +


%% ∩  

 ( 1) ( )

1 2
; ; ; ; ; ; ; 0; ( )k N

m m Ng Q Q t t−
+α +α

 + γ β δ + ϕ γ β = +  
%% ∩  

 ( ) ( )
0 1

; ; ; ; ; ; ; ;N N
m mf Q g Q

α +α

+ γ β µ + γ β δ 

. (39) 
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Оскільки  

 ( ) ( )
0 0; ; ; ; ; ; ; ;k k

mf Q c f Q
α α

γ β µ ≤ γ β µ , 

 ( )

22
; ; ; 0; ( ) ; ; ; 0; ( )k

m k k kQ t t c Q t t
+α+α

ϕ γ β = ≤ ϕ γ β =% %% %∩ ∩ , 

 ( ) ( )

1 1
; ; ; ; ; ; ; ;k k

mg Q c g Q
+α +α

γ β δ ≤ γ β δ , (40) 

то, підставляючи (40) у (39), одержуємо нерівність (20).  
Д о в е д е н н я  теореми 1. Права частина нерівності (36) не зале-

жить від 1m , 2m  і послідовності 

 (0) ( )( ) , ( , ) k
m mu u P P t x Q≡ ∈{ } { } , 

 (1) (1) (1) (2) (2)
1 2( , ) ( , )m i i x mi

u d t d x u≡ γ − β γ − β ∂{ } { } , 

 (2) (1) (2)
1 2(2 , ) (2 , )m t mu d t d x u≡ γ γ ∂{ } { } ,  

 (3) (1) (1) (1) (1) (2) (2)
1 1 2( , ) ( , ) ( , )m i j iu d t d t d x= γ − β γ − β γ − β ×{ } {  

 (2) (2)
2 ( , )j x mi j

d x ux× γ − β ∂ }  

є рівномірно обмеженими та рівностепенево неперервними в області ( )kQ . 

За теоремою Арцела, існують підпослідовності ( )
( )mu µ{ }l , рівномірно збіжні в 

( )kQ  до ( )u µ{ } , 0,1, 2,3µ ∈ { } . Переходячи до границі при ( )m → ∞l  у задачі 

(8)–(10), одержимо, що (0)
0( , )u t x u=  – єдиний розв’язок задачі (1)–(3), 

2 ( ; ;0; )u H Q+α∈ γ β  і є правильною оцінка (7).  
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ОДНОСТОРОННЯЯ КРАЕВАЯ ЗАДАЧА С ИМПУЛЬСНЫМИ УСЛОВИЯМИ ДЛЯ 
ПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ С ВЫРОЖДЕНИЕМ 
 
Для параболического уравнения второго порядка рассмотрена односторонняя 
краевая задача с импульсными условиями по временной переменной. Коэффициен-
ты уравнения и краевого условия имеют степенные особенности произвольного 
порядка по временной и пространственным переменным на некотором множест-
ве точек. Установлены условия существования и единственности решения по-
ставленной задачи в гельдеровых пространствах со степенным весом. 

Ключевые слова: параболическое уравнение с вырождением, степенная особен-
ность, импульсное условие, существование и единственность решения. 

 
ONE-SIDED BOUNDARY VALUE PROBLEM WITH IMPULSE CONDITIONS 
FOR A PARABOLIC EQUATIONS WITH DEGENERACY 
 
For a second-order parabolic equation, a one-sided boundary-value problem with 
impulse conditions with respect to the time variable is considered. The coefficients of 
the equation and of the boundary condition have power singularities of arbitrary order 
in time and in spatial variables on a certain set of points. Conditions for the existence 
and uniqueness of the solution of the problem in Hölder spaces with power weights are 
established. 

Key words: parabolic equation with degeneration, power singularity, impulse condition, 
existence and uniqueness of the solution. 
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