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СТАНДАРТНА ФОРМА МАТРИЦЬ НАД КВАДРАТИЧНИМИ 
КІЛЬЦЯМИ ВІДНОСНО ( , )z k -ЕКВІВАЛЕНТНОСТІ ТА СТРУКТУРА 
РОЗВ’ЯЗКІВ МАТРИЧНИХ ДВОБІЧНИХ ЛІНІЙНИХ РІВНЯНЬ 
 

Введено поняття ( , )z k -еквівалентності матриць над квадратичними кіль-

цями. Встановлену стандартну форму матриць відносно ( , )z k -еквівалент-
ності застосовано для опису структури розв’язків матричного рівняння 
AX YB C+ =  над квадратичними евклідовими кільцями. Доведено існування 
розв’язків з мінімальною евклідовою нормою та встановлено, що це рівняння 
має скінченну кількість таких розв’язків над квадратичними евклідовими 
уявними кільцями.  

Ключові слова: квадратичне кільце, ( , )z k -еквівалентність матриць, стандартна 
форма матриці, матричне рівняння. 

 Вступ. У багатьох задачах виникає необхідність досліджувати спе-
ціальні типи еквівалентностей матриць, за яких матриці переходу (перетво-
рювальні матриці) належать до певних підгруп повної лінійної групи основ-
ного кільця [1, 8, 17]. У праці [4] встановлено стандартну форму матриць і 
їх наборів над поліноміальним кільцем  [ ]λF , де F  – поле, відносно напів-
скалярної еквівалентності. У [15, 16] введено поняття узагальненої еквіва-
лентності пар матриць і побудовано стандартну форму для пар матриць 
над кільцями головних ідеалів і адекватними кільцями. Ці форми застосо-
вують у багатьох задачах, зокрема у задачах факторизації матриць [3, 6], в 
задачі про подібність пар числових матриць [18]. На основі стандартних 
форм у [9] описано структуру розв’язків матричного рівняння 

 AX YB C+ =  (1) 
над кільцями Безу. У [10] для деяких випадків наведено оцінку степенів 
розв’язків рівняння (1) над поліноміальним кільцем. Матричні рівняння та-
кого типу виникають у різних розділах математики і застосовуються в за-
дачах теорії керування, динамічних систем [12, 13]. Для їх розв’язання не-
обхідні методи побудови розв’язків рівняння типу (1) та їх структура. 
 У цій статті досліджуємо матричне рівняння (1) над квадратичними 
кільцями. Вводимо поняття ( , )z k -еквівалентності матриць над квадратич-
ним кільцем. На основі встановленої стандартної форми матриць відносно 
( , )z k -еквівалентності опишемо структуру розв’язків матричного рівняння 
(1) над квадратичним евклідовим кільцем.  

Зауважимо, що в [5] описано цілочислові розв’язки рівняння (1) над 
квадратичними кільцями і встановлено умови існування і єдиності таких 
розв’язків. 
 1. Допоміжні відомості і твердження. Нехай Z  – кільце цілих чисел. 

Тоді k=K Z[ ]  – квадратичне кільце, де k ∈ Z , 0,1k ≠  і k  не ділиться на 
квадрат простого числа, що містить елементи вигляду 

  | ,k a b k a b= + ∈Z Z[ ] { } , якщо 2,3(mod4)k ≡ , (2) 

 | , , 2 | ( )
2 2
a bk k a b a b

 = + ∈ − 
 

Z Z[ ] , якщо 1(mod4)k ≡ . (3) 

 Квадратичне кільце k=K Z[ ]  називають уявним, якщо 0k < , і дійс-

ним, якщо 0k > . 
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 Елементи ,u v ∈ K , для яких виконується рівність 1uv = , називають 
оборотними. Оборотні елементи в кільці K  утворюють мультиплікативну 
групу, яку позначимо через ( )U K . Елементи a  і c  з кільця K  є асоційов-
ними, якщо a uc= , де ( )u U∈ K . У квадратичному кільці K  оборотний 
елемент ε  називають нетривіальним, якщо 1ε ≠ ± . Зауважимо, що в уявних 
квадратичних кільцях група оборотних елементів є скінченною, і нетриві-

альні оборотні елементи є лише у кільцях 1−Z[ ]  і 3−Z[ ] . Група оборот-
них елементів дійсного квадратичного кільця є нескінченною. 
 Зауважимо, що квадратичних евклідових кілець є скінченна кількість. 
Серед квадратичних кілець є кільця головних ідеалів, які не є евклідовими 
кільцями, а також квадратичні кільця, які не є кільцями головних ідеалів, 

наприклад, кільце 5−Z[ ] . 
 Нехай K  – квадратичне евклідове кільце. Тоді евклідову норму ( )e ⋅  

елемента кільця K  залежно від вигляду (2) або (3) означимо так: 

 якщо 0k < , то 2 2( )e a b k a kb+ = −  або 2 21 ( )
2 2 4
a be k a kb + = − 

 
, 

 якщо 0k > , то 2 2( )e a b k a kb+ = −  або 2 21
2 2 4
a be k a kb + = − 

 
. 

Асоційовні елементи мають одне й те ж значення евклідової норми. 
Зауважимо, що елемент u  є оборотним тоді й тільки тоді, коли ( ) 1e u = ± . 
 Наведемо деякі властивості евклідової норми елементів квадратичного 
евклідового кільця. 
 Евклідові норми елементів кільця K  мають властивість мультиплі-
кативності, тобто евклідова норма добутку елементів ,a b ∈ K  дорівнює до-
бутку їх евклідових норм: ( ) ( ) ( )e ab e a e b= . Звідси одержимо властивість 

норми частки: 
( )
( )

e aae
b e b

  = 
 

.  

 Сформулюємо таку лему. 

 Лема 1 [7]. Елементів a  із квадратичного евклідового уявного кільця 
K , які мають одне й те саме значення евклідової норми, є скінченна кіль-
кість. 

 Розглянемо лінійне діофантове рівняння  

 ax by c+ = , (4) 

де a , b , c  – відомі елементи з кільця K , а x , y  – невідомі. Нехай 

( , )a b d=  – найбільший спільний дільник a  і b . 

 Лема 2. Якщо рівняння (4) є розв’язним, то існує розв’язок ,x y ∈% % K  
цього рівняння такий, що  

 
( )

( )
( )

e b
e x

e d
<% . (5) 

Якщо k=K Z[ ] – квадратичне евклідове уявне кільце, тоді таких роз-
в’язків рівняння (4) є скінченна кількість.  

Д о в е д е н н я.  Нехай 0x , 0y  – частковий розв’язок рівняння (4). 

Тоді загальний розв’язок цього рівняння буде мати вигляд 

 0 0,       ,         b ax x t y y t t
d d

= + = − ∈ K . 

Поділивши 0x  на b
d

, отримаємо 0 0
bx q x
d

= + % , де ( ) be x e
d

 <  
 

% . Легко пере-
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вірити, що  

 0 0 0 0,         b ax x q y y q
d d

= − = +% %  

є розв’язком рівняння (4). Застосувавши властивість норми частки еле-
ментів, отримаємо умову (5). Згідно з лемою 1, множина елементів квадра-
тичного евклідового уявного кільця K , що задовольняють умову (5), є 
скінченною. Лему доведено.   

 2. Стандартна форма матриць стосовно ( , )z k -еквівалентності. Надалі 
через ( , )M n K  будемо позначати кільце квадратних матриць n -го порядку 

над квадратичним евклідовим кільцем k=K Z[ ] . 

 Означення 1. Матриці A  і B  із кільця ,M n kZ[ ]( )  називатимемо 

( , )z k -еквівалентними, якщо існують оборотні матриця U  над кільцем 

цілих чисел Z  і матриця V  над квадратичним кільцем k=K Z[ ] такі, що 
A UBV= . 

 Теорема 1. Нехай ,A M n k∈ Z[ ]( ) – неособлива матриця з канонічною 

діагональною формою (формою Сміта) 1diag ( , , )A A A
nD = µ µ… . Тоді матри-

ця A  є ( , )z k -еквівалентною до трикутної матриці AT , тобто існують 
оборотні матриця U  над кільцем цілих чисел Z  і матриця V  над квад-

ратичним кільцем kZ[ ]  такі, що 

 

1

21 1 2

1 1 2 2

0 0

0

A

A A
A

A A A
n n n

t
T UAV

t t

µ

µ µ
= = =

µ µ µ

…

…
M M O M

…

 

 

1

21 2

1 2

0 01 0 0

1 0 0 0

1 0 0

A

A
A

A
n n n

t
TD

t t

µ

µ
= ⋅ =

µ

……
… …

M M O M M M O M
… …

, (6) 

де  

 1°) 0ijt = , якщо 1,      , 1, , ,      A
i i j n j iµ = = <… , 

 2°) 
( )

( )
( )

A
i

ij A
j

e
e t

e

µ
<

µ
, якщо 0,      , 1, , ,      ijt i j n j i≠ = <… .  

 Якщо k=K Z[ ] – квадратичне евклідове уявне кільце, тоді трикут-

них форм AT  вигляду (6) матриці A  відносно ( , )z k -еквівалентності є 
скінченна кількість.  
 Д о в е д е н н я.  Першу частину теореми можна легко довести на 
основі методики з [2]. 
 Згідно з лемою 1, існує скінченна кількість елементів 0ijt ≠ , ,i j =  

1, ,n= … , j i< , матриці AT  над квадратичним уявним кільцем таких, що  

 
( )

( )
( )

A
i

ij A
j

e
e t

e

µ
<

µ
. 

Таким чином, матриць AT  над цим кільцем вигляду (6) з умовами 1°, 2° є 
скінченна кількість. Доведення завершено.   
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 Означення 2. Трикутну форму AT  вигляду (6) називаємо стандарт-
ною формою матриці A  відносно ( , )z k -еквівалентності. 

 Означення 3. Пари матриць 1 2( , )A A  і 1 2( , )B B , де iA , ,iB M n k∈ Z[ ]( ) , 

1,2i = , називаємо ( , )z k -еквівалентними, якщо існують такі оборотні мат-

риця U  над кільцем цілих чисел Z  і матриці 
1 2
,A AV V  над квадратичним 

кільцем k=KZ[ ] , що 
11 1 AA UB V=  і 

22 2 AA UB V= . 

 Аналогічно встановлюємо, що ( , )z k -еквівалентними перетвореннями 
пара матриць ( , )A B  над квадратичним евклідовим кільцем зводиться до 

пари ( , )A BT T , де AT  і BT  – стандартні форми вигляду (6) матриць A  і B  
для певних класів пар матриць, зокрема, якщо визначники матриць A  і B  
є взаємно простими [14] тощо. 
 3. Структура розв’язків матричного рівняння AX YB C+ = . Розгляне-

мо матричне рівняння (1) над квадратичним евклідовим кільцем k=KZ[ ] , 
тобто , , ( , )A B C M n∈ K  – відомі і , ( , )X Y M n∈ K  – невідомі матриці. 

 Нехай пара матриць ( , )A B  із матричного рівняння (1) є ( , )z k -еквіва-

лентною до пари ( , )A BT T  в стандартних формах AT  і BT  вигляду (6) мат-

риць A  і B , тобто для деяких оборотних матриць ( , )U GL n∈ Z  і ,A BV V ∈  

,GL n k∈ Z[ ]( )  маємо для AT  

 

1

21 1 2

1 1 2 2

0 0

0

A

A A A
A

A

A A A A A
n n n

tT UAV

t t

µ
µ µ= =

µ µ µ

…
…

M M O M
…

, (7) 

де 

 1°) 0A
ijt = , якщо 1,      , 1, , ,      A

i i j n j iµ = = <… , 

 2°) 
( )

( )
( )

A
A i
ij A

j

e
e t

e

µ
<

µ
, якщо 0,      , 1, , ,      ijt i j n j i≠ = <… , 

і для BT  

 

1

21 1 2

1 1 2 2

0 0

0

B

B B B
B

B

B B B B B
n n n

tT UBV

t t

µ
µ µ= =

µ µ µ

…
…

M M O M
…

, (8) 

де 

 1°) 0B
ijt = , якщо 1,      , 1, , ,      B

i i j n j iµ = = <… , 

 2°) 
( )

( )
( )

B
B i
ij B

j

e
e t

e

µ
<

µ
, якщо 0,      , 1, , ,      ijt i j n j i≠ = <… .  

 Тоді з матричного рівняння (1) одержимо таке рівняння: 

 A BT H WT C+ = % , (9) 
де  

 1 1,      ,      A B BH V XV W UYU C UCV− −= = =% . (10) 

 Рівняння (1) і (9) еквівалентні, тобто рівняння (1) є розв’язним тоді й 
тільки тоді, коли розв’язним є рівняння (9), і кожному розв’язку X , Y  рів-
няння (1) відповідає розв’язок H , W  рівняння (9), і навпаки, згідно зі 
співвідношеннями (10). 
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 Таким чином, опис розв’язків рівняння (1) зводимо до опису розв’язків 
еквівалентного рівняння (9). 
 Зауважимо, що, за критерієм Roth-а [11], матричне рівняння (1) є роз-
в’язним тоді й тільки тоді, коли матриці  

 
A C

B0
 і  

A
B
0

0
  

еквівалентні. 
 Теорема 2. Якщо матричне рівняння (9) є розв’язним, то воно має 
розв’язки  

 
, 1 , 1

,            
n n

ij iji j i j
H h W w

= =
= =  

такі, що 

 1°) 0ijh = , якщо 1,     1, , ,      1, ,B
i i n jµ = = =… … l , (11) 

 2°) 
,

( )
( )

( )

B
j

ij A B
ij

e
e h

e d

µ
< , якщо 0,     1, , ,     1, ,ijh i n j n≠ = = +… …l , (12) 

де ( , )A B
ijd  – найбільший спільний дільник інваріантних множників A

iµ  і B
jµ  

матриць A  і B . 

 Якщо k=K Z[ ] – квадратичне евклідове уявне кільце, то матричне 

рівняння (9) має скінченну кількість розв’язків H , W  з умовами (11) і (12). 

 Д о в е д е н н я.  Із матричного рівняння (9) запишемо систему рів-
нянь у послідовності відповідно до діагоналей матриці H , починаючи з еле-
мента в правому верхньому куті: 1nh ; 1, 1 2,n nh h− ; 1, 2 2, 1 3, ,n n nh h h− −  і т.д. 

Одержимо систему 2 1n −  рівнянь такого вигляду: 

 1 1 1 1
A B

n n n nh w cµ + µ = % , 

 1 1, 1 1 1, 1 , 1 1 1 1, 1
A B B B

n n n n n n n nh w t w c− − − − − −µ + µ + µ = % , 

 1 21 1, 2 2 2 2
A A A B

n n n n nt h h w cµ + µ + µ = % , 

 ………………………………………… , 

 1 1 11 2 2 21 1 1 1
A A A A A B
n n n n nt h t h h wµ + µ + + µ + µ +…  

 21 1 2 1 1 1
B B B B

n n nn nt w t w c+ µ + + µ = %L . (13) 

 Оскільки, відповідно до умови теореми, рівняння (9) є розв’язним, то і 
система (13) також розв’язна. Нехай ij ijh = α , ij ijw = β , , 1, ,i j n= … , – її 

розв’язки. Розглянемо перше рівняння системи (13):  

 1 1 1 1
A B

n n n nh w cµ + µ = % .  (14) 

Згідно з лемою 2 існує розв’язок  

 ( ) ( )
0 0 1
1 1 1 1 1 1, ,

1 1

,       
B A
n

n n n n n nA B A B
n n

h q w q
d d

µ µ
= α − = β +  

рівняння (14) такий, що  

 ( )
0
1 ,

1

( )
( )

( )

B
n

n A B
n

e
e h

e d

µ
< .  
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Далі розглянемо наступні два рівняння системи (13): 

 1 1, 1 1 1, 1 , 1 1 1 1, 1
A B B B

n n n n n n n nh w t w c− − − − − −µ + µ + µ = % , (15) 

 1 21 1, 2 2 2 2
A A A B

n n n n nt h h w cµ + µ + µ = % . (16) 

Оскільки рівняння (15) є розв’язним, то очевидно, що ( , )
1, 1
A B
nd −  ділить 1, 1nc −% . 

Тоді у рівняння (15) підставимо ( )
0 1
1 1 1,

1

A

n n nA B
n

w q
d

µ
= β +  із розв’язку рівняння 

(14). Одержимо таке рівняння: 

 ( )
1

1 1, 1 1 1, 1 1, 1 , 1 1 1 1,
1

A
A B B B

n n n n n n n n nA B
n

h w c t q
d

− − − − − −
µ µ + µ = − µ β + 

 
% . (17) 

Оскільки 1, 1nc −%  ділиться на ( , )
1, 1
A B
nd − , то рівняння (17) є розв’язним. Згідно з 

лемою 2, рівняння (17) має розв’язки 0
1, 1nh − , 0

1, 1nw −  такі, що  

 ( )
0 1
1, 1 ,

2,

( )
( )

( )

B
n

n A B
n

e
e h

e d
−

−
µ

< . 

Аналогічно міркуючи, встановлюємо, що і рівняння (16) має розв’язок 
0
2nh , 0

2nw  такий, що  

 ( )
0
2 ,

1, 1

( )
( )

( )

B
n

n A B
n

e
e h

e d −

µ
< . 

Далі, розглянувши наступні рівняння системи (13), що залишилися, і 

міркуючи аналогічно, отримаємо розв’язки 0
ijh , 0

ijw  системи, для яких ви-

конується умова (12).  

Зауважимо, що систему (13) розглянуто у випадку, коли 1B
jµ ≠ . Якщо 

ж 1B
jµ =  для деяких 1, ,j = … l , тоді очевидно, що 0ijh = , 1, ,i n= … . 

Якщо k=K Z[ ] – квадратичне евклідове уявне кільце, то на основі 
леми 1 існує скінченна кількість елементів кільця з однаковими евклі-
довими нормами. Отже, матричне рівняння (9) має скінченну кількість 

розв’язків 0

, 1

n

ij i j
H h

=
= , 0

, 1

n

ij i j
W w

=
=  з умовами (11), (12).  

Теорему доведено.  

 Наслідок 1. Нехай канонічною діагональною формою матриці BT  з 
матричного рівняння (9) є 

 { 1 1diag 1, 1, , , ,       1B B B B
nD + +

 = µ µ µ ≠ 
 

… …l l
l

. 

Якщо матричне рівняння (9) є розв’язним, то воно має розв’язки H , 
W  такі, що в матриці H  стовпці 1, ,j = … l  є нульовими, а елементи 

стовпців 1, ,j n= + …l  мають евклідові норми менші, ніж евклідові норми 

відповідних інваріантних множників 1, ,B B
n+µ µ…l  матриці BT . 

 Означення 4. Евклідовою нормою ( )e A s=  матриці A  називаємо най-

більшу евклідову норму ( )pqe a s=  елемента pqa  серед усіх елементів 

матриці A . 
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 Наслідок 2. Якщо матричне рівняння (9) є розв’язним, то це рівнян-
ня має розв’язки H , W  такі, що евклідова норма ( )e H  матриці H  мен-

ша, ніж евклідова норма ( )B
ne µ  останнього інваріантного множника B

nµ  

матриці B : ( ) ( )B
ne H e< µ . 

 За розв’язками H , W  матричного рівняння (9) будуємо розв’язки X , 
Y  матричного рівняння (1) відповідно до співвідношень (10). 
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СТАНДАРТНАЯ ФОРМА МАТРИЦ НАД КВАДРАТИЧНЫМИ КОЛЬЦАМИ 
ОТНОСИТЕЛЬНО ( , )z k -ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ И СТРУКТУРА РЕШЕНИЙ МАТРИЧНЫХ 
ДВУХСТОРОННИХ ЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИЙ 
 
Введено понятие ( , )z k -эквивалентности матриц над квадратичными кольцами. 

Полученная стандартная форма матриц относительно ( , )z k -эквивалентности 
использована для описания структуры решений матричного уравнения 
AX YB C+ =  над квадратичными евклидовыми кольцами. Доказано существова-
ние решений с минимальной евклидовой нормой и показано, что это уравнение 
имеет конечное количество таких решений над квадратичными евклидовыми 
мнимыми кольцами. 
Ключевые слова: квадратичное кольцо, ( , )z k –эквивалентность матриц, стан-

дартная форма матрицы, матричное уравнение. 
 
THE STANDARD FORM OF MATRICES OVER QUADRATIC RINGS 
WITH RESPECT TO ( , )z k -EQUIVALENCE AND STRUCTURE OF SOLUTIONS 
OF MATRIX BILATERAL LINEAR EQUATIONS 
 
The notion of the ( , )z k -equivalence of matrices over quadratic rings is introduced. The 

obtained standard form of matrices with respect to the ( , )z k -equivalence is used to 

describe the structure of solutions of the matrix equation AX YB C+ =  over quadratic 
Euclidean rings. The existence of solutions with minimal Euclidean norm is proved and 
it is shown that this equation has a finite number of such solutions over quadratic 
Euclidean imaginary rings. 

Key words: quadratic ring, ( , )z k -equivalence of matrices, standard form of matrix, 
 matrix equation. 
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