
Аналогично получаем условия теплообмена между основным потоком
жидкости и верхней пластинкой (слоем 1):

q1 = Л2 0-
1
[t1- tt - -} 02у (2t1 + tt) + I~O 82~L (14t1 + 13tt )] ,

(9)
qt = л/г1

[t1 - tt + -} 02у «: + 2ft) - I~O 02~ (13t1 + 35tt) ]

в соотношениях (8), (9) обозначено:

q[- = Лi ддt i
\ ,t[- = ti (+ h,) (i = 1, 3),

Z, z,=±h,

q±=Л2 дt2 ! " tf=t2 (+ h;).
2 дZ2 z,=±h2

Поскольку соотношения (8), (9) позволяют исключить из рассмотрения

области , в которых коэффициенты уравнения (1) переменные (области гид­

родинам ических погранслоев), то в дальнейшем можем использовать разра­

ботанную методику [3]; следуя указанному подходу, операторное решение

уравнения (1) представляем в виде

t, = (siп P,zJ В• + (соэ PiZ,) Di, (10)
2 д2 д2 -1 д 2

Р; = -- +-д2 - Лi С,_ (i = 1, 3), Р2 =Y-!-l. (11)
дх2 у д1:

В несен ие вместе t, выражения (10) в условия (2), (4), (8) и (9) п риводит

к семи соотношениям, исключение из которых шести величин В, и D 1 (i =
= 1, 2, 3) дает искомую зависимость между величинами q*, t* и tc' Раз­

лагая содержащиеся в этой формуле трансцендентные выражения в ряды по

степеням hl и отбрасывая члены с h, второй степени (и выше) , окончатель­

но получаем

( l+еtR) q* = [Л ( ::2 + :;2 )-с :1: -( 1 -{-е)с 2ис :x]t*-
- е ! (t* - tc) ' (12)

з 1 3 3
Здесь обозначено: R = 2 ~ ю;', л = 2 2: h,л" С = 2 ~ hic" С2 =

,=1 ,=1 1=1

= h2C2 , е = ьн;'. При ис = О, Л1 = Л2 = ЛЗ, С1 = С2 = СЗ из выражения
(12) следует условие теплообмена для тел с покрытиями [4].
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ТЕМПЕРАТУРНОЕ ПОЛЕ ЦИЛИНДРА,

НАГРЕВАЕМОГО ДВИЖУЩИМИСЯ ИСТОЧНИКАМИ ТЕПЛА

Сплошные и полые цилиндры являются самыми распространенными дета­

лями в машиностроении. Для определения их термоупругого состояния,

обусловленного з аданными тепловыми воздействиями, следует определить

возн и кающее температурное поле. С этой целью рассмотрим бесконечный

круговой цилиндр радиуса R с теплообменом . Н ачальн а я температура
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цилиндр а равна постоянно й темпер атуре {с внешней среды . В момент времени

'1 в точ ке (Ro, го , еро) включ ается и нач ин ает движение по закону r =
= Ro, ер = еро + ер (т) . Z = го + z (т) точечный источник тепла мощностью

q (т) . в момент , = ' 2источн и к тепла прекращает движен ие и выключается.

Тем перату рное поле t цилиндра в п редположени и постоянства тепло­

физических характеристи к определим из уравнения

1 дТ W
tJ.T----= -- (1)

а д. л.

п ри краевых условиях

т],=о = О, Maz \ = О , ддТ I = - НТ, TI<p=O= TI'P=2n. (2)
z.... ± оо r r=R

Здесь а, л - коэффициенты теплоотдачи и теплопроводности соответствен­
(/,

но; Н = 1:; Т = t - tc;

W = ~ {) (г - Ro) б (ер - Фо - ср (т) () (г - го - г (т) [s+ (т - ' 1) -r

- s+ (т - '(2)]'

Использу я интегр ал ьные п реобразования Лапласа по времени т, Х ан­

келя по г, Фурье по г и Кошлякова по ср [1-3, 5], находим тем ператур ное

поле

00 00 ' 2

Т = 2пл. Упа m~l n~oKn(am, г)Кn(аm, Ro) ~l (-1)i+1S+('t-'t) Х

'-'j 2 е [ z- zo- z('t - 8) J'

S
q (8) -ааm - 4 В

Х уе соs п [ ер - сро - ср (т - 8) ] е а d8,

о

(3)

(4)

где J n (amR) - функция Бесселя I рода п-го порядка; аm - положитель­

ные корни трансцендентного уравнения

aJ~ (aR) + HJn (aR) = О.

Ядро преобразования Ханкеля

К.(иm. г) ~ У! [~ +(1~_n_2_)Г'
a~ (J~R2

Штрих у знака суммы в выражении (3) обозначает, что слагаемое при п = О

содержит множитель 1/2 '

Температурное поле цилиндра при его нагреве движущимся линейным

источником тепла длиной I г~ - г~ I находим, используя формулу (3). Поло­
жив q (8) = q' (8) dzo• проинтегрируем выражение (3) по zo в пределах от

2~ до г~. в результате получим

z - z~ - г (т - 8) )
-erfc у d8 .

2 а8

Перейдем в выражении (4) к пределу, положив сначала г~ -+ о , г~ -+ 00, а

затем г~ -+ -00, г~ -+ + 00 . в результате найдем температурное поле при
нагреве цилиндра движущимися линейными полубесконечным и бесконеч-
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ным источниками тепла соответственно :

00 00 2

Т = 2\ ~ ~ 'Kn (aт , г) Кn (аnр Ro)~ (-1)i+
1S
+ (т-т) Х

11 т=! n=О 1=1
Т-Т ' 2

f J -йит8 ( г - г (Т - 8)) 8
Х q' (8)e cos n ( rp - q>о - q> (т - 8) ] 2 -erfc - d.

2 У а8
О '

2

Т = -т ~ ~ 'Кn (ат , г) к; (ат• Ro)2: (-1) i+
1
S+ (Т - ·t) х

11 , т= l n=О i=l

Т-,/ _йи2 о

Х ) q' (8) e т cosn[q>- cpo- q>(1:-8)]d8.
О

(5)

(6)

(8)

(10)

Если источник тепла имеет постоянную мощность (q' (8) = q' = const) , не

дв ижется (q> (1: - 8) = О) и действует с момента времени 1:1 = О до '2 = 00,

то выражение (6) имеет вид , совпадающий с результатом работы [4] ~

_аи2 ,
_ q' "", ";, I - е т

Т - Лl1 1. 1. к; (аm , г) К; (ат • Ro) 2 соэ n (q> - <Ро) . (7)
т=1 n=о ат

Положив q' (8) = q* (8) Rodq>o, проинтег р ируем по <ро В предела х от -~ до ~

выражени я (4);- (6). В результате получим температурные поля при нагре­

ве цилиндра движущимися полосовыми конечным, полубесконечным и бес ­

конечным источ н иками тепла соответствен но :

Т = ~~a ~ ~'Kn (ит , г) к; (иm , Ro) S i nnn~ t (- 1)Н 1 S+ (Т - 't) Х
т=! n=о 1=1

Т-Т , 2 ( -J -аи 8 Z - 20 - Z ('1: - 8)
Х J q"(8)e т cosn[q>- q>(,-8)] erfc 2Уа8

Z - г~ - 2 ('1: - 8) )
-erfe V d8,

2 а8

R 0000 , ~ 2

Т = 1!O~ т~1 n~o -к, (ит, г) Кn (ит , Ro) sJ: n ~1 (_1)i+
1
S + (Т -",) Х

"[-', 2

Х f q" (8) е-йиm8 cos n [тр - <р (Т - 8)] (2 _ erfc 2 ---;г::;- 8) ) d8, (9)
о

2R со со . ~ 2
Т = ---f!- l: ~ 'Кn(ит , г)Кn(иm , Ro) sшn ~ (_I)/+1S+ (" - 1) Х

11:110 т=1 n=О n . 1=1
"[-"/ -<lа2 О

Х S q" (8) е т COS п [q> - <р (, - 8)] de.
О

Если источник тепла постоянн ой мощности а" (8) = а" имеет вид беско­

нечной полосы шириной 2~. вращающейся с постоянной угловой скоростью

Ш, то, положив в формуле (10) rp (т - 8) = (r) (т - 8) и выполнив предель­

вый переход Ro -+ Р, получим

. 2q'aR со ... sinn~ I
т =~ 1: 1: -n- Кn(а"" г) Кn(аin' R) 2 4 + ~2 Х

m=! n=O а аm n

• 2. • _аа2 "
Х [aa~ COSп (ш. - !р) + пв: S1П п (огг - <р) - (аит cos n!р - т» S1П n!р) е т [.

(11)

Выражение (11) совпадает с выражением, приведеиным в работе [7J. Пере­

ходя в нем к подвижной системе координат ер = ер * + OO'\i И учитывая, что

ql = 2~q"R, получаем выражение , совпадающее с результатом, приведен ­

ным в работе [6].
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При неподвижном источнике постоянной мощности, положив в выраже­

нии (10) ер ('t - 8) = О, Т1 = О, Т2 = 00 И Ro -+ R, получим выражение, сов­

падающее с результатом работы [7] :

sin n~ cos пер

n

_аа2 т
l - e т

(12)

(14)

(15)

(13)

Решение (4) дает возможность найти температу р ные пол я при нагреве

цилиндра объемными источниками тепла. Положив q' (8) = Q(8) RodRodepo,
проинтегриру ем выражение (4) по еро от -~ до + ~ , а по R o от R1 до R z.
в полученном выражении перейдем к пределу при г~ -+ О, г~ -+ 00 . в резуль­
тате найдем температурные поля при нагреве цилиндра движущимся конеч-

ным длиной Iг~ - г~ I , полубесконечным и бесконечным объемными источ­
никами тепла соответственно :

Т = _а_ ~ ;"1( (СУ г) sin n~ {., (_ l)i+ IS (т - "с .) Х
),л 1.J 2." "т, n 2..J + J

т=I,,=О i=1

R , ~-~j _Й(J2 т

Х .\ К,,(СУт , Ro)RodRo ~ Q(8)e m cosn[ep-ep('t-8)] Х
R, о

(
z-Z~-Z(T- 8) z-Z~-Z(T- 8))

Х erfc V - erfc V d8,
2 а8 2 а8

Т= :л ~ ~ '1(" (СУт , г) s innn~ t (-l)i+IS+('L"-Т) Х
m=I,,=O i = l

R , ~-, j _Й(J2 6

Х ~ 1(" (СУт , Ro) RodRo ~ Q(8) е m cos n [ер - ер (т - 8)] Х
R, о

Х (2 - erfc Z -;~:; 8) ) d8,

Т - 2а ~ ~ '1( ( '" ) sin n~ ~ Нl
- лл L.i L.i "СУт , r -п- г: (- 1) S+ (т - 't i) Х

m=I,,=O i = 1

я, ,-с j _Й(J2 в

Х f Rol(,,(cym , Ro)dRo ~ Q(8)e т соsп[ер-ер(т-8)]d8.
Я1 о

Положив q' (8) = Q(8) RodepodRo, проинтегрируем выражение (4) по еро в

пределах от О до 2n и по R o в пределах от R 1 дО R 2 . В результате получим

температурное поле рассматриваемого цилиндра, нагреваемого источниками

тепла, равномерно распределенными по объему полого цилиндра длиной

I г~ - г~ I и толщиной (R 2 - R1 ) :

00 2 Я ,

Т = 2
а
л ~ /(0 (СУт , г) ~ (- 1) i+

1S+ (т - 'L"i) f RoKo(иn!, Ro) dR o Х
т=1 i=1 Я 1

т-э-т , 2 (" 1 )
~

J -йат6 z-zо-z(т-8) z-ZO-.Z(T- 8) .
Х Q(8) е erfc V - erfc f d8. (16)

о 2 а8 2} а8

Переходя в выражении (16) к пределу при г~ -+ О, г; -+ 00 и полагая Q (8) =
= Q = cons t , 1:1 = О, 1:2 = 00, г (1: - 8) = О, получаем температурное поле

сплошного цилиндра, нагреваемого источниками тепла, равномерно рас­

пределенными по объему полубесконечного полого цилиндра, соосного с за­

данным.

Для г > О

[

От [Н2 + o~J

Q 00

Т = лR2 ~ -----...,,--
m= l
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z г

2J!a,

+ erfc ( ;2 а,

для г<О, z = -z*

2V*a, ++[ГCJтZ ' егУс ( 2 ;а, - иm -Vа, ) +

+ eCJтz ' erfc (2;:, + иm -Vа, ) ]} . (17)

обозначений Bi = HR, РО = ~~ , Р = +. Pl = ~ ,

ос

а ,,--,
т = лR2 Li

т=l

{
_аа2"

Х - е т erfc

После введения

z
~ = R температурное поле (17) было записа но в безразме р-

о

в 0.1

1 2

8i =0

0,25 0.5

Рис. 1.

0.15 {о

в

0,02

0.01

-0,25 О

Рис . 2.

. О, б25 ~_ _

125

0,25 . 0.5

ном виде , который использовали для проведения числовых р асчетов. Ре­

эультаты р асчегов при р = 1,~ = О'Рl = 0,8'Р2 = 1представленынарис .l .

Увеличение теплоотдач и приводит к уменьшению величины установившейся

темпер атуры е и времени наступления установившегося режима . З ав ис имость

температуры от координаты ~ в различные моменты времени пок аз ана на

рис . 2. В точках с большей координ атой ~ наступление установившегося ре­

жима происходит за большее в р емя . При Bi = 0,4 и Fo > 0,625 тем пера­

тур а во всех точках цилиндра не изменяется с течением времени .
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