
p~~l (r) в в иде

Р~1(Г)=АnгnVl - г2 +hn(r) , O<r<l.

Здесь А" - неизвестная постоянная, определяемая из условия , что 11" (r) 
ограниченная величина . Функцию »: (r) представим в виде разложения

00 00

p~l (r) = Аn ~ P~jJ" (Yjnr) + 2: h"jJn (Yj"r), (15)
j=O j=O

О еn/ (0,5)
где hnj - неизвестные коэффициенты; Рп! = у . J з (Yjl1); г (О, 5)-

2i n+"
JI1 -

гамма-функция .

Подставляя выражение (15) в (14), получаем бесконечную систему линей

НЫХ алгебраических уравнений , в которой неизвестные коэффициенты hnj
стремятся к нулю быстрее, чем g~}, поэтому для решения этой системы мож
но применить метод редукции .
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ многослоиноя ЦИЛИНДРИЧЕСКОй ОБОЛОЧКИ

С СИСТЕМОЙ ПАРАЛЛЕЛЬНЫХРАЗРЕЗОВ

Рассмотрим упругое равновесие отнесенной к линиям кривизныI,' ~ много

слойной замкнутой цилиндрической оболочки с системой k п ар аллельных

периодически расположенных сквозных разрезов I а I~ ао, ~ = 2nл/k ,

n = О, +1, +2, .. ., +k/2 при k четном , п = О, ± 1, +2, .. ., + (k - 1)/2
при k нечетном . Оболочка предполагается тонкой, допускающей применение

гипотезы нелеформируемых нормалей для пакета в целом [1]. Слои оболоч

ки изотропные и расположены симметрично относительно срединной поверх

ности. Пусть напряжеино-дефориир э ва гное состояние оболочки без раз

резов осесимметрично. В этом случае напряженное состояние оболочки с

системой k периодически расположенных разрезов будет циклически сим

метричным, что позволяет в дальнейшем исследовать цилиндрическую па

нель I ~ I~ л/k с разрезом I а I~ 0:0 ' ~ = О .
Используя предложенный в работе [5] метод решения задач для обо

лочек с разрез ами , систему дифференциальных ур ав н ен и й в перем ещениях

для круговой многосл ойной цилиндри ческой оболочки за п исываем так :

(1)

Здесь

L1з = LЗ 1 = C1Za1 ; с; = (СН + R-
2
D l1 ) д~ + [+(Сll - C1Z) +

6-Р/, * 85



+ 2R~2 (Dll - D12)] O~ ; L2З = L.зz = С1132 - R-2 (2Dl1 - D12)д~д2-

- R- 2D
1105; Lзз = С11 + R-2D11V

2V2; q1 = RD1C12&
q2 = д2 (RС11ё,~ -+- DllX~); qз = RС11ё,~ - (дfD12 + д~D11) x~ ;

т т

_ 2 ~ Е · 3 3 2 ~ E iVi 3 3 .
D ll - 3 ..:::.., --'-2 (hi - h i - J) ; D12 = 3 ..:::.., 1_ v 2 (hi - hi-J).

i=ll-
vi

i= ! '

т

С11 = 2~
1=1

т

Е1 (h h ) С = 2 ~ EiVi (h h )
2 i - i-J; 12 ..:::.., 1 _ V~ , - , - 1 ;

l-v1 1= 1 '

д д д д V· 2 д2
1 = да ; 2 = дj3 ; ~ = д 1 + 2;

(3)

(2)

Здесь

Е" V i - соответственно модуль упругости и коэффициент Пуассона "{- го

слоя оболочки; h i - расстояние от срединной поверхности до границы раз

дела i-ro и (i + l)-го слоев; (2т - 1) - число слоев оболочки; R, и, и, ш

радиус и компоненты перемещений срединной поверхности оболочки . Функ

ции eg, xg, характер изующие скач ки персмещений и углов пов орота для ис
следуемой панели, предст авим в в иде [5]

eg(а, ~) = е (а) 8 (~) , xg (а , ~) = *х (а) 8 (~) , Iа 1< ао,

eg (а, ~) = xg(а, ~) = о , Iа I;> ао,
1

где е (а) = R [и (а)]; х (а) = - [82(а)].

Решение системы уравнений (1) представим в виде

г = LZЧ>l + РZЧ>2 (г = и, и, ш) .

Е; = R [~tдi + (2~ - 1) д?д~ + (~- 2) дYд~ - дlд~J;

Ри = R [11д? + (fL -11) д~д~ - дlд~] ; Lv = R [(2 + ~) д~д2 +

+ (5 + 2~) д1д~ + (4 + ~) д~д~ + д~ J ; Р; = R [11 (2 + ~) д1д2 +

+(2 +11+~)д~д~+ д~]; Lw = ~C11 (l - ~2) D1 ; Pw=-R[~07+
11

+(2~ +I ) д1д~+(2+~) д~д~ + д~] ; ~- ~. У\= DD 12
,- С11 ' 11

(4)

а функции Ч> ! (i = 1, 2) удовлетвор яют ур авнениям

о D о
DЧ>l = 102 (а, ~) , Ч>2 = RX2(а, ~) ,

D = V2V2V2V2+ а-2д4 а2 = D '1
1, ЮСll ( 1 - 11-2)

Подставляя выражения (2) в уравнения (4) и у ч итыв ая условия цикли

ческой симметр ии

v = О , д2w = О при ~ = + лjk, (5)

для определения разрешающих функций ер ; (а , fJ ) получаем формулу 4

k 00 ~ . о
ч>,(а, ~)=л L лnсоs kn~ ~ еl(~)Ф,, (~ -Cl)d~ и= 1, 2), (6)

n=О -ао

1 О
где е1 (~) = е (~) ; е2 @ = Х (~); ло = 2; )сn = 1 (n;> 1); Ф" (z) легко полу-

чить из формул , приведенных в работе [5]. з амен ив в последн и х с н а а .

Вдоль отрезка Iа I~ ао , ~ = о потребуем , чтобы суммарные (в обо-

лочке без разрезов и вызванные полем (2)) нормальное усил ие н: и изгиба-
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ющий момент M~ удовлетвор яли условиям свободных берегов разреза

N~(a ,O) =O, M~(a,O)=O при /al<ao. (7)

Подставляя соотношение (6) в (3), а последнее в формулы

N2 = CllR-
1

([lд1u + д2и + w - Rf-g),

М2 = - DllR- 2
[ (11дi + д~) w - д2и + R2xg] (8)

и удовлетворя я гр ан ичным условиям (7), для определен ия производных от

функци й е (а), х (а) получаем систему сингулярных интегральных урав

нений

1

~ r
2л J

- 1

Рm (а.о,) d G (t)
,-! "Г = т , jt I:;;;;; 1 (т = 1,2). (9)

Здесь .

2 1

Gm=fm- ~o: L: fF; (aot)Kmi[ao (t-т)]dт; [=:; ~=l;
i = [ _ 1 о

2No 2МО de
а2 = 3 - 2n - n2 ., f 2 f 2 F

'1 '1 1= C
l1

( I - )l 2) 2= R a 2C11(l-)l2) 1=- da. ;

Р2 = - а2 ~:; к., (г) = - +cth ~ + k~ - +(1- S~ZkZ ) cth ~z +

~ [ 1 ~ 1 А(1) А(2) 1 -kг!lZ1
+(l-(J)o)sgnz-4~1 т;; ~ gjn ( jn(J)1+ jп(J)2)-те Х

Х (sgn z - +knz) ]; К12 (г) = К21 (г) = 1']е- J~ sin V2iZ -
о<> 2

4 ~ 1 ~ 1 (1) D (2) 02 kz ~
-- -L - - (D jn w 1 + jnwz); K z2 (z) = - - 2- cth -2- + -kz +

а n g jn
п=1 j =1

+ (1- '1"\)2 (1 - S~:Z ) cth ~ - 11 (1 - (J)o) sgп г-

~ { I ~ I (3) (4) 1 -knlzl [ 2- 4 f:::l т; f:[ g;: (A jn(()1 + A jnwz) - 2 е (1 - "1) sgn г +

++(1 - 11)2knz] }; шо = ехр ( - ~;а )cos V2iZ ;

Ш1 = ехр (- ajn I г 1) cos bjn г sgn г; (()z = ехр (- а.; I z 1) sin 61пг ;

A~~ = tjnEjn - s jnH in - 2kZnZ
d jn + k4n4E

jn; D~~ = 11djn - kZn2E
jn ;

d jn = SjnCjn + tjnB jn; A~~ = (1- 1]2) (t jnE jn - SjnHjn)-

- 2k2nZ (2 -11 - 112) d jn + k2n2 (5 - 411 - 112) E jn - 2k6n6 (1 - 1']) в[п +
fjn = S jnB jn - tjnC jn ;

А (2) D(2) А (4) V A(I) D (I ) А (3 )
[п» [п » jn получим из выражении для [п , [п » [п , заменяя в послед-

них E jn , H jn, d jn, B jn соответственно н а H jn, - E jn , (j n, -Cjn ; формулы для

определения L n , E jn• H jn, pjn, g jn , Вь; C jn приведены в работе [5J; Ng,
Mg- усилие и момент в оболочке без трещин ,

Решая систему си нгуля рных интегральных уравнений (9) методом

механических кв адратур [2], для определения коэффициентов интенсивнос

ти [3], соответствующих нормальному усилию (K N) и изгибающему моменту

87



(I(м) , получаем

\ °V- .KN= - N2 Rao1(1,
2

(10)

(i = 1, 3);

(11 )
N ~ МО
},- (1) • (3) 21 (~my~y + amy~y ) = - R N° .

у= ! а 2

решая с истему N линейных алгебраических уравнений

нп

\ ' ( 1) Р. (3) 1
~ (amy~y + I'-'mv~v ) = ,
v= l

(1) (3)
(Ру , ~y на ходим,

Здесь

t I
ату = 2N [ 1 17mу + /(11 (г1 ) - К11 (Z2)]; ~my = 2N [1(12(Zl) - 1(21 (г2) ];

.8

0,3

Рис . 2.

0,2

/(""
J

о

0,2
»>

- 0, 2

-о »

- о, б "--_ _ -'--_ _ -'-_ --'-:---'-_-'---_

o,tО, М0,1, .

Рис . 1.

0,35

- .J.o- - ..L. ,--.I..
--2JТЛ
- - !

2,5 р
0,3

3,5

в формуле для оп ределени я 1Рту вер хн ий зн а к берем в случае , когда число

1 т - у! нечетно, а нижний - когда оно четно .

Для иллюстрации применения приведеиных соотношений рассмотрим

оболочку , составлен ную из трех изотропных слоев одинаковой толщины,

котор ая находится под воздействием внутреннего давления интенсивности р .

При этом сч итаем , что коэффициент Пуассон а " (у) = v неизменный по всей

толщине оболочк и; модуль у п ругости Е (у) внешнего и внутреннего слоев

р авен Е, а среднего - оБ, Тогда

2Eh 2Eh>
С11 = 3 (l - v2) (2 + и), С12 = уС11 , Dl1 = 8 l ( l -v2) (26 -+- и),

где h - полутолщина оболоч ки.

Ч исленный ан ал из коэффициентов интенсивности проводился при сле

дующих значен иях п араметров : R/I1. = 100, v = 0,3 , и = 0,2; 1; 5, k = 1;
7. Н а рис. 1, 2 приведены графи ки, х арактеризующие изменение коэффи -

циентов интенсивности к; и к; соответствен но в завис имости от относитель-
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ной длины разрезов ао = l/R и их количества. Кривыми 1, 3 показано изме

нение коэффициентов интенсивности в оболочке с одним разрезом (k = 1),
а кривыми 2, 4 - в оболочке с семью (k = 7) разрезами . При этом штри 

ховые линии соответствуют однородной оболочке (а = 1) , сплошные линии

1, 2 - параметру о = 0,2, а 3, 4 - параметру (J = 5. Как видно из графи 

ков, коэффициенты интенсивности имеют меньшее значение для оболочек ,

в которых модуль упругости внешнего и внутреннего слоев превышает зна

чение модуля упругости среднего слоя .
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(5)

Рассмотрим плоскую задачу о контактном взаимодействии упругих тел при

неполнам контакте . Тела моделируем нижней 51 и верхней 52 полуплескос 

тями , которые контактируют без трения вдоль оси абсцисс L декартовой

системы координат и находятся под действием сжимающих усилий на бес -

конечности о'; = -р . Под влиянием системы сосредоточенных сил Р k =
= P xk + iP Yk В точках ZOk и моментов M k в точках 2,,0 (20k , 2kO Е 5 k ) вдоль

N отрезков [
"

= [аn , Ьn ] линии L образуются зоны нарушения прямого кон-
N .

такта . Вдоль L = L" "" L', где L ' = U Ln , тела контактируют непосредствен-
n=l

но. К границам полуплоскостейн а L' п р иложены нормальные Uyl = Р- (х),

оу2 = р+ (х) И касательные 'Тху ! = Q- (х) , "ху2 = Q+ (х) усилия . Здесь и
далее индекс 1 у величины относит ее к области 51' индекс 2 - к 5 2, а обо

значения для компонент тензора напряжений, вектора смещений и упругих '

постоянных общеприняты (1] . Требуется определить напряженно-деформи 

рованное состояние в телах, форму зазоров и их местоположение .

Напряжения и перемещения должны удовлетворять граничным усло

виям на линии L и на бесконечности:

Тхуl = 'С.су2 = О (х Е ["), 'схуl = Q- (х) , 'Сху2 = Q+ (х) (х Е L') ; (1)

ау! = ау2 (х Е L"), Uyl = Р- (х), ау2 = р+ (х) (х Е L'); (2)

v; - - v; = о (х Е [ "); (3)

U yk = - р, 't~k = O;k = о (k = 1, 2). (4)
Перейдем к решению задачи. Напряжения и перемещения выражаются

с учетом условия (4) через комплексные потенциалы Ф, (2), продолженные

из области 5 k в 51 (k , l = 1, 2; k =1= [) и убывающие на бесконечности, сле 

дующим образом (1, 3]: .

Gyk - i 't xyk = Фk (2)- Ф, (Z) + (г - г) Ф~ (2) + А (2) - р;
" - - -,- р

2~lk (щ+ iV k) = ХkФk (2) + Фk (г) - (г - г) о, (2) + Bk (2) + 4 (3 - Х/<)

(zE5k ; k = 1,2),
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