
ские оболочк и . Они позволяют достаточно просто найти частные решения

при любом температурном поле, если имеются решения соответствующих

СИЛОВЫХ задач . Наиболее эффективного применения установленных соот

ношений можно ожидать п р и построении напряженно-деформированного

состояния оболочек на основе приближенных уравнений, например полу 

безмоментной теории , тео р ии краевого эффекта, тангенциального и изгиб 

ного состояний [4- 6] , особенно при рассмотрении задач о локал изов анных

воздействиях и задач для оболочек с неоднородной структурой (наличие ,

напр имер, дискретных макровключен ий).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИй

В Т ЕЛЕ С РАЗРЕЗАМИ ПРИ АНП1ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

В данной статье рассмотрена динамическая задача для пространства с раз

резами при антипдоской деформации . Соответствующая краевая задача ме

тодом теории потенциала сведена к системам сингулярных интегродиффе

ренциальных уравнений . Н айдены перемещения и коэффициенты интенсив

ности напряжений для прямолинейной трещины .

Рассмотрим упругое изотропное пространство, содержащее N полосо

видных вдоль оси г разрезов Е, (i = т;-N). Предположим, что тело с разре
зами находится в условии антиплоской деформации. В этом случае един 

ственным отличным от нуля персмещением будет W, которое удовлетворяет

уравнению

a2U7 a2\V 1 a2U7

дх2 + ---СГ-у2 = - 2 дfГ ' (l)
С2

где c~ = fL/P; fL , Р - модуль сдвига и плотность материала среды ;
W (х, У, t) - персмещение вдоль оси г . Не исчезающие в этом случае комгто

ненты тензора напряжений определяются соотношением

aU7
аш = I.t --;эn , (х, У) Е ь . (2)

Здесь п - нормаль к контуру L ( U [;) . Относительно контуров L i предпо

лагаем , что они являются р азомкнутыми кр ивыми Ляпунова. Знаками «+»
и «-» обозначаем значен ие соответствующих величин слева и справа ОТ кон

тура [ .
. ,Дл я определения перемещений W имеем граничные условия

((J~z)+ = - (CJ~zГ = (J~z. (3)

Решен ие поставленной задачи построим следующим образом . П р именя я к

соотношениям (1)-(3) интегральное преобразование Лапласа - Карсов а .
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получ аем

дW

a"z = М- an '

(4)

(5)

(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

Здесь черточкой обозначено тр ансформанту , а через р - параметр п реоб-

разования Лапласа - Карсона. -
Таким образом , пр ишл и к задаче для ур авнен и я Гельмгольца (4) с г ра

н ичными условиями (6), метод решени я которой известен [Г].

Представля я трансформанту перемещен и я W (х , у , р ) в виде суммы ана

логов логарифмическ их потенциалов (потен циалов для уравнен и я Гельм

гольца) двойного слоя [2] с неизвестными плотностями

N
- 1 р ~--., ('-w (х, у . р) = 2л с;- j~l r_Yj (5, р) cos (n , T j ) 1(1 (W j ) аз ,

I

из гран ичных условий (6) для определения последних получаем интеграль

ные уравнения

N+L ~ J[У! (5, р) cos a~jKl (Ши) -
л С2 j= l ь ,

I

Р - " ] 1 - 1- - Yj (5, р) cos аиКо (Ши) аз = - a"z,
~ ~

где К! (ш) - функци и Макдональда ; Wij = Е: гч ; Tij - рассто ян ие между
С2

точкой N дуги Е, и точ кой М дуги L;; a ; j = ai j + a?j ; a j j , a~; - углы
-->

между вектором Tlj и положительными касательными к L j в точке М и к

Е, в точке N. Решая уравнение (8), находим трансформанты неизвестных

плотносгей Ус (5, р ) , после чего из формул (7), (5) получаем трансформанты
перемещен и й и напряжений. Применяя к последним обратное п реобразова

н ие Лапл аса-Карсон а, находим перемещен ия и н апряжения .

Рассмотрим прямолинейную трещину, находящуюся в условии анти

плоской деформации и занимающую область Iх I< [, у = о , I z 1< 00.

Пусть к ее берегам мгновенно приложены напряжения a;t. = - ау; =
= аое (t) , где е (t) = о, t < о , е (t) = 1, t > о. в изображениях Лапла

са - Карсона и нтегральное урав нение задачи получим из у рав нения (8),
. -1 О

В котором полагаем ) = 1, ауг = ао • aij = aCj = о,

1

21л +- Jy'(5, p)K1 1 f- (Х - s) ] ds -
2 _ / L 2

/

- _1_ L 5у (5, р) КО [L (х - S) ] d5 = _1 ао .
2л ~ - 1 ~ ~

После некоторых преобразовани й уравнен ие (9) легко привести к виду

1

~n 5у' (~ , р) К (u) d'?, = c~ ~O .
. -1

Здесь и = 1- (х - '?,);
2

и ос>

К (и) = К1 (и) + SКО (и ) du = SУ7' sin Y1udfJ.
о о

(11 )



Точных методов решения уравнения (10) в настоящее время не имеется,

а приближ енные решения можно получить асимптотиче скими методами, раз

витыми в работе [3].
Приближенное решение уравнения (10) можно получить в замкнутом

виде, если в выражении (11) использовать следующую аппроксимацию :

1/"""""+l
11 - ::::::: cth '1']. (12)

11

Максимальная относительн ая ошиб ка такой аппроксимации (12) в пределах

{] = 1,2 -;.... 1,6 составля ет около 8 % и быстро уменьшается по мере увели-

~(r)

1,0

0,5

о 10 20 30

Рис . 1.

(13)р!

р*= с·
2

- ( ) 4 ио ll' х, р* = - - -arccos
л ~t р .

чения или уменьшения '1'] от указанного интервал а. При такой аппроксима

ции ядро интег рального у р авнен и я у прощаетс я , а само интегр альное урав 

нение допускает разре шение в квадратура х [4]. в результате пол уч им

h ЛР. х
с ~2-!

h яр ;
с - 2-

(14)

Имея указанное решение , трансформанты персмещений и напряжений в

произвольной точке пространства определяем по формулам

/
_ l р ('- -<:

\\1' (х, у , pJ = 2л -+ J у (~, Р.) К1 (р*г) cos (у, г) d~,
- /

(15)

где

При решении задач о предельно-равновесном состоя н и и тел с трещинами

важно знать коэффициент интенсивности напряжений

kз (t) = 1im Vх2 - 12 ауг (х, О, t), (16)
Х-+/

трансформанта которого с учетом формул (13) определяется формулой

- -V2 ' I thT P.
kз (р*) = ао V1 - v. (17)

л Р.

Для нахождения оригиналов перемещений и коэффициентов интенсивности

напряжений воспользуемся одним из приближенных методов [5].
На рис. 1 представлена зависимостъ коэффициента интенсивности нап-

о ~ k (Т) с t
ряжении kз (т) = 3,;- от безразмерного времени, = _2_.

ио r 1 L
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В литературе данной задаче посвящено нес колько работ [6- 8]. Однако
единого мнения относител ьно , н а п р имер, максимума превышен ия динам и

ческого коэффициента интенсивности напряжений над статич еским нет .

В работах [6, 7] этот показатель равен около 50 %, в работе [8] - меньше

25 %. Рез ультаты , полученные в работе и представленные на рис . 1, пра к 

тически совпадают с результатами работ [6, 7] . Отметим, что эти задачи р е

шались р азными методами, поэтому вряд ли можно сч итать совпадение ре-

wm

о 10 20 30

Рис. 2.

40 Б9

зультатов случайным . Кроме того , решение , полученное н ам и для k :з Се), ис

следовано (чего не сделано в работах [6- 8J) во всем интервале времени . Как

видно из рис . 1, при т > 50 практически динамический коэффициент ин -

тенсивности напряжений совпадает со статическим . .

На рис . 2 представлена зависимость W= 3l::..- w (х, у, t) в точ ке (l, [)
ао

от в р емен и т. Как видно , характер поведения перемещен ия в этой точке

идентичен поведению коэффициента интенсивности напряжений с незначи

тельным сдвигом во времени.
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Т ЕРМQУПРУГОЕ СОСТОЯНИЕ ПОЛУПЛОСКОСТИ

С ВКЛЮЧЕНИЕМ И КРИВОЛИНЕйНЫМИ ТРЕЩИНАМИ

Рассмотрим упругую полуплоскость с впаянным круговым упругим в клю

чением единичного ради уса. Предположим , что на линии спая у включения

и матрицы имеют место условия идеального теплового и механического кон 

такта , граница полуплоскости Г свободн а от внешн и х нагрузок и поддер

жив ается пр и нулевой температуре или теплоизолирована. Включение и м ат

рица осл аблены трещинами, которые размещены на простых гладких кон 

турах .
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