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МАТЕМАТИЧЕСКАЯ АНАЛОГИЯ МЕЖДУ ЭФФЕКТАМИ

ОТ СИЛОВЫХ И ТЕМПЕРАТУРНЫХ ВОЗДЕйСТВИй

НА ФИЗИЧЕСКИ ОРТОТРОПНЫЕ ЦИЛИНДРИЧЕСКИЕ ОБОЛОЧКИ

При решении различных зада ч термоупругости многосвязных тел и тел

сложной конфигурации, термоупругости пластин и оболочек весьма полез

ным оказывается использование различного рода аналогий между напряжен

но-деформированными состояниями , порожденными силовыми и температур

ными полями [1, 3, 7, 8]. Например, для изотропной цилиндрической

оболочки С. П . Т имошенко [8] установлена чрезвычайно наглядная свя зь

между темп ер атурным воздействием и нормальным давление м в случае

ос есимметричной задачи. Здесь ог р ан и чимс я установлени ем соотношений

между частными интегралами дифференциальны х уравнений при силовом

и температурном воздействия х общего характера .

для получения завис имостей математической аналоги и з ап ишем раз 

решающие уравн ения общей теории упр угих тонких физич ески ортотроп 

ных оболочек в случае воздействия комп онентов силовой нагрузки и линей

но изменяющегося по толщине оболочки темп ер атурного поля:

LФJа , ~) = - R4D1
1pi (a,~) (i = 1; 2),

LФз (а, ~) = R4D1
1
рз (а, ~),

LФ* (а, ~) = (а21 + Vtall) c-2J<,J* (а , ~ ),

а + У а
LФ** (а, ~) = - 21 6с2 ] 11 /zt** (а , ~),

д8 д8 д 6 д8 д6

L = даВ + 06 ,2 дa6д~2 + 2v2 да" + 0 4.4 дa4д~ 4 + 04.2 да4д~Z +
д4 д8 д4 д4+ л да4 + 0 2,6 дц2д~ 6 + 02,4 дц2д~4 + 0 2,2 дцZд~2 +

2 д
4

( д
2 )2 1 - У]У2 д

4

+ Л д~4 д~2 + 1 + с2 Л дц4 '

Здесь приняты следующие обозначения :

А - y~ [У ]
0 6,2 = -/J--1- + 4!-t1; а4,4 = 2л 3 + /J-: (1 - V1V2) - 4v1(v2+ !-t1) ;

04 ? = а44; 0 26 = Л06 2; 0 24 = 2л (а6 ? _- "'~); 0 2 2 = Л ('А - v~ - 2v~) ,.. - , . " ,- ~ . ~tl "

л= EEz = У2 ; Di = 12(lEi
h3

); !-ti= E~' (1- V1"'2) (Ё= 1; 2);
1 У1 - VI VZ ,

h2
с2 - •

- 121(2 '
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Е1 , Е2 - модули упругости материала оболочки в направлении а и В со

ответственно; С - модуль сдвига; "1 - коэффициент поперечного сжатия

в направлении ~ при растяжении в направлении а; "'2 - коэффициент попе

речного сжатия в направлении а при растяжении в направлении Р; ан, a2t
коэффициенты 'линейного температурного расширения в направлении

а иВ соответственно; t* (а, В) - температура срединной поверхности обо

лочки; t** (а, В) - температура, характеризующая перепад температуры

по толщине стенки: 2t* (а, Р) = t1 (а, ~) + t2 (а, ~); 2t** (а, ~) = t2 (а;

~) - t1 (а, ~), где t2 (а, ~), t1 (а, ~) - температура внутренней и наружной

поверхностей оболочки; Р1 (а, ~), Р2 (а, ~), Рз (а, ~) - продольная, окруж
ная и радиальная нагрузки.

Перемещения, усилия, изгибающие моменты и другие факторы выра

жаются через соответствующую разрешающую функцию в зависимости от

направления нагрузки или вида температурного воздействия (2,5].
Пусть имеет место совпадение законов изменения силовых нагрузок

и температурных полей: Р (а, ~) = РО Х (а, ~), t (а, ~) = toХ (а, ~).

Тогда после очевидных преобразований находим связь между разреша

ющими функциями термсупругой и силовой задач, а затем получаем прямые

дифференциальные зависимости между искомыми факторами термоупру

гой и силовой задач. Запишем их отдельно для температурного поля t* (а,

Р) :

и* (а, ~) = - [е :а u(l) (а, ~) + л :~ и(2) (а, ~) + ли (3) (а, ~)] t~t,

и* (а, ~) = - [е :а u(l) (а, ~) + л :~ и( 2) (а, В) + ',и (3) (а, ~)] п;

w* (а, В) = - [е :а w(1) (а, ~) + л ~ w(2
) (а, ~) + лw(3) (а, ~)] п;

т; (а, ~) = - [е :а Т}!) (а, ~) + л :~ т}2) (а, В) + лТ}3) (а , ~)] t~1 -

- Ти (а, ~),

5; (а, ~) = - [[) д: 5~') (а, ~) + л :~ 5}2) (а, ~) + л5 }З) (a,~)] п:

0* (R) [8 д C(l) R) 1 д с( 2) 0(3)] •( a,1-' = - да i (а, 1-' + Лдj3 i (a,~) + л i (a,~) tp(

и температурного поля t** (а, ~):

** ( r:\) _ [л д (2) ( R) (8 д
2

л д
2

) (3) ( r:\)] f* *и а, 1> - (Jj3 u а, 1-' - да2 + д~2 и а, fJ р/ '

u** (а, . ~) = [л :~ и(2) (а, ~) - (8 д:~ + л :;2 )",(3) (а, ~)] f;;,

w** (а, ~) = [л :~ W(2) (а, ~) - (8 д~2 + Л :;2) w(3) (а, ~)] t;;,
*. [д (2) (д

2

д
2)

(3) ] ••Т, (a,~) = Л~ТI (а, ~)- е да2 + т д~2 Т ! (a,~) fp,'

5' * [д (2) (д
2

д
2

) (3 ) ] ••
i (a,~) = л atl 51 (a,~) - е да2 -~ л д~2 51 (a,~) f p/ '

с;* (а, ~) = [л :1'1 с\2) (а, ~) - (е д~2 + л д~22 ) С}3) (а, ~)1f;; - Си (а, ~).

В этих соотношениях и дальше индексы в скобках обозначают, что тот

или иной фактор возникает в оболочке при действии продольной (1), окруж
ной (2) или радиальной (3) нагрузок. Кроме того, введены следующие новые

обозначения:
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T 2i(rx,t)=

2
GIt (а, ~) = h D1 (а l 1 + V2rx2i) t** (а, ~) =

2
О21 (а, ~) = h D2 (а21 + V1a 1t) t** (а, ~) =

(ан + v 2( 21) E1 ~ t** (а А)
1 - V 1V 2 6 ' jJ ,

(а2 1 + v1( 11) Е2 ~ t** (а А)
1- V 1V 2 6 ' 1-' ,

е = аа+ V2~t [. (а21 + v1a1tJ t; е.н
Cl.21+ v1a11' pl = (1 - V1V2) РО -Т '

t.. = (а21 + v1(11) t;·E1 (3.....)2
pl 6(I-V1V 2)PO R

Записанные соотношения формально установленной математической

аналогии позволяют выразить частные решения для всех искомых факторов

термеупругой задачи через соответствующие факторы при силовом натруже

нии оболочки.

При использовании уравнений типа Власова - Доннелла записанные

выше соотношения полностью сохраняются, а приближенных уравнений по

лубезмоментной теории, теории краевого эффекта, изгибного или тангенци

ального состояний - претерпевают соответствующие упрощения.

В полубезмоменгной теории соотношения математической аналогии при

обретают весьма простой вид:

для температурного поля [* (а, ~)

д ••
u* (а, ~) = - е да U(1) (а, ~) tPl, Т 1 (а, ~) =

д т(1) R [. R= ~ е да 1 (а, 1-') рl - T 1t (а, 1-'),

• д (1) •
О2 (а, ~) = - е да О2 (а, ~) fp I,

а для температурного поля t** (а, ~)

u** (а, ~) = - л ( :;~ + 1) u(3) (а, ~) [;:,

•• ( д2
) (3) , ••

Т! (a,~) = -л дВ2 + 1 Т! (а, ~)fPI,

•• ( д
2

) (3) ••
О2 (а, ~) = - л дВ2 + 1 О2 (а, ~) fpl - О21 (а, ~).

Для тангенциального и изгибного состояний, являющихся аналогами

плоской задачи теории упругости и задачи изгиба пластинки, получаем

u* (а, ~) = - [о :а u(l) (а, ~) + л ~ u(2) (а, ~)] п:

и* (а, ~) = - [е д~ V(I) (а, ~) + л :в и(2) (а, ~)] f~l,

т; (а, ~) = - [о д~ T~l) (а, ~) + л :в т\2) (а, ~)] f~1 - T it (а, ~),

S*{rx, ~) = - [~ д~ S(I) (а, ~) + л :в S( 2) (а, ~)] п:

** ( А) _ (е д
2

• ~ д
2

) (3) ( А) {'W а, 1-' - - да2 -1 fI.. дВ2 W а, 1-' pt,

•• _ (д
2

д2 ) (3) ••
О, (а, ~) - - е да2 + л дВ2 О, (а, В) [Р1 - Git (а, ~).

Таким образом , зап исаны соотношения математической аналогии, уста

навливающие прямую дифференциальную связь между эффектами от сило

вого и температурного воздействий на физически ортотропные цилиндриче-
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ские оболочк и . Они позволяют достаточно просто найти частные решения

при любом температурном поле, если имеются решения соответствующих

СИЛОВЫХ задач . Наиболее эффективного применения установленных соот

ношений можно ожидать п р и построении напряженно-деформированного

состояния оболочек на основе приближенных уравнений, например полу 

безмоментной теории , тео р ии краевого эффекта, тангенциального и изгиб 

ного состояний [4- 6] , особенно при рассмотрении задач о локал изов анных

воздействиях и задач для оболочек с неоднородной структурой (наличие ,

напр имер, дискретных макровключен ий).
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДИНАМИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ И ПЕРЕМЕЩЕНИй

В Т ЕЛЕ С РАЗРЕЗАМИ ПРИ АНП1ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ

В данной статье рассмотрена динамическая задача для пространства с раз

резами при антипдоской деформации . Соответствующая краевая задача ме

тодом теории потенциала сведена к системам сингулярных интегродиффе

ренциальных уравнений . Н айдены перемещения и коэффициенты интенсив

ности напряжений для прямолинейной трещины .

Рассмотрим упругое изотропное пространство, содержащее N полосо

видных вдоль оси г разрезов Е, (i = т;-N). Предположим, что тело с разре
зами находится в условии антиплоской деформации. В этом случае един 

ственным отличным от нуля персмещением будет W, которое удовлетворяет

уравнению

a2U7 a2\V 1 a2U7

дх2 + ---СГ-у2 = - 2 дfГ ' (l)
С2

где c~ = fL/P; fL , Р - модуль сдвига и плотность материала среды ;
W (х, У, t) - персмещение вдоль оси г . Не исчезающие в этом случае комгто

ненты тензора напряжений определяются соотношением

aU7
аш = I.t --;эn , (х, У) Е ь . (2)

Здесь п - нормаль к контуру L ( U [;) . Относительно контуров L i предпо

лагаем , что они являются р азомкнутыми кр ивыми Ляпунова. Знаками «+»
и «-» обозначаем значен ие соответствующих величин слева и справа ОТ кон

тура [ .
. ,Дл я определения перемещений W имеем граничные условия

((J~z)+ = - (CJ~zГ = (J~z. (3)

Решен ие поставленной задачи построим следующим образом . П р именя я к

соотношениям (1)-(3) интегральное преобразование Лапласа - Карсов а .
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