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ОБ ОДНОй ВАРИАЦИ ОН НОЙ ФОРМУЛЕ СМЕШАННОГО ТИ ПА

ДЛЯ КОНТАКТНЫХ ЗАДАЧ ТЕрмодиФФузионной ТЕОРИИ

ДЕФОРМАЦИИ СЛОИСТЫХ ОБОЛОЧЕК

Рассмотрим упругое тело из N однородных трансверсально-изотропных

слоев постоянной толщины 2h(i) каждый, которое находится в неравномер ­
ных температур ных и концентрационных полях, обусловленных тепло­

и массообменом с внешней средой или деформацией самого тела . Предпола­

гаем, что на границе р аздела контактирующих слоев S(k,k+l) (S(k,k+l) =

= y(k) n v (k+l) , 1 ::::;;; k ::::;;; N - 1), представляющих собо й трехмерное тело

объема уи) (i = 1, 2, ... , N), имеет место идеальный механический и физи-

ческ ий контакт . Между поверхностью 2:, ог р ан ичивающей объем У (v=

= if\ V(i )), и внешней средой осуществляется тепло- и массообмен по кон­
вективному закону. П р и этом учитывается , что поверхность 2: состоит из

верхней S+, нижней S_ граничных поверхностей слоисто го тела и боковой

S' (SI = ift S(i)). образующейся нормальными к среди нно й поверхности
О; сечени ям и соответствующего слоя, на кото рых соответств енно заданы

компоненты напряжений p;i) (j = 1, 2,3), смешени я й)i), известные зна­

чения темп ер ату ры t~i) и химического п отенци ала fl~i ) диффундирующего
вещества.

Тогда следуя работам 0 -3], представим в криволинейнойсистеме ко­

ординат a~i) (a~i) = z(i»), нормальн о связанн о й со срединной поверх нос­
тью О, соответств ующего слоя, общи й фун кционал диффузионной теории

дефор мации в виде

К -- / е . /1 -L /С- V- /s-Т- S I s·
Здесь

N

/ V= ~jИ {РiЭi(еmi, S, С) -И\\) [e\\)-L\ \) (Иm) ] -
,=1 \;и)

и ) и) и) и) (i) (i)
- И22 [е22 - L22 (Иm) ] - (J12 [e12 - L 12 (И1 , Иz) ] -

(' ) ( ') ( ' ) ( ') (' ) ( ')
- (J i ~ [el ~ - L L~ (И1 , из) ] - И2~ [ e2~ - L2~ (И2 , из) ] -

- и~) [e~~) - Lt,) (ИЗ) ] - х~i)и~i) ++РiрzИi) + grad t;Ft+



LUJ (И ) - И(i) ·33 3 - 3.3 ,

х н \ i)н~i )dсД)dа~ )dz ( i );

I ~ = У. [SJ р)i )и)i)d5 + SSp)i) (И)i ) - U)i») d5] + SS ~tиtd5 +
;=1 S(i) S(i ) 5+

а u

+ SS ~-;;иjl)d 5 +~I jj (J)~.k+ l) (И)k) - и)k+ I ») d5(k,k+I);

5_ k=1 S(k,k+ l)

(i)

Э ( 5)
То 5 2 + dc 2 d(i) 5 ...L О; и)2 I

i em j, , С = --ес-; -с;- С; + s С ; 1 I - e12 т
2С;, " Р;

+~ (e( ; ) 2 + eи )2). + _1 _ (!(S ,c_ ~ G .) e(.i)2 + _l_e(i) (аУ)с . + аи)5 .) I э(i ).
Р; 13 2з 2Pi ' :3 ' 11 Р; 11 с t " т О?

д
Р = --a:r (т = 1, 2, 3);

Lи) (И ) = _1_ И + 1 н(iJи (i ) + _1_ и) Щ.
11 т Ни) 1, 1 (Н Н )и) 1,_ 2 H (i ) Н I,ЗUз ,

1 1 2 1

ни } H ( i )

L(i) (И И) = _ 1_ (ии)ни}) + _ 2_ (и(i)н (i») .
12 l' 2 нщ 1 1 ,2 ни} 2 2 , 1,

2 1

(

и)

L ( i } (И И ) = H (i ) ~) + _1_ И( i) (1 '2z: 2),'
13 ~ ' l I H(i ) ни ) 3,1 -с-т-

1 ,3 1

Ри) _ ри)n + ри) n .
v - 1 1 2 2,

э~i): ~ внутренняя энергия трансве р с ально- изот ропного i-ro слоя в на­

чальном состо янии Се = О) ; аЩ , e~} , U)i ) - компоненты тензора на ­
п ряжен ий , дефо рмаци й н векто р а перемещен ий i-ro слоя соответственно ;

х (Р - компоненты вектора объемных сил; а-;;, a'j; - зада нные факторы
u (k k+ l) u

внешнего воздеиств и я; aj; . - компоненты вектора межелоиных контакт-

ных напряжений , возникающие на поверхности 5(k,k+ I); -;; (n 1 , n 2 , nз) - век­
тор внешней нормали к срединной поверхности слоя; н1 , Н2 - коэффициен­

ты Ламе ; Р ; - плотность; Kt·C , Gi - постоя н ные упругости; о; - модуль
сдвига в площадках, перпендикулярных к срединной поверхности ; 5 i , f i •

f.L i' с, - приращения энтропии, температуры, разности химических п отен­

циалов компонент твердого раствор а ' и концентрации растворенного вещест-

в а соответственно ; p)i), Rji) - компоненты векто ро в колич ества энтропии
и массы; Лi , L i - коэффициенты, ха рактеризующие тепло- и массепровод­

ность слоя ; л~i), L ~i ) - коэффициенты тепло- и массообмена на соответ­

ствующей поверхности ; d~i) , d~ i) - постоянные , х а рактеризующие измене-
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ние химического потенциала с изменением для данного материала с и 5;
c~, c _ удельная теплоемкость при постоянных объеме и концентрации;

a~i), a~i ) _ постоянные материала, характеризующие изменение напряже­
ний в зависимости от с и 5. Запятая в н ижних индексах (1) означает диффе­

ренцирование по соответствующей координате. Поверхностные интегралы

распространены на соответствующих участках 5{ (f = а, и, t, 5, /-t, с) , кото­

рые, не перекрыв аясь, составляют полную поверхность слоистого тела.

I -
Отметим, что 1~ определяется из 1, при замене величин типа Р, t, 5,

:л на -д, /-t, с , L с аналогичными индексами соответственно .
Дальше, варьируя вы р ажен ие (1) по всем независимым функциональным

аргументам , из вариационного уравнения ОК = о получаем:

уравнения состояния

и) (К" С 2 r>O) (i) !: + 2G (1) + ( (1)5 + (1) )!:(Jmj = i - Т Иl emjUm j iemj а, ; ас с. Чт] ,

(2)

балансовые уравнения

т - и) (i) . - .gradt i + Р ~ Р• = О, Н 1 Н2 Pi5 i + dlV Р• = О,
~.,

(3)

механические

(5)

(4)(1) - 5
(Jj ' = (Jj, н а _,

на 5~i), U}i) = й}i) на 5~)

(N) + 5
(J [ г = (J [г на +,

Р(l ) (1) ( i) р-(i)
j = (J t j n1 + (JZj пz = j

и физические граничные условия

T~ ПзРРf + (t± - t; ) = О на 5;,
л',

~ рри) _ (t (l ) _ t (l») = о на 5 ~i ) ;
Л, ( L) V S с

S

условия на границе контактирующих слоев

U
(k ) U (k+l ) (k ) _ (k+l) _ (k ,k+l )
j = i ,а[г - (J [г - (J [г (6)

Р~ (п Р )(k) + t(k ) = о
Л,( k) 3 3

s

5 ( k )
на s ,

(7)

(8)

~P (п Р )(k+l) + t(k+l) = о 5 (k+l )
Л, (k+l) 3 3 на s •,

Здесь Omj = {6:::: '* {. Аналогично из уравнени й (3), (5) - (7) при замене

указанных выше величин получим граничные услов и я дл я химического по­

тенциала. В соотношен и ях для a~~) вместо еЛ следует писать с;
Геометрические соотношени я и уравн ения движения, которые следуют

из вариационного уравн ения, известны [3, 5] и их приводить нет необходи­

мости. Использу я уравнен и я (3), из граничных условий типа (7) имеем ра­

вен ство температ ур, химических потенциалов соп р и касающи хся тел, а

также равенство потоков тепла и вещества через поверхн ость раздела в виде

t(k ) = t(k+l ) , .,(k)t (k ) = "Y+ 1)t(k+ 1)
,.3 .3 ,

(k) _ (k+l) L(k) (k) _ L(k+l ) (k+l)
f.t -/-t , /-t.3 - f.t,3



(9)

соответственно. Здесь физические величины t и f1. определяются с помощью

формул (2). При d; = dc = О из уравнения (1) имеем вариационное уравне­

ние связанной термсупругости слоистых тел .

Приведем выражение (l) к двухмерному континууму . Следуя работам '

[4 ,5], внесем в уравнение (1) смещен и я U~i) = U~i) + z(i) 'Y~i), учитывая
пр и этом сдвиговые, нормальные деформации и то, что

(i ) = v,_· _ ( i ) + 1 + Vi ( p,(i)C( i) + R(i)5 (i»)
'Уз 1 _ Vi е 1 _ Vi t-'c 1 t-'s 1 •

(12)

(11)

(10)

h 1,,(2)
л _ _2 _З_ .

t - h л( l) ,
1 З

где

( i) _ (i) + ( i) (5 С) _ 21- l
где е - е\ е2 , " н >: I

2h i

h i

j (5 , С) z [-Jdz (i) - интегральные У3 ­
-h i

рактеристики энтроп и и и концентрации; е(/' , e~) - компоненты дефор ­

мации среди н ной поверхности; " ! - коэффициент Пуассона; ~ ~i) , ~ (:) ­

коэффициенты линейного расширения [5] (l = 1, 2) .
В результате получим основной функционал теории механотермодиф­

фузии слоисты х оболочек , из которого в качестве у р авнений Эйлера и ес­

тественных граничных услов ий вытекает зам кнутая система взаимосвязан­

ных уравнени й и условий на контуре и границе раздела соответствующих

оболочек . Для однородной оболочки с приведенными характеристиками

материала эти у равнен ия зап иса ны в работе [5] .
Не ограничивая общности з адач и , приведем балансовые уравнения

двухслойной трансверсально-изотропной оболочки , вытекающие из двух­

мерного функционала, к уравнениям теплопроводности для оболочки с тон­

ким покрытием, которые с учетом соотношени й

T~2) = Qi 1 [hzIL \2 )tt + (1 + h2h;2») tt ],

T~2) = Qi 1h2h\2) (tt - tt)

IJ условия теплообмена оболочки с внешней средо й

2h(2) ",( 1)
Д 't+ + _ 1_ Q-I (t t _ t+) _ _ 2 з_ ( дt 1 ) = о

2 1 п. t с 1 h I (2) дг '
" 2 'з 1 , Z,= ll t

имеют следующий вид:

(~~ + +Л1д2)Т\I ) + +Лlд2т~ l ) - ~~~ (1 + ни;', Т\!) +
h(I ) 11(1)

+ _ 1_ (I - H Q- I) т(I ) = _ _ 1_ (Г + fjQ- lt+)
2h

1
1 2 2h

1
с 1 с,

3 h ( l)

(Д j +ТЛtд2)Т~1) +fЛtД2Т\I) + ++ (l-НQ-l)т(l)-

3 h I -1 (1) 3h~ l ) -1 + -
- - 2- (f1.1 + 111H Q ) Т2 = --2h' (HQ 'с - t c ) ,

2h l 1

t,± = T (jl ) ± Т(2/) ,' л· Л/ л 1 2 + h 1(1)
'-'k = ,(1 ) '-', --а- Р; flt = 1 11 ;

"з /

Д, = A(I)~( /) [ д:и ) ( ~:; : д:п )+ a~1) (~~: : д~/) ) } ;
1 2 1 2 1 2 1 2

h(2)",(2) '}.у)

Qt = 1 л, 2hl(2)h2 ,' Н = / З а, = З
, h (l )", ( I ) Р се. с '

1 З ' ,

л~l) - коэффициент теплопроводности в перпендикулярной к срединной
поверхности О, плоскости; А \/) , A ~/) - коэффициенты первой квадр атич­

ной формы срединной поверхности ; т\/) , T~ ) - интегральные характе­
ристики температуры.
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Положив в выражениях (1 2) h1 = hz, a1 = а-, Л~!) = Л/, получ им
уравнения теплопроводности для однородных оболочек одинаковой толщи­

ны , совпадающие п ри hz = О с п р иведенными в р аботе [5]. Отметим , что ана ­

' логичные ур авнен ия для трехслойной оболочки приводятся к уравнени ям

диффузионного типа для оболочки с двухсторонним или двухслойным по ­

крытнем .
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РАСЧ ЕТ НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ

ЭЛЕКТРОПРОВОДНЫХ ПЛАСТИН

ПРИ ВЫСОКОЧАСТОТНОМ ИНДУКЦИОННОМ НАГРЕВЕ

Изложим методику расчета термонап р яженного состояния тонких упругих

электроп роводных неферром агнитных пластин , которые на ходятся п од

воздействием квазиустановившегося электромагн итного пол я , создавае­

мого внешними источ никами тока высоко й частоты . П р и ЭТОу1 исходим из

известной расчетной модели определения термон а п р яжен но го состоя н ия

электропроводных тел при индукционном нагреве [3], в которой решение

задачи состоит в поэтапном оп ределении электромагн итного пол я, джоулева

тепла, температурного поля и квазисгатических нап ряжени й.

Определение электромагнитного поля и джоулева теп ла . Пусть рас­

сматриваемая электроп роводная пластина толщиной 2/1, в области которой

(область D) отсутствуют сторонн ие зар яды 11 токи , помещена в диэл ектричес­

кую с р еду (область D o) и подвергается воздействию нвазиусгановившегося

электром а г н итного поля. Электромагн итное поле возбуждается индуктором ,

п р едставл яющим собо й токо несущую плоскость, па раллельную нагрев ае­

мо й п оверхности пластины .

На первом этапе решения исходной зада ч и , т . е. при определении элек­

тромагн итного п оля, будем исходить из у р авнен ий электроди н амики , зап и­

с анных относительно комплексных амплитуд напряженностей электри ческо-

го пол я Е, Ео [3]. Введя в областя х D, о, смешанную криволинейную систе­
му координат (C!-l ' CXz, г) [4], где СХ; (j = 1,2) - координаты точек срединной

плоскости пластины , z - координата точки н а нормали к этой плоскости

(a. i , г от несены к h), комп лекс ную амплитуду плотности токов в и нду кто ре

можно предста вить в виде

--"+ + -> + --"
fO = [fOl (CX1, cx2)e1 + f02(CX1, cxz) ezJ8 (z - zо -1 ). (1)

Тогда для оп ределения электромагнитного поля в пластине и з н ефер ром а г ­

н итно го м атериал а ([1 ~ [10) получим следующую систему у равн ений и гра ­

НИЧНЫХ услови й :

(
д2 L2 12 Е± . 1 l и.:az" + ;+ ,гО) .О; + (-) О; =
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