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приводит К желаемому результату .
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Пусть R - коммутативная обл асть с единичным элементом ,

П редложение 1 [l] , Каждый неглавный идеал кольца содержится хотя

бы в одном максимальном элементе множества всех неглав ных идеалов коль

ца Р ,

Опр еделение 1. Идеал N кольца R называется максимально неглавным,

есл и N является ма кс имальным элементом множества всех неглавных

идеалов кольца R.
Предложен ие 2. ВСЯКИЙ максимально неглавный идеал является п рос

тым идеалом кольца Р,

Следствие 1. Для вс я кого максимально неглавного идеала N фактор 

кольцо R/N является коммутативной областью главных идеалов .

Теорема 1. Кольцо R является нетеровым , есл и выполняются следую-

00

щие условия: 1) n мn

= О для всякого максимал ьно го идеал а М, 2) вся-
n=1

КИЙ максимальный идеал явл яется главным.

Д о к а з а т е л Ь с т в о . Если кольцо R не нетерово , то на основании

предложени я 1 в R существует хот я бы один максимально неглавный идеал

N . Тогда N с mR, где mR - максимальный идеал . Пусть а Е N и а =1= О ,

тогда а = та] . Аналогично a1 = та.; и т. д' Значит а Е rn"R для вс якого

32



со

натурального п, Отсюда а Е П mltR. Так как П mltR = О, то а = О , что
It= \ 11= 1

невозможно. Как следств ие получаем хорошо известный результат .

Следствие 2. Пусть R - локальное кольцо с максимал ьным идеалом

00

М, тогда R - нетерово кольцо , если выполняются услов и я: 1) П М
N = О,

n=l
2) М - главный идеал Р,

Определение 2. Элемент а, а ,* О , называется факториальным, если его

можно однозначно п редста в ить как конечное п роизведение п ростых элемен 

тов R с точностью до обратимых множителей.

Предложение 3. Всякий элемент R, которы й не содержится в никаком

ма ксимально неглавном идеале, я вляется факториальным элементом .

Д о к а 3 а т е л ь с т в о . Пусть а - произвольный элемент , который

не содержится в ни каком максимально неглавном идеале . Обозначим через

S множество всех идеалов , которые содержат а . В силу оп ределения S име

ем, что вся кий идеал из S является главным . Очевидно , что 5 - модулярная

структура . Если элемент а необр атим. то о н с одержитс я в некотором макси

мальном главном идеале m1R кольца R. Отсюда а = m1a1. Рассмотр им эле

мент a1 • Если он необратим, то а1 = m2а2 , где mz порождает максимальный

идеал кольца R . Продолжая этот процесс, получаем цепь идеалов вида

aR = а1R = a2R = ...
Пусть К = UaiR. Очевидно, что К Е 5. Тогда данная цепь идеалов

i
явл яется цепью в 5, причем все ее факторы простые, т. е. это ряд Жордано 
Гельдера . Тогда а = m1m2 •• •mk , где т, - простые элементы кольца R.
На основании теоремы Шрейера для . модул я р ных структур это разложение

однозначно, т. е . а - фактор и альный элемент .

Пусть R - коммутативная область Безу с единичным элементом .

Предложение 4. Всякие два максимально неглавные идеала R я вля

ются попарно взаимно простыми.

Д о К а з а т е л ь с Т В о. Пусть К, Н - п роизвольвые максимально

неглавные идеалы кольца Р, Выберем элементы а и Ь таким обр азом, что

а Е К"""Н , Ь Е Н"""К . Так как R - iбласть Безу , то aR + bR = dR,
значит , существуют такие и Е R, v Е R, что аи -+- Ь с ' = d, а = а 'а , Ь= Ь'd.
Очевидно, что d ЕЕ 1(, d ~ Н . Тогда а' ~ К , Ь ' ЕЕ Н, та к как К и Н
являются п ростыми идеалами , и а' u + b'v = 1, отк уда К + Н = Р:

Обозначим через N (R ) пересечение всех ма кс имальных неглавных иде

алов кольца R.
Предложение 5. Пусть К - идеал коль ца R такой , что дл я всякого

элемента а Е К и всякого факто р и ального элемента f Е R элемент f + а

является факториальным элементом, тогда К = Л' (R).
Д о к а з а т е л ь с Т В о . Пусть элемент а Е К такой , что для него

не сп раведливо утвержден ие да н ного предложени я, т. е . существует такой

максимально неглавный идеал N , что а ~ N . Тогда N + aR = fR, где
f -'- некоторы й фактор иальный элемент кольца R . Отсюда получаем, что

существуют так ие п Е N, s Е R, что n + as = {. Н а основан и и определен ия

К элемент п = f - as являетс я факториальным, что невозможно в силу

предложения 3 работы [I].
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