
Теорема 4. Если для ветвяшейся цепной дроби (1) выполняются усло ­

вия (7) и ~ / " "/k > О, go~o + Уо > О , Y / '/k > О (ik = 1, N, k = Т'Р), то

Г гп (Ар/Вр) ::(; О , IАр/Вр 1::(; (go~ o + уог
1

•

В работе (I] р ассмотрены примеры положительно определен ных ветвя ­

щихся цепных дробей и уста новлены их п ризн а к и сходимости . Результаты,

изложенные в настоящей статье , являютс я многомерным обобщением извест­

ных результатов , у становлен ных для цепных дробей [3].
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Пусть А (х) - неособенная пол и номи альная п Х n-матрица с элементами

нз [; [Х], которую зап ишем в виде матр ич ного многочлена

А(х} =Ао+ А1х+ ' " + A/xl • (1 )

Через Е/-1 обоз н ачим пр ямую сумму l - 1 единичных матр и ц Е n-го по­

рядк а. Известно, нап р имер , что ч исловая [n х ln-маТРИllа Т называется

линеаризацией матричного многочлена (1), если существуют матрицы G (х) ,

F (х) Е GL и-; [; [xJ) такие , что

А (х) Ф Е/- 1 = G (х) (Е/х - Т) F (х) . (2)

Там же до к а з а но , что каждый регулярный (det А / '* О) м атр ич ны й много ­

член имеет л ин еа р из ацию . Пример ом линеа риз а ци и р егуля р ного матричного

много члена_в ида (1) является матр и ца

О Е О О О

О О Е О О

о о о о Е

(3)

- Ао - Аг - .42 - .4/ - 2 - А/_ 1

где А/ = Ai 1A /, i = О , 1, .. . , [ - 1. Исследуем вопрос о том, как св яза ­
ны между собой линеаризации эквивалентных 11 пол ускал я рно экв ивале нт­

ных ре гуля рных ЛОЛlIно миальн ых матриц .

Если D (х) - фо рма Смита матр ично го м ногочлен а А (х) [1], т . е .

D (х) = Р (х) А (х) Q (х) , где Р (х) , Q (х) Е GL (n , (с [xJ), то формой Смита

х ар а ктер истической матр ицы Ер: - Т л инеар и з а ци и Т матр ичного много­
1

члена А (х) , как легко проверить, является мат ри ца diag (Е, ..., Е , D (х) ),

причем соответствующие преоб р азующие матр ицы имеют вид

/- 1

J5 (х) = R diag (Р (х) , Е, ' " , Е) G (х) ,

1-1
.-----"------.

Q( х) = F (х) diag (Q (х) , Е, . . . , Е) R.
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Здесь

о Е

R = EZ- 2

Е О

На этом основании , используя результаты р абот [3, 4J, получаем следую­

щую теорему .

Теорема 1. Если пронзвольи ая линеаризация регулярного матричного

многочлена (1) (например , вида (3)) является матр ицей простой структу ры

или алгебраическая кратность ее собственных зн ачен и й не превышает двух,

то матричный многочлен А (х) разлагается в п роизведен ие линейных мно­

жителей.

Отметим, что как следствие из теоремы 1 получается результат рабо­

ты [5].
Пусть теперь ун итальный (А ! = Е) матричны й многочлен А (х) полу­

скал я рно эквивалентными преобразованиями приводитс я к треугольной

форме с инвариантными множител ям и по диагонал и [2]:

еl (х)

о

СА (х) Q (х) = D1 (х) =

*
е" (х)

Совершив над блоками матрицы Ezx - СА полускалярис эквивалентные

преобразования, можно показать, что

Е О О О

О Е О О

Е (Ezx - СА) Q(х) = (4)
О О Е О

Ех Ех2 Exl - I й, (х)

где С, Q(х) - обратимые над (с и (с [х] матрицы порядка nl, пр ичем послед­
нюю блочную строку матрицы , стоящей в правой части равенства (4), мож­
но у п ростить , учтя в ид м атрицы D 1 (х).

Теорема 2. Для того чтобы линеаризации двух регуля рны х матричных

многочленов одной степени были подобны , необходимо и достаточно, чтобы

эти матр ичные многочлены были экв ивалентны .

Д ока з ательство. Нео б ходимость. Пчстъ LA , Ls ­
линеа ризации регулярных матричных многочленов одной' степен и А (х)

и В (х) соответствен но , причем LA = PLsP-t для некогорой н еособенной
матр ицы Р. Из подобия LA и Ls следует [1] скаля р на я эк вив алентность

хара ктеристически х матриц, т . е. Ер: - Ls = S (Е,» - LA ) R . Но по­

скольку

Ezx - /JA = F1 (х) (А (х) Ф Ez- 1) а1 (х) ,

E1x - L s = F2 (х) (В (х) Ф EI - 1) а2 (х),

то

В (х) Ef) Еи., = п: (х) SF1 (х) (А (х) Ef) ЕI-]) а1 (х) Р.С:; ! (х)

И матр ицы А (х) EIЭ EI- 1, В (х) Ef) E/-1, а следовательно, А (х) и В (х) экв и ­

валентны.

Д о с т а т о ч н о с т ь . Док азательство проводится обр атным путем,

т . е . и з эквивалентности матричных многочленов А (х) и В (х) следует э к­

вивалентность А (х) ЕВ EI- 1 И В (х) ЕВ EI- 1 , затем получается эквивалент­

ность матриц Е/х - LA И Е,» - Ls , а тем самым и подобие LA и Ls.
На основан ии теоремы 2 с учетом вида (3) матрицы СА легко получить

следующий результат.
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Теорема 3. Для того чтобы эквивалентные регулярные матричные мно

гочлены А (х) и В (х) одной степен и l были подобны, необходимо и достаточ-

но, чтобы среди преобразующих матриц Р, дЛЯ которых СА = гс.»:',
1

существовала матрица Р = diag (P::--~'~), причем А (х) = Р1В (x)Pi 1
,

Пусть регулярный матричный многочлен А (х) представим в виде пря­

мой суммы блоков

А (х) = А1 (х) EIЭ '" EIЭ Ар (х), (5~

где А; (х) - квадратные матрицы порядка ni •

Теорема 4. Линеаризация вида (3) матричного многочлена. (5) ортого­

нально подобна прямой сумме линеаризаций СА. соответствующи х блоков,,
т . е. СА = Т (СА, ® ... ® СА) з::', где Т - ортогональная матрица.

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Ограничимся сначала случаем, когда регу­

лярный матричный многочлен А (х) представляется в виде А (х) = В (х) Ef1
ЕВ С (Х), где В (х) и С (х) - регулярные матричные многочлены степени.

[. Тогда

о о Е", О О О

О О О Е", О О

СА = О О О О Е,,( О

1-:, о о о о Е",

О -В1 О -B I- 1 О

I о -со о -С1 О -C1- I ,
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о
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о

о

Т =

Рассмотрим ортогональную матрицу вида

Е", О О О

О О Е", О

о ,
I

о ~ l
I
I
J
I

I
~ l
I

I
о о о о о Е",}

Умножение Т на матрицу СА приводит к переписыванию СА так, что сн ачала

записываются все нечетвые блочные строки в порядке следования, а п отом­

- четные . Аналогично, умножив СА на л:", получим матрицу, в кото рой­
сначала стоят нечетные блочные столбцы матрицы СА в порядке следования,

потом - четные. Таким образом,

О е., О

о о о

о

о

о о

оо о о

-со -C1

= СВ EIЭ Се .

е: I
-С2 • • . - -Cl- 1
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В общем случае, если А (х) имеет вид (5), то м атр и ца

Т -

Еn , О О О О О О О О

О О О Е О О О О Оn,

О О О О О О
р О О~n ,

.... . " .. .. .... ........

о Е" 2 О О О О О О О

О О О О е.; О О О О

О О О О О О О е; О

.............. . .. .... • ... .. Н ................ .... .... .. . .....

о о о о о о о о
'о

о о о о о о о о
' р

о о о о о о о о Еn
р'

приводит К желаемому результату .
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Пусть R - коммутативная обл асть с единичным элементом ,

П редложение 1 [l] , Каждый неглавный идеал кольца содержится хотя

бы в одном максимальном элементе множества всех неглав ных идеалов коль­

ца Р ,

Опр еделение 1. Идеал N кольца R называется максимально неглавным,

есл и N является ма кс имальным элементом множества всех неглавных

идеалов кольца R.
Предложен ие 2. ВСЯКИЙ максимально неглавный идеал является п рос­

тым идеалом кольца Р,

Следствие 1. Для вс я кого максимально неглавного идеала N фактор ­

кольцо R/N является коммутативной областью главных идеалов .

Теорема 1. Кольцо R является нетеровым , есл и выполняются следую-

00

щие условия: 1) n мn

= О для всякого максимал ьно го идеал а М, 2) вся-
n=1

КИЙ максимальный идеал явл яется главным.

Д о к а з а т е л Ь с т в о . Если кольцо R не нетерово , то на основании

предложени я 1 в R существует хот я бы один максимально неглавный идеал

N . Тогда N с mR, где mR - максимальный идеал . Пусть а Е N и а =1= О ,

тогда а = та] . Аналогично a1 = та.; и т. д' Значит а Е rn"R для вс якого
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