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ИНТЕГРАЛЫ ОТ ВАРИАЦИЙ И ПРОИЗВОДНЫХ ФУНКЦИОНАЛОВ

ПО ГАУССОВЫМ МЕРАМ В ПРОИЗВЕДЕНИИ ПРОСТРАНСТВ НЕПРЕРЫВНЫХ

ФУНКЦИЙ

Пусть IR.m - т-мерное ЭВКЛИДОВО пространство , Сrn = Ст (Qm) - п ростран

ство непрерывных действительных функций , определенных на т-мерном

кубе Qm = It = (tl' о .. , tm), о ~ ti ~ 1, i = 1, т} и исчезающих на гранях

ti = О (i = 1, т) куба , C~ = Ст Х 0.0 Х Ст И 21:k (k = ~-p) - борелев -

р

ские поля подмножеств каждого из п ространств Ст • Предположим, что н а

9tk задана гауссова мер а fLk со средним значением, равным нулю, и неп ре-

рывной на Q2т корреляционной функцией J{,k : Q2m --+ IR.1 (k = 1,р). Пусть

далее , х = (X1, ... , Хр) Е С':п, 9l = 21:1 Х ... Х 21:р и ~~ = fLl Х ' " Х fLp 
п роизведение гауссовых мер .

Теорема 1. Пусть ak (t) = S зс, (t, s) dg (s) (k = ~), где gk : Qm--+
Qm

--+ IR.1 (k = 1, р) - функции ограниченной вар иаци и на Qт' а f : С;:' --+ IR.1 

21: - измеримый и р- интегр и руемый функционал , обл адающий полным диф

ференциалом в смысле Гато бf (х, а ), а = (a1 • .. . , ар), та ким, что частные

дифференциалы удовлетворяют условию V k = "ГР V б > О ,

а sup Iбхkf (Х1, '" , x k + 8 kak, о о • , Хр ; ak ) I
l&kl<6

fL- интег р ируем . Тогда справедлива формула

Jбf (х, а) fL (dx) = Jf (х) (~ l Qf xk (t) ае, (t)) fL (dx). (1)

т т

(О <6 < 1)д! (х , л) I
дА

При доказательстве существенно используются два следующих утвер 

ждения .

Лемма 1. Пусть функционал f (х , л), зависящий от вектор-функции

х Е C~ и параметра л Е [ а , Ь] , fL-интегрируем по х V "A~ Е [а , Ь ] , обладает

производной дf ~~ л) Vх Е C~ Vл Е [а , Ь] и такой , что sup I д! (:~ л) I fL-И Н-
. ЛЕ[а. Ь ] а

тегрируем. Тогда справедлива формула

ddл Sf (х, л) fL (dx) = S д! ~): л) ~l (dx) .

с;:' c~

Доказательство очевидно из оценки

t ( х, л. + ~л.) - t (х , л) I= I д! ( х, л. + ЕМЛ) I~ sup I
~л дл лЕ[а , Ь]

и предположения леммы .

Лемма 2. Пусть f :C~ --+ 1R1- 21: - измеримый и ц-интегрируемый функцио-

нал , ak (t) = SJ{,k (t, s) dg k (s), gk: Qт --+ 1R1 (k = ~) - функции ограничен
Qm

ной вариации на Qm' Тогда

Sf (х) fL (dx) = ехр {- -} ~ Sak (t) ая. (t)} Х
~ ~I ~ .

Х ,\ f (х + а) ехр {- t S X k (t) dgk (t)} fL (dx) . (2,
c~, k=l Qт
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Доказательство этой формулы может быть получено заменой исходного'

преобразования аналогичным преобразованием в конечномерном простран

стве с обоснованием предельного перехода. Такой подход хорошо известен,

поэтому соответствующих выкладок проводить не будем.

При т = р = 1 методами теории случайных пропессов формула (2),
установлена в р аботе [3].

Теперь уже просто получается равенство (1). Действительно , перепишем

формулу (2) в виде

I f (Х1 + f,la1 , . . . , Хр + Ерар) ~ (dx) =

e~

= ехр {- +~ e~ SJ[ k (t, s) dg k (t) ве, (s)} Х
k= l Q2'l!

х Sf (х) ехр{f f,k Sxk (t) а«. (t)} !-L (dx).
еР k= l Q
т т

Зафиксируем некоторое f, k и положим Е; = о при i =1= k и, k = J:P") .
Продифференцируем полученные р равенств по f,k (k = 1, р), а затем сложим.

Тогда -

af (x ! , 0. 0, xk_ l. ч+ еkаk, Xk+1' ..• , Хр) I _
aek ek= O

- f (х) (t! QSxk (t) ае, (t»)} !-L (dx) = О .
т

Отсюда вытекает формула (1), так как первое слагаемое под знаком интегра

ла есть полный дифференциал по Гато функционала f. Возможность диффе

ренци ровани я по параметру f, k под знаком континуального интеграла сле

дует из леммы 1.
При т = р = 1 формула (1) впервые установлена Л . А . Яновичем (см .

монографию [4]). Из формулы (1) вытекает соотношение между интегралом

по мере !-L и частными функциональн ыми произ водными.

Теорема 2. Пусть:

1) функцио н ал f : C~ -+- !R1 удовлетвор яет услов иям теоремы 1,
2) шах Ixk (t) f (х) I (k = 1, р) - l2!-измеримые и р-внтегр ируемые функ 

tEQm

!lионалы,

3) функционал f : с;:, -+- 1R1 обладает частными функциональными произ-

водными O~k(~) ,которые измеримы на C~ Х Qm' интегрируемы на Qmпо t

при фиксированных Xk (k = Т:JJ) и !-L-интегрируемы по х Е C~. Тогда почти
для всех t Е Qm

S S
Of (х) SJ[ k (t, s) ds 8 Xk (5) !-L (dx) = f (х) X k (t) ~ (dx)

Qm e~ e~

(k= ~). (3)

Д о к а з а т е л ь с Т В о. В формуле (1) подстав им вместо ak (t)
их выражения, дифференциал функционала 8f (х , а) выразим через ч астные

функциональные производные и сделаем элементарные п реобразов ания ,
воспользовавшись , в ч астности, симметр ией корреляционных функци й
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J{k (t, в) (k =~) . Тогда получим

j{f j ::k(~~) (j J{k (t,s)ае, (t») dS } f-L (dx) =
СР k=1 Q Q
т т т

~ ~, Jt (х) () х. (1) dg. (1)) ~ (dx).

Сm т

На основании теоремы Фубини

ttj {Sэс, (t , з) ds S б~k(~~) fl (dx) - Jt (х) Х!;: (t) f-L (dx) } ае, (t) = О .
- Qm Qm СР СР

т т

В силу п роизвольности функций gk (t) (k = ~) почти для всех t Е
Е ч. имеем

S
r бf (х) SJ{k (t, s) ds J бч (5) f-L (dx) = t (х) Х!;: (t) fl (dx).

Qm с;;' с;;'

Теорема 2 доказана .

Следует отметить , что при т = р = 1 формулы тип а (1), (3) выведены

Б работе [4] для вариаци й и п роизводных л-го порядка в локально выпуклых

линейных топологических пространствах . Воспользовавшись методикой ,

разр аботан ной в работе [4], можно обобщить формулы (1), (3) на случай диф- ,
ференциалов и функциональных п роизводных л-го порядка.

Пусть flk (k = 1~) - обобщенные меры Винера в пространстве Сm
В смысле Китагава - Ченцова [2]. Тогда формула (3) принимает в ид

1 Sп
m

• S бf ( х) St W2 ШШ (t k' Sk) ds1, • •• dSm бч (5) W (dx) = (х) Xk (t) (dx).
Q k=! р р
т Сm Сm

д2т
После применения к обеим частя м этого равенства оператора 2 f2.

at! ... д ш

получим равенство

S
бf(х) W(dx) = 2 . (_ 1)m д

2m

бч (5) дtf ... at;
с;;'

j t (х) Х!;: (t) W (dx)

СР
т

(k = Т,""Р). (4)

Если положить в соотношении (4) т = 2, то получим формулу (4.2)
из работы Ш .
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