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КРАЕВАЯ ЗАДАЧА ДЛЯ СИСТЕМЫ

ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОГО ТИПА

Данная стать я является разв итием р аботы [5] на случай уравнений с пере

менными по х коэффициентами.

В области D = [О, T ] x Q, где Q = ( х : О ~ xj ~ л , j = 1, т), рас

смотрим задачу

~ ~ 5 S -~ A5~Цl о • • Lmmи (t, х) =t (t , Х) + ~L K(t,x,y) F(j,y, u)dy; (1)
1 51 ~n д: Q

[аjLjи ([, Х) + -дд (Ци (t , Х) ) ] = О, q = О, n - 1, j
Х! Xj = O

[ ~ jLjи (t , Х) + -дд--:- (Ljи (t , Х))] = О, j = гm;
Х1 Хj=Л

" д
25

• Sг: B~п ~Ц' . . . L,~nи(t, X)! t=o. = О, l = Т!1 ,
1 51 ~n-l д; t=T

тде Х = (х1 , " 0' Хm) ; 5 = (50' 51' ... , 5m ) = (50' 51); 15 1 = 250 + 51 + о .' + 5m;

_ . . - _ { al5lu; (t , у) . _ --} • (1)
!l- со1(и1 , .. . , Ир) , и - s ,l sl ~2n, J-1 , р ,As , В5 -

д t5ОдУI ' о о ' дуmm

(р ~ р)-матрицы с постоянными действительными элементами;

(detAI1.(o)=F O), aj, ~j , r.tE[R; L j=- д~; (Pj (X) a~j) +qj(xj),

L ' = L jL]- l , L1u=a; функции Pj(X»O, qj (Xj) > 0 достаточно гладкие

на [ О , л]; К (t , Х, у) - (Р Х р) -матрица-функция , а f (t, Х), F (t, у, u)
р-мерные вектор-функции, которые определены и непрерывны соответствен

но в областях D1=D xQ, D , D2= {(t,a )ED, Ilи-uОllс(2n,211) (D) ~R),
р

шах ~ IFj (t, у, и) 1= М, где ио = аО (t , Х) - решение задачи (1)-(3) при
D, j = !

f-L = О; C(r,q ) (D) (г ~ q) - банахово пространство вектор-функции и (t, х)

с нормой

~ ~ I a!5l Uj (1, Х)
11 И (t, Х) Ik ( f ,q)( D) = ~ ~ mZx 50 5, 5

m1=1 1 51~q д / дх! • о • дХm
. so ~ r

Решение задачи (1) - (3) ищем в шаре S [иО , R] с с(2n. 211) (D).

Решение невозмущенной задачи (1) - (3) (f1 = О) ищем в виде вектор 

ного ряда

иО = . ~ и~ (t) х, (х) = ~ и~ ({) X k , (Х1) о. ' к, (хm) . (4)
kE~m ~ kE~m т

Здесь X k j (Х) (k j Е IN) - собственные функции задачи

L jX (Xj) = АХ (Xj), (5)

ajX (О) +Х' (О) = О , ~jX (п) +Х' (п) = О . (6)
' И звестно [3, 4], что все собственные значения Ak. з адачи (5), (6) простые,

j

действительные и неогрицательные (В дальнейшем будем считать , что

Лkj > О, k j Е IN, j =~) , а функции (X k (x)~ образуют полную систему

ортогональных функций в L2 (Q); при этом справедливы оценки

Ck7~ Лk . ~;;Ck7 , kj E~ , (7)
j

IX~) (xi) I~ C1kj, Р = 1, 2n. (8)
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Каждая из вектор-функции и~ (t) оп ределяется как решение кр аевой
задачи

= 0,
1=0
'=Т

l = Гn,

(9)

(10)

где fk (t) - коэффициенты разложения f (t , х) в ряд Фурье по системе

{X k (х) }. Предположим, что все корн и j.L (лk) уравнен и я

det { ~ Аs j.L2s.лr} = о , Лk = (Лk" ... , ')' k ) (11)
I sl ~n т

имеют равномерно ограниченные по Лk действительные части и различны

для всех векто ров Лk (случай кратных корней связан только с более гро

моздкими построениями).

Исследование краевой задачи (9), (10) п роводится по методике, изло

женной в работах [6, 7]. Определитель ~ (j.L (лk) ) этой задачи представляет

ся в виде

пр пр

~ (j.L (лk)) = (- 2/Р П sh (j.L iY) П (j.L~- j.L7? А (лk) в (Лk) .
i=l ( ,/=1

Здесь А (Лk) =J= о - оп ределитель порядка пр, элементы которого являются

полиномами переменных Лk степ ени не выше 2n (р - 1) с коэффициентами

a;;i и, j = 1, пр, I s' I~ 2n (р - 1)), которые явно выражаютс я чер ез эле
менты матриц As;

В (лk) = det ~ ~ B~/)M' ~ _ •
Is'l ~n-2s.-1 l=1~

s.=O,n-l

Теорема 1. Для единственности классического решени я задачи (1) 
(3) при j.L = о необходимо и достаточно, чтобы для всех векторов л'k выпол

нялись условия

(12)

(14)

д о к а з а т е л ь с Т В О теоремы проводится по схеме доказательства

теоремы 1 в работе [7],
в дальнейшем предполагается, что условия (12) выполнены. Тогда

для каждого вектора Лk существует матрица Гр ина

о, (t, т) = 11 gцу (t , Т) ~f.Y=1

задачи (9), (10), с помощью которой ее решение п редставляется в виде

Т

и~ (t) = Sс, (( ,THk(Т) d'L , (1 3)
О

При этом в области {t, т : О ~ t , т ~ Т, т =J= t } сп раведливы оценки

I
aqgk.l .y 1--- ~ Czl k ,Q+ 4n p (n+ I}- 4n' + 5n-9

~ L.J ' q = о , 2n.

at
q

}=1 IА (Лk) г 'в (Лk)11 V~l.1 ft~ - ft1 II Sh( fЧТ) 1 1
"*1

Теорема 2. Пусть существует константа М1 > О И числа 8.. Е ;r (i =
= Т;-4) такие, что для всех (кроме конечного числа) векторов Лk выполня
ются неравенства

(5)
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пр Е

П 1 !lv~(л'k)-!l/\л'k)I>М1Ikl-8'-8, j = 1, пр,
'\1=\
V9=i

(16)

(19)

(20)

IА(Лk)!>М1!kг
8з- +, IВ(Лk)I>М1Ikг8,- :, (17)

где О < е < 1, и пусть f (t, х) Е C(O ,U» (D) (со = 4пр (п + 1) + 81 +
+ 84 + т + 2 (82 + 8з) - 4п2 + 9п - 8) и удовлетворяет условиям вида (2),
где q = О, [(ffi - 1)/2], а Pi (х;) и qj (x j) непрерывно дифференцируемы со 
- 1 и ffi - 2 раза соответственно. Тогда существует решение задачи (1) 
(3) при f.t = О из пространства с(211,211) (D), непрерывно зависящее от f (t, х).

Д о к а з а т е л ь с Т В о. Используя формулы (4), (13) и оценки (14) 
(17), получаем неравенство

~ U (t, X)llC(211 ,211)(D) ~ с, ~ f (t, х) ~c(O,U»(D)'

откуда следует доказательство теоремы.

При доказательстве сформулированных ниже утверждений о выполни

мости оценок (15) - (17) используется методика доказательства метриче

ских теорем, изложенная в работах [1, 8].
Теорема 3. Неравенства (15) справедливы при 81 = [m/2] - ПР дЛЯ

почти всех (в смысле меры Лебега) векторов а при IЛk I> к (а), где а 
вектор, составленный из всех элементов матриц Ао,5 ' (1 S' I~ п) и чис

ла л/Т.

Теорема 4. Первая из оценок (17) выполняется при 8з = ПР (2п (Р 
- 1) - т) для почти всех (в смысле меры Лебега) векторов а = {a~;i}
при I л'k I> к (а).

Аналогичные утверждения справедливы для неравенства (16) при

82 = (т - 2) пр/2 и для второго из неравенств (17) при 84 = (2п - т -
- 2) ПР в терминах коэффициентов А5 (1 S I~ п) и B~I) (1 s 1~ n - 1, l =
~) соответственно .
Решение задачи (1) - (3) при f.!. =р О ищем в виде ряда

и (t, х) = ~ Uk И X k (х),
kEf\:Jm

где uk (t) - решение системы уравнений

" 5' (25) r -
L; А 5л'k Щ/ о (t) = fk (t) + f.t j Kk (t, у) F (t, у, и) dy,

151 ;;:;11 Q

удовлетворяющее условиям (10). Здесь К; (t, у) - коэффициенты разло

жения К (t, х, у) в ряд по (Xk (х)). В предположении, что ряд

~ с, и, т) к, (т, у) х, (х),
kEf\:Jm

где Gk (t, т) - матрица Грина задачи (9), (10), равномерно сходится по

(т, у) Е D, задача (1) - (3) эквивалентна системе интегро-дифференциаль

ных уравнений

и (t, х) = uо (t, х) + f.t \ ~ Gk (t, т) Kk (Т , у) F (т, у, и) dyd.. (21),
Ь kEf\:Jm

Теорема 5. Пусть выполнены условия теоремы 2 и пусть К и, х, у) не

прерывно дифференцируема по х до порядка со и удовлетворяет условиям

вида (2), где q = О, [(ffi - 1)/2], а F (t, у, и) удовлетворяет условию Липшица

по u с константой L. Тогда существует f.to > О такое, что для всех f.t Е
Е [-~to, f.to] задача (1) - (3) имеет единственное решение и (t, х) Е S [иО ,
Ю, непрерывно зависящее от f (t, х) .

Д о к а 3 а т е л ь с т в о. Систему (21) запишем в виде и (t, х) = Ри [и (t, ХН,
где Р; - оператор, определенный на S и v = uо (t, х). Пусть V = (v (t, х) Е

Е с(211, 211) (D) : 11 v - uо Il
c

(211 ,211 ) (D ) ~ О, о = R -1 f.t IВМ}. Здесь В - сумма
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мажорантного р яда для функционального ряда (20) и рядов, полученных из

него почленным дифференцированием по t и х до порядка 2n. Для вся кого

v Е V справедлива оценка

II P" [и (t, х)] - ио (t , х) Ilc(2n.2n )(D )~ б + If-L Iвм = к,

откуда следует , что Р" переводит S в себя . Из неравенства

11 Р" [U 1] - Р" [U z] Ilc(2n .2n )(D ) ~ I fll LB 11ч, - U z llc(2n. 2n )(D )

вытекает, что Р" - оператор сжатия, если I ~~ I < 1/BL. Н епрерывность

оператора Р" по v очевидна . Поэтому, выбр ав flo < miп (R/BM , 1/BL),
согласно принципу сжимающих отображений [2] получаем доказательство

теоремы.

Теорема 6. Пусть выполн яются услов и я теоремы 5, к роме условия Лип-

шица на функцию F (t, у, и). Тогда для всех fl E (- R/ BM , R/BM) су

ществует решение задачи (1) - (3) и (t, х) Е s [ ио, RJ .
Доказательство этой теоремы базируется на п р и н ци ле Шаудера [2].
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П . И. Штабалюк

О ПОЧТИ ПЕРИОДИЧЕСКИХ РЕШЕНИЯХ ОДНОГО АБСТРАКТНОГО

ЛИНЕЙНОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ

Получено 02 .11.83

Рассмотрим урав нение

и" (t) + Аи и) + си и) = g и) , ( )
где А - линейный (вообще гово ря , неограниченны й ) о п ер атор , действующий

из Н в Н; Н - гильбертово простр анство ; с - вещественная постоянная .

В работах [3, 4] изучались периодические и квазипериодические

решения уравнения (1) , когда функция g (t) п ериодическая или квазиперно

дическая. В данной работе исследуется вопрос о существовани и почти

пер иодическ их по Бору решений уравнения (1) для подкласса почти пер ио

дических функций g (t), более широкого, чем пер иодические и кваэиперио

дические . Разрешимость этой задачи связана с проблемой малых знамена 

телей . П р и доказательстве оценок снизу для малых знаменателей приме

няется метрический подход .

Введем следующие обозначения :
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