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ТОЧНИЙ РОЗВ’ЯЗОК НЕСТАЦІОНАРНОЇ ЗАДАЧІ ДЛЯ ПРУЖНОГО ШАРУ  
З ЦИЛІНДРИЧНИМ ЖОРСТКИМ ВКЛЮЧЕННЯМ 
 

Побудовано точний розв’язок нестаціонарної задачі для пружного шару з 
циліндричним жорстким включенням, на циліндричній поверхні якого задано 
умови гладкого контакту. На одній з граней шару задано осесиметричне нор-
мальне нестаціонарне стискальне навантаження, а інша грань зчеплена з аб-
солютно жорсткою основою або спирається на гладку основу без тертя. Для 
побудови полів переміщень та напружень у шарі до осесиметричних рівнянь 
руху послідовно застосовано інтегральні перетворення Лапласа та Вебера, 
що приводить до неоднорідної векторної крайової задачі відносно невідомих 
трансформант переміщень. Задачу розв’язано з використанням матричного 
диференційного числення. Досліджено нормальні напруження на циліндричній 
поверхні включення та на нижній грані пружного шару. Розв’язок проаналі-
зовано для випадку квазістатичних коливань. 

Ключові слова: нескінченний пружний шар, циліндричне жорстке включення, 
динамічна задача, інтегральні перетворення. 

 
Вступ. Дефекти різної природи спричинюють концентрацію напружень 

у пружних тілах та суттєво впливають на міцніть конструкцій [3, 9, 12, 17]. 
Задачі теорії пружності для шару, послабленого дефектами канонічної 
форми, в тому числі циліндричними, розглядалися багатьма авторами в 
статичній постановці. Складність таких задач визначається типом умов на 
межі дефекту. Найскладнішим є випадок, коли на дефекті задано умови 
першої основної задачі. У такій постановці наближені розв’язки відповідних 
задач запропоновано в роботах [1, 2, 6, 10]. У випадку, коли на циліндрич-
ній поверхні дефекту задано умови гладкого контакту, вдається отримати 
точний розв’язок, наприклад, для півпростору [27]. У [24] знайдено число-
вий розв’язок задачі за різних типів навантажень циліндричного вклю-
чення, жорстко закріпленого у пружному півпросторі. Ключовим моментом 
в його побудові є використання інтегрального перетворення типу Вебера. 
Найзагальніший вигляд таких перетворень отримано в [11]. Розв’язок 
задачі для шару з циліндричним включенням наведено в [15], де застосо-
вано векторне інтегральне перетворення типу Вебера без використання 
зображень Папковича – Нойбера, що суттєво спростило розв’язування. 
Задачу для пружного шару з циліндричним включенням з урахуванням 
власної ваги шару розглянуто в [14]. З використанням методу інтегральних 
перетворень знайдено числовий розв’язок осесиметричної задачі теорії 
пружності для циліндра скінченної довжини з закріпленою бічною повер-
хнею з урахування власної ваги [16]. У роботі [19] побудовано аналітичний 
розв’язок тривимірної задачі теорії пружності для однорідного ізотропного 
циліндра з вільною бічною поверхнею за дії нормального стискального на-
вантаження на торцях. Рівновагу пружного скінченного циліндра під дією 
осесиметричного нормального навантаження досліджено в [22]. 

Динамічні задачі теорії пружності пов’язані з розвитком багатьох галу-
зей механіки [18, 21, 28]. У монографіях [4, 7] розглянуто динамічні задачі 
для некласичних областей, а також досліджено проблеми дифракції пруж-
них хвиль і визначено динамічні напруження біля концентраторів напру-
жень різної природи, у тому числі на циліндричній перешкоді, що дозволяє 
визначити дифракційне поле біля відзеркалюючих поверхонь. Теорію гар-
монічних коливань і поширення хвиль у пружних тілах викладено в [5]. У 
[23] розглянуто задачу про динамічні напруження, що виникають біля ци-
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ліндричного включення довільної густини, при поширенні плоскої хвилі у 
пружному середовищі та виявлено її залежність від кількості хвиль падін-
ня і коефіцієнта Пуассона. Динамічну задачу для нескінченного пружного 
ізотропного середовища з циліндричним включенням розглянуто у [20], де 
визначено гармонічне поле, що виникає 
за рахунок включення, і записано дина-
мічний тензор Ешелбі у замкненій формі. 
Застосування методу граничних елемен-
тів дозволило отримати закономірності 
сталих коливань плоского жорсткого 
включення у тривимірному пружному 
тілі [8]. 

Проте багато практично важливих 
динамічних задач залишаються нероз-
в’язаними [25, 26]. Однією із таких задач 
є побудова точного динамічного розв’яз-
ку для пружного шару з циліндричним включенням.  

1. Постановка задачі та її зведення до одновимірної. Розглянемо 
пружний шар a r≤ < ∞ , −π ≤ ϕ ≤ π , 0 z h≤ ≤  у циліндричній системі коор-

динат (рис. 1). На грані z h=  діє осесиметричне нормальне нестаціонарне 
стискальне навантаження 

 ( , , ) ( , ), ( , , ) 0z rzr h t p r t r h tσ = − τ = , (1) 

а грань 0z =  є жорстко закріпленою: 

 ( , 0, ) 0, ( ,0, ) 0r zu r t u r t= = . (2) 

Між жорстким включенням та шаром задано умови гладкого контакту 

 ( , , ) 0, ( , , ) 0r rzu a z t a z t= τ = . (3) 

Потрібно знайти хвильове поле пружного шару ( , , )ru r z t , ( , , )zu r z t , яке 

задовольняє осесиметричні рівняння руху  

 
22 2

2 2 2
1 1 2 1

1 1 1
zr r r ruu u u u

r
r r r r z Gr z t

∂∂ ∂ ∂ρ∂ − −  − + + = ∂ ∂ + + ∂ ∂ +  ∂ ∂
æ æ
æ æ æ

, 

 
2 2

2 2
1 1 2 1

1 1
z z zru u uu

r r
r r r r r z Gz t

∂ ∂ ∂∂ ρ∂ + ∂   + + =   ∂ ∂ − − ∂ ∂   ∂ ∂
æ
æ æ

 (4) 

з нульовими початковими умовами. Тут 3 4= − µæ , µ  – коефіцієнт Пуас-

сона, G  – модуль зсуву, ρ  – густина. 

Позначимо через 2 Gc =
ρ

, 2 2
1

1
1
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−

æ
æ

 швидкості поширення відповідно 

поперечної і поздовжньої хвилі та введемо безрозмірні координати 

 , , , [1, ), [0,1]r z ct
a h a

ρ = ξ = τ = ρ ∈ ∞ ξ ∈ . (5) 

Позначивши ( , , ) ( , , )ru r z t U= ρ ξ τ , ( , , ) ( , , )zu r z t W= ρ ξ τ , запишемо рів-

няння руху (4) в нових координатах (5): 
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Умови гладкого контакту (3) при r a=  з урахуванням (5) набудуть 
вигляду 

 

Рис. 1. Схема задачі. 
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(1, , )

(1, , ) 0, 0
W

U
∂ ξ τξ τ = =

∂ρ
. (7) 

Умови (1), (2) на гранях 0z =  і z h=  запишемо таким чином: 

 ( ,0, ) 0, ( ,0, ) 0U Wρ τ = ρ τ = , (8) 
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. (9) 

Послідовно застосуємо до системи (6) та умов (8), (9) інтегральне пере-
творення Лапласа за змінною τ : 
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π∫ ∫  (10) 

та перетворення Вебера [11] за змінною ρ : 
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де 1 1( , ) ( ) ( ) ( ) ( )i i iJ N N Jχ ρ λ = ρλ λ − ρλ λ , ( )iJ λ , ( )iN λ  – відповідно функції 

Бесселя та Неймана, 0,1i = . 
Застосування інтегрального перетворення Вебера забезпечує тотожне 

виконання умов (7), а рівняння (9) зводяться до розв’язання системи зви-
чайних диференціальних рівнянь у просторі трансформант: 
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де /∗λ = λ α , 0 1< ξ < , а штрихом позначено похідну за аргументом. 
Умови (8), (9) у термінах трансформант (10), (11) мають вигляд 

 (0) 0, (0) 0p pU Wλ λ= = , 

 (1) (1) ,        (1) (1) 0p p p p pU W A p U W∗ λ λ ∗ λ λ ∗ λ
′ ′λ + µ = − − λ = , (13) 

де  
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Сформулюємо отриману крайову задачу (12), (13) у векторній формі. 
2. Розв’язання векторної крайової задачі у просторі трансформант. 

Розглянемо невідомі вектор трансформант переміщень ( )zy , матриці Q , P , 

T , 1I , 2I , I  та диференціальний оператор 2L : 

 

10( ) 1( ) ,       
( ) 1 0

1

p

p

U
z

W
λ

λ

 −ξ   −= =   ξ   
 +

y Q æ

æ

, 



145 

 

1 1 00
1 ,       11 00 11

+    −= =  −   −   + +

P T

æ
æ ææ

ææ

,  

 1 2
1 0 0 1 0

,       ,       
0 1 1 0 0 1

µ     = = =     −     
I I I , 
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p

∗ ∗
′′ ′ξ ≡ ⋅ ξ + λ ⋅ ξ − λ ⋅ ξ − ⋅ ξ

α
y I y Q y P y T yL . (14) 

Перетворимо умови (13) за допомогою граничних функціоналів 

 0 1 1 2[ ( )] (0), [ ( )] (1) (1)U U ∗
′ξ = ⋅ ξ = λ ⋅ + ⋅y I y y I y I y . (15) 

З огляду на (14), (15), задачу (12), (13) запишемо у векторній формі 

 2 ( ) ,        0 1ξ = < ξ <y 0L , 

 [ ( )] ,      0,1i iU iξ = =y Y , (16) 

де 0 (0,0)=Y � , 1 , 0pA p∗ λ= −Y ( )� , символом «� » позначено операцію 

транспонування. 
Розв’язок задачі (16) можна побудувати [13] у вигляді 

 0 0 1 1( ) ( ) ( )ξ = ξ ⋅ + ξ ⋅y Y YΨ Ψ , (17) 

де ( ), 0,1i iξ =Ψ , – матрична базисна система розв’язків, яка є розв’язком 
задачі 
 2 ( ) ,        0 1i ξ = < ξ <0L Ψ , 

 [ ( )] ,       , 0,1j i ijU i jξ = δ =Ψ , 

де диференціальний оператор і граничні функціонали визначено формула-
ми (14), (15), ijδ  – символ Кронекера.  

Методику побудови ( )i ξΨ , 0,1i = , викладено в [13]. Згідно з нею, спо-
чатку отримаємо загальний розв’язок однорідного рівняння (16), розв’я-
завши однорідне матричне рівняння 

 2 ( ) 0, 0 1ξ = < ξ <YL , (18) 

де ( )ξY  – невідома матриця порядку 2 2× . Розв’язок цього рівняння буду-

ємо у формі ( ) eηξξ = ⋅Y I , звідки 2 ( )e eηξ ηξ⋅ = η ⋅I ML  і 
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С

e d
i
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π ∫Y M , 

де C– замкнений контур, що містить усі полюси підінтегрального виразу. 

Цими полюсами будуть нулі визначника матриці 1( )− ηM  вигляду 
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Нехай 0 ( )1( )
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M∓  – розв’язки, що відповідають різним 

полюсам. Зафіксувавши полюси 
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 та контур C− , 

маємо спадний розв’язок ( )− ξY . Застосовуючи теорему про лишки, знахо-
димо розв’язок рівняння (18): 
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де 2 2
0 p∆ = λ + , 2 2

1 ( 1) /( 1)p∆ = λ + − +æ æ . 

З використанням методики [28] побудуємо базисні матриці 

 0 1( ) ( ) ( ) , 0,1j j j j− +ξ = ξ + ξ =Y C Y CΨ , 

де i
jC , , 0,1i j = , – матриці порядку 2 2×  зі сталими елементами:  
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а [ ]iU Y∓ , 0,1i = , – значення спадного та зростаючого розв’язків однорід-

ного рівняння (18) на граничних функціоналах, визначених у (15). 

Задовольняючи граничні умови, отримуємо 0 1
1 1= =C C C . Тоді вигляд 

базисної матриці спрощується: 
 1( ) ( ) ( )− +ξ = ξ + ξ ⋅Y Y C( )Ψ . 
Остаточно маємо 
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де функції ijψ , , 0,1i j = , наведено в Додатку 1, а 
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∆ ∆λ  + −+ λ + λ + ∆ ∆ + + α α 
æ æ
æ æ

. 

Запишемо розв’язок (17) векторної крайової задачі (16) у вигляді 

 11

12

1 3( )
2 1( )

det( )

p
p

p

U
z A p

W

λ
∗ λ

λ

− ξ λψ  α  −= = −   ψ  ξ  −ψ 
y

æ
æ . 

З використанням обернених перетворень Лапласа та Вебера відповідно 
за змінними p  та λ  отримаємо хвильове поле шару 

 
1

2 2
01 10

( ) ( , )( , , ) 1
2( , , ) ( ) ( , )( ) ( )

i
p p

pi

UU
e dp d

iW WJ N

γ + ∞ ∞
λ τ

λγ − ∞

ξ χ ρ λ ρ ξ τ  λ= λ    πρ ξ τ ξ χ ρ λλ + λ   
∫ ∫ . 
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Таким чином, запропонований у роботі метод дозволяє отримати точ-
ний розв’язок нестаціонарної задачі (1)–(4) у просторі інтегральних пере-
творень (10), (11). 

Заміна крайової умови (2) на нижній грані шару на умову гладкого 
контакту ( ,0, ) 0zu r t = , ( , 0, ) 0rz r tτ =  не змінює методики розв’язання за-

дачі, а послідовне застосування інтегральних перетворень (10), (11) приво-
дить до векторної одновимірної крайової задачі (16), де граничний функціо-
нал має вигляд 

 0
0 0 1 0

[ ( )] (0) (0)
0 1 0 0

U     ′ξ = +   
   

y y y . 

Побудова базисних матричних розв’язків дозволяє отримати хвильове 
поле шару за викладеною вище процедурою. 

3. Розв’язок у випадку усталених коливань та аналіз числових роз-
рахунків. Позначимо через I° випадок, коли на нижній границі шару зада-
но умови жорсткого закріплення, а через II° – випадок, коли на нижній 
границі задано умови гладкого контакту. 

Числові розрахунки виконано для нормальних напружень на нижній 
границі шару та нормального напруження на поверхні циліндричного вклю-
чення, коли на верхній границі шару діє динамічне стискальне навантажен-
ня. Наприклад, у випадку I° нормальне напруження має вигляд 

 0
2 2
1 10

( , )1( , , ) ( , , )
2 det ( ) ( )

i
p p

i

p
F p e dp d

i J N

γ + ∞ ∞
λ τ

ξ
γ − ∞

λχ ρ λ
σ ρ ξ τ = ξ λ λ

π ψ λ + λ∫ ∫ ( )
, 

де 

 2 2 2 0 1( , , ) 2 ch (1 ) ch (1 )F p p
∆ ∆    ξ λ = −λ λ + − ξ + − ξ −    α α    

( )  

 2 0 1
0 12 sh sh

∆ ∆ − λ ∆ ∆ ξ − α α 
 

 
22

2 2 0 1

0 1

2 1 sh sh
2

p
∆ ∆λ    − λ + ξ +   ∆ ∆ α α   

 

 
2

4 2 20 01 112 ch ch 2 ch ch
2

p
∆ ∆∆ ∆     + λ ξ + λ + ξ     α α α α     

. 

Розглянемо детально випадок квазістатичного навантаження, заданого 
на верхній грані пружного шару. Покладемо p i= ω , де ω  – частота коли-
вань, у всіх попередніх формулах і отримаємо подання нормальних напру-
жень для випадків I°, II°: 

 ( )0 0
2 2
1 11 0

( , ) ( , )
( ,0; ) ( ) ( ; ) , [1, )

( ) ( )
jr

rp ar d dr
J N

∞ ∞

ξ
χ λ χ ρ λ

σ ρ ω = λΦ λ ω λ ρ ∈ ∞
λ + λ∫ ∫ , 

– на нижній границі шару (підінтегральні функції для обох випадків наве-
дено у Додатку 2); 

 0
2 2
1 11 0

( , )
(1, ; ) ( ) ( , ; ) , [0,1]

( ) ( )

r
rp ar F d dr

J N

∞ ∞

ρ
χ λ λ

σ ξ ω = λ ξ ω λ ξ ∈
λ + λ∫ ∫ , 

– на циліндричній поверхні жорсткого включення, де 

 2 ( ) ( )
1 2 0 3( , ; ) 2 (1, ) ( , ; ) (1, ) ( , ; )j jF λ ξ ω = λ χ λ Φ λ ξ ω − χ λ Φ λ ξ ω , 

а функції ( )j
kΦ , 2, 3k = , для обох випадків наведено у Додатку 3. 

Обчислення виконано для сталевого шару з включенням, радіус якого 
дорівнює половині товщини шару ( /2a h= , 1/2α = ), під дією нормального 
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до поверхні шару гармонічного навантаження 2 2 1( , ) i tp r t r C е− ω= +( ) , де C  

– стала, для значень коефіцієнта Пуассона 1/4µ =  та 1/3µ = . Частоту 

коливань взято 0.5, 1.0, 1.0.1, 5, 3.0ω = . Знайдено нормальне напруження на 

циліндричній поверхні жорсткого включення (1, ; )ρσ ξ ω , [0,1]ξ ∈ , та нор-

мальне напруження на нижній грані шару ( ,0; )ξσ ρ ω , [1, )ρ ∈ ∞ , для випад-

ків I° та II°. На рис. 2, рис. 3 наведено розподіли нормального напруження 
( ,0; )ξσ ρ ω  на нижній грані пружного шару, коли вона жорстко закріплена 

або спирається на гладку основу без тертя відповідно. Криві 1–5 відповіда-
ють частотам 0.5, 1.0, 1.0.1, 5, 3.0ω = . Зі збільшенням частоти коливань спо-
стерігається зростання абсолютних значень нормальних напружень в обох 
випадках. Максимального значення напруження досягають навколо жорст-
кого включення, а з віддаленням від нього напруження зменшуються. Нор-
мальні напруження за абсолютною величиною є істотно більшими, коли 
нижня грань шару жорстко закріплена. Для частот 3.0ω >  спостерігалась 
нестабільність розрахункового алгоритму, для подолання якої використали 
асимптотичні формули. Зміна знаку напружень на додатний дає змогу при-
пускати наявність зон крайового резонансу, що буде перевірено у подаль-
шому. На рис. 4, рис 5 наведено розподіли нормальних напружень на ци-
ліндричній поверхні жорсткого включення для випадків I° та II° відповідно. 
Значення напружень є істотно більшими для випадку жорсткого закріплен-
ня нижньої границі порівняно з напруженнями при заданні умов гладкого 
контакту. Зі зростанням частоти діючого на верхній границі шару наванта-
ження величини нормальних напружень зростають, причому максимальних 
значень нормальні напруження досягають при підході до верхньої грані по 
циліндричній поверхні включення. Напруження є більшими для значення 
коефіцієнта Пуассона 1/3µ =  порівняно з випадком, коли 1/4µ = . 

   

 Рис. 2 Рис. 3 

   

 Рис. 4 Рис. 5 
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Висновки. Отримано точний розв’язок нестаціонарної задачі для не-
скінченного пружного шару з циліндричним жорстким включенням, на по-
верхні якого задано умови гладкого контакту. Досліджено нормальні напру-
ження на циліндричній поверхні включення та на нижній грані шару, що 
виникають під дією нормального осесиметричного динамічного навантажен-
ня, заданого на верхній грані шару, залежно від матеріалу та різних умов 
на нижній грані шару. Запропонований підхід можна застосувати при 
розв’язанні змішаних динамічних задач теорії пружності для інших типів 
крайових умов на бічних гранях шару та циліндричній поверхні дефекту. 
 

Додаток 1 
Компоненти базисної матриці 1( )ξΨ  у виразі (19): 

 2 2 20 1
11 2 ch (1 ) 2 ch (1 )p

∆ ∆   ψ = − λ + − ξ − λ − ξ −  α α  
( )  

 0 1
0 12 sh sh

∆ ∆   − ∆ ∆ ξ −  α α  
 

 
2 2 2

20 01 1

0 1

2
sh sh 2 ch ch

p ∆ ∆∆ ∆λ λ +       − ξ + λ ξ +      ∆ ∆ α α α α      

( )
 

 2 2 012 ch chp
∆∆   + λ + ξ   α α   

( ) , 

 
2 2 2

20 1
12 1

0

2
sh (1 ) 2 sh (1 )

p ∆ ∆λ λ +    ψ = − − ξ − λ ∆ − ξ +  ∆ α α  

( )
 

 
2 2 2

2 0 01 1
1

0

2
2 ch sh ch sh

p∆ ∆∆ ∆λ λ +      + λ ∆ ξ + ξ −      α α ∆ α α      

( )
 

 
4

2 20 01 1
1

0

2 sh ch 2 sh chp
∆ ∆∆ ∆      λ− ξ − λ + ∆ ξ      ∆ α α α α      

( ) . 

Додаток 2 
Підінтегральна функція для нормального напруження ( ,0; )ξσ ρ ω : 

  
( )

( ) 0
( )
1

( ; ), ,
( ; )

( ; ), .

j
j

j

Φ λ ω λ < ω
Φ λ ω = 

Φ λ ω λ > ω
 

Випадок I° (на нижній границі шару задано умови жорсткого закріп-
лення, 0j = ): 

 (0) (0)1 1
1 0

1 1

( ; ) ( ; )
( ; ) , ( ; )

det det

F F∗

∗

λ ω λ ω
Φ λ ω = Φ λ ω =

Ψ Ψ
, 

 2 2 20 1
1

1( ; ) ch ch
2

F
δ δ λ ω = ω − λ + λ  α α 

, 

 2 2 2 2
0 1

1,
1

−δ = λ − ω δ = λ − ω
+

æ
æ

, 

 2 2 2 4 2 2 4 0 1
1

1det 2 2 4 2 ch ch
2

δ δ Ψ = λ λ − ω − λ − λ ω + ω +  α α 
( )  

 
2 4

4 2 2 0 1

0 1

3 1 5 34 2 sh sh
1 1 2

δ δλ + − ω + λ − λ ω + δ δ + + α α 
æ æ
æ æ

, 

 2 2 22 3
1

1 1( ; ) cos cos
2 1

F∗ ωδ ωδ −   λ ω = ω − λ + λ   α α +   
æ
æ

, 

 
2 2

2 3
11 , 1
1

λ + λ   δ = − δ = −   ω − ω   
æ
æ

, 
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 2 2 2 4 2 2 4
1

1det 2 2 4 2
2

∗  Ψ = λ λ − ω − λ − λ ω + ω × 
 

( )  

 2 3 1cos cos
1

ωδ ωδ − × + α α + 
æ
æ

 

 

4
2 4 2 2

2
2 3

3 1 5 34 2
1 1 2

1
1

+ − ω λ λ − λ ω + + + + ×
−ω δ δ
+

æ æ
æ æ

æ
æ

 

 2 3 1sin sin
1

ωδ ωδ − ×  α α + 
æ
æ

. 

Випадок II° (на нижній границі шару задано умови гладкого контакту, 
1j = ): 

 (1) (1)2 2
1 1

2 2

( ; ) ( ; )
( ; ) , ( ; )

det det

F F∗

∗

λ ω λ ω
Φ λ ω = Φ λ ω =

Ψ Ψ
, 

 
2

2 2 20 1
2

0 1

1 1( ; ) sh sh
2

F
δ δ λ ω = − λ − ω + λ δ δ α α 

, 

 
2

2 2 20 01 1
2

0 1

1 1det sh ch ch sh
2

δ δδ δ Ψ = − λ − ω − λ δ δ α α α α 
, 

 

2
2 2

22 3
2

2
2 3

1
2 1( ; ) sin sin

11
1

F∗

 λ − ω  ωδ ωδ − λ ω = − + λ  α α +−  ω δ δ
+

æ
ææ

æ

, 

 

2
2 2

2 3
2

2
2 3

1
2 1det sin cos

11
1

∗

 λ − ω  ωδ ωδ − Ψ = − α α +−  ω δ δ
+

æ
ææ

æ

 

 2 2 3 1cos sin
1

ωδ ωδ − − λ  α α + 
æ
æ

. 

Додаток 3 
Підінтегральна функція для нормального напруження (1, ; )ρσ ξ ω : 

 
( )
0( )

( )
1

( ; ), ,
( ; )       2,3

( ; ), ,

j
kj

k j
k

k
Φ λ ω λ < ωΦ λ ω = =
Φ λ ω λ > ω

. 

Випадок I° (на нижній границі шару задано умови жорсткого закріп-
лення, 0j = ): 

 (0) (0)3 4
21 31

1 1

( , ; ) ( , ; )
( , ; ) , ( , ; )

det det
F Fλ ξ ω λ ξ ω

Φ λ ξ ω = Φ λ ξ ω =
Ψ Ψ

, 

 2 2 20 1
3

1( , ; ) ch (1 ) ch (1 )
2

F
δ δ     λ ξ ω = λ − ω − ξ + λ − ξ +     α α     

 

 

2 2 2

0 01 1
0 1

0 1

1
2

sh sh sh sh

 λ λ − ω δ δδ δ    + δ δ ξ + ξ −   α α δ δ α α   
 

 2 2 20 01 11ch ch ch ch
2

δ δδ δ     − λ ξ − λ − ω ξ     α α α α     
, 

 2 2 2 0
4

1( , ; ) 2 ch (1 )
2

F
δ   λ ξ ω = λ λ − ω − ξ +   α   
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 2 2 2 132 ch (1 )
1

δ−   + λ λ + ω − ξ +   + α   
æ

æ
 

 2 0 1
0 12 sh sh

δ δ + λ δ δ ξ + α α 
 

 
2

2 2 2 2 01

0 1

1 32 sh sh
2 1

δδλ −     + λ − ω λ + ω ξ −     δ δ + α α     
æ

æ
 

 4 0 12 ch ch
δ δ − λ ξ − α α 

 

 2 2 2 2 011 32 ch ch
2 1

δδ−     − λ − ω λ + ω ξ     + α α     
æ

æ
, 

 (0) (0)3 4
20 30

1 1

( , ; ) ( , ; )
( , ; ) , ( , ; )

det det

F F∗ ∗

∗ ∗

λ ξ ω λ ξ ω
Φ λ ξ ω = Φ λ ξ ω =

Ψ Ψ
, 

 2 2 2
3

1( , ; ) cos (1 )
2

F∗ ωδ   λ ξ ω = λ − ω − ξ +   α   
 

 2 3 1cos (1 )
1

ωδ − + λ − ξ + α + 
æ
æ

 

 2 2 3
2 3

1 1sin sin
1 1

ωδ ωδ− −   + ω δ δ ξ +   + α α +   
æ æ
æ æ

 

 
2

2 2 3 2
2

2 3

1 1sin sin
2 1

ωδ ωδλ −   + λ − ω ξ −   α + α   ω δ δ
æ
æ

 

 2 2 3 1cos cos
1

ωδ ωδ −   − λ ξ −   α α +   
æ
æ

 

 2 2 3 21 1cos cos
2 1

ωδ ωδ−   − λ − ω ξ   α + α   
æ
æ

, 

 2 2 2 2
4

1( , ; ) 2 cos (1 )
2

F∗ ωδ   λ ξ ω = λ λ − ω − ξ +   α   
 

 2 2 2 33 12 cos (1 )
1 1

ωδ− −   + λ λ + ω − ξ +   + α +   
æ æ
æ æ

 

 2 2 2 3
2 3

1 12 sin sin
1 1

ωδ ωδ− −   + λ ω δ δ ξ +   + α α +   
æ æ
æ æ

 

 

2 2 2 2 2

3
2

2 3

1 32
2 1 1sin

1

−   λ λ − ω λ + ω    ωδ+ −     + ξ × α + ω δ δ

æ
æ æ

æ
 

 42 2 3 1sin 2 cos cos
1

ωδ ωδ ωδ −   × − λ ξ −   α α α +   
æ
æ

 

 2 2 2 2 3 21 3 12 cos cos
2 1 1

ωδ ωδ− −     − λ − ω λ + ω ξ     + α + α     
æ æ
æ æ

. 

Випадок II° (на нижній границі шару задано умови гладкого контакту, 
1j = ): 

 (1) (1)5 6
21 31

2 2

( , ; ) ( , ; )
( , ; ) , ( , ; )

det det
F Fλ ξ ω λ ξ ω

Φ λ ξ ω = Φ λ ξ ω =
Ψ Ψ

, 

 

2
2 2 2

0 1
5

0 1

1 3
2 1 2

( , ; ) sh ch
2

F

− ω   λ − ω λ −    δ δ+     λ ξ ω = − ξ + δ δ α α 

æ
æ
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2

0 1ch sh
2

δ δλ  + ξ α α 
, 

 

2 2

0 01 1
6

0 1

1
12( , ; ) sh ch ch sh

2 2
F

λ − ω δ δδ δ   λ ξ ω = − ξ + ξ   δ δ α α α α   
, 

 (1) (1)5 6
20 30

2 2

( , ; ) ( , ; )
( , ; ) , ( , ; )

det det

F F∗ ∗

∗ ∗

λ ξ ω λ ξ ω
Φ λ ξ ω = Φ λ ξ ω =

Ψ Ψ
, 

 

2
2 2 2

2
5

2
2 3

1 3
2 1 2

( , ; ) sin
12
1

F∗

− ω   λ − ω λ −    ωδ+   λ ξ ω = − ×
α−ω δ δ

+

æ
æ

æ
æ

 

 
2

3 2 31 1cos cos sin
1 2 1

ωδ ωδ ωδ− λ −     × ξ + ξ     α + α α +     
æ æ
æ æ

, 

 

2 2

2 3
6

2
2 3

1
12( , ; ) sin cos
112

1

F∗
λ − ω ωδ ωδ − λ ξ ω = − ξ + α α + −ω δ δ

+

æ
ææ

æ

 

 2 21 1cos sin
2 1

ωδ ωδ −   + ξ   α α +   
æ
æ

. 
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ТОЧНОЕ РЕШЕНИЕ НЕСТАЦИОНАРНОЙ ЗАДАЧИ ДЛЯ УПРУГОГО СЛОЯ С 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИМ ЖЕСТКИМ ВКЛЮЧЕНИЕМ 
 
Построено точное решение нестационарной задачи для упругого слоя с цилиндри-
ческим жестким включением, на цилиндрической поверхности которого заданы 
условия гладкого контакта. На одной из граней слоя задана осесимметричная 
нормальная нестационарная сжимающая нагрузка, а другая грань сцеплена с аб-
солютно жестким основанием или опирается на гладкое основание без трения. 
Для построения полей перемещений и напряжений в слое к осесимметричным 
уравнениям движения последовательно применены интегральные преобразования 
Лапласа и Вебера, что приводит к неоднородной векторной краевой задаче отно-
сительно неизвестных трансформант перемещений. Задача решена с использо-
ванием матричного дифференциального исчисления. Исследованы нормальные на-
пряжения на цилиндрической поверхности включения и на нижней грани упругого 
слоя. Решение проанализировано для случая квазистатических колебаний. 

Ключевые слова: бесконечный упругий слой, цилиндрическое жесткое включение, 
динамическая задача, интегральные преобразования. 

 
AN EXACT SOLUTION TO A NONSTATIONARY PROBLEM FOR AN ELASTIC LAYER WITH  
A CYLINDRICAL RIGID INCLUSION  
 
An exact solution to a problem for an infinite elastic layer with a cylindrical rigid 
inclusion is constructed under the smooth-contact conditions imposed on the cylindrical 
surface of the inclusion. On one of the faces of the layer, an axisymmetric normal non-
stationary compression load is given; the other face is either perfectly fixed to an 
absolutely rigid foundation or supported on a smooth foundation without friction. To 
construct the displacement and stresses fields in the layer, the Laplace and Weber 
integral transforms are applied successively to the axisymmetric equations of motion, 
which yields a inhomogeneous vector boundary-value problem with respect to unknown 
transformants of the displacements. The problem is solved using the matrix differential 
calculus. The normal stresses on the cylindrical surface of the inclusion and on the 
lower face of the elastic layer are studied. For the case of quasistatic oscillations the 
solution is analyzed in detail.  

Key words: infinite elastic layer, cylindrical rigid inclusion, dynamic problem, integral 
transformations. 
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