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СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧНИЙ СИНТЕЗ МЕТАЛОКОНСТРУКЦІЇ 
МОДУЛЯ ЛІНІЙНОГО ПЕРЕМІЩЕННЯ 
 

Ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó îïòèì³çàö³éíó ìîäåëü ³ çä³éñíåíî ñòðóêòóðíî-ïà-
ðàìåòðè÷íèé ñèíòåç ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ìîäóëÿ ë³í³éíîãî ïåðåì³ùåííÿ ðó-
êè ìàí³ïóëÿòîðà ïðîìèñëîâîãî ðîáîòà çà ÷îòèðìà êðèòåð³ÿìè ÿêîñò³ ç 
óðàõóâàííÿì êîíñòðóêòèâíèõ ³ ôóíêö³îíàëüíèõ îáìåæåíü. Îòðèìàíî ðàö³î-
íàëüíó ñòðóêòóðó é îïòèìàëüí³ êîíñòðóêòèâí³ ïàðàìåòðè ìîäóëÿ ïðè çà-
äàíèõ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåííÿõ. 

 
Ó ìîäóëÿõ ë³í³éíîãî ïåðåì³ùåííÿ (ÌËÏ), íàïðèêëàä, ðóêè ìàí³ïóëÿòî-

ðà ïðîìèñëîâîãî ðîáîòà ç ïíåâìî- ÷è ã³äðîïðèâîäîì, äëÿ çá³ëüøåííÿ æîð-
ñòêîñò³ êîíñòðóêö³¿ íà çãèí ³ êðó÷åííÿ çàñòîñîâóþòü ïðîñòîðîâ³ ìåòàëîêîí-
ñòðóêö³¿ – øòîê ñèëîâîãî öèë³íäðà çà äîïîìîãîþ øïàíãîóòà æîðñòêî ç’ºä-
íóþòü ç äîäàòêîâèìè, ðóõîìèìè â îñüîâîìó â³äíîñíî êîðïóñà ñèëîâîãî öè-
ë³íäðà íàïðÿì³, íàïðÿìíèìè øòàíãàìè, ðîçì³ùåíèìè íà ïåâí³é â³ääàë³ â³ä 
éîãî ãåîìåòðè÷íî¿ îñ³ [1, 8]. Ñòðóêòóðà òà ðîçì³ðè òàêèõ ìåòàëîêîíñòðóêö³é 
³ñòîòíî âïëèâàþòü íà æîðñòê³ñòü, ãàáàðèòè, ìàñó, âàðò³ñòü ³ äèíàì³÷í³ õà-
ðàêòåðèñòèêè ìîäóëÿ ë³í³éíîãî ïåðåì³ùåííÿ [4]. Äëÿ ïðîåêòóâàííÿ ÌËÏ 
ñòðóêòóðó ïðîñòîðîâî¿ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ âèáèðàþòü íà îñíîâ³ äîñâ³äó åêñ-
ïëóàòàö³¿, à ïàðàìåòðè – ç óìîâè çàáåçïå÷åííÿ ïîòð³áíî¿ æîðñòêîñò³ òà 
ì³öíîñò³ [1, 7]. Òàêèé ï³äõ³ä íå äàº ìîæëèâîñò³ êîìïëåêñíî îö³íèòè àëüòåð-
íàòèâí³ âàð³àíòè ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ³ îáðàòè êðàùó ç íèõ äëÿ ïîäàëüøîãî 
ðîçðàõóíêó. Òîìó ïðîáëåìà áàãàòîêðèòåð³àëüíîãî ñòðóêòóðíî-ïàðàìåòðè÷-
íîãî îïòèì³çàö³éíîãî ñèíòåçó òàêèõ ìåòàëîêîíñòðóêö³é º àêòóàëüíîþ ³ âàæ-
ëèâîþ äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèñîêî¿ ÿêîñò³ ïðîåêòíèõ ðîá³ò. 

Ìåòà ñòàòò³ – ðîçðîáëåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ³ ïðîâåäåííÿ ñòðóê-
òóðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî îïòèì³çàö³éíîãî ñèíòåçó ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ çà 
áàãàòüìà êðèòåð³ÿìè ÿêîñò³ òà îáìåæåííÿìè.  

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî ï’ÿòü íàéòèïîâ³øèõ ç ìîæëèâèõ [1] 
âàð³àíò³â ñòðóêòóðè ÌËÏ ç îñíîâíîþ ³ äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè øòàíãàìè 
(ðèñ. 1). Íà ðèñóíêó çîáðàæåí³ ïåðåð³çè ìåòàëîêîíñðóêö³é ìîäóëÿ ë³í³éíîãî 
ïåðåì³ùåííÿ: 1 – áåç äîäàòêîâî¿ íàïðÿìíî¿ øòàíãè; 2 – ç îäí³ºþ 
íàïðÿìíîþ øòàíãîþ; 3 – ç äâîìà íàïðÿìíèìè øòàíãàìè; 4 – ç òðüîìà 
äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè øòàíãàìè, ïîçäîâæí³ îñ³ ÿêèõ ðîçòàøîâàí³ íà 
êîë³ ç îäíàêîâèì êóòîâèì êðîêîì; 5 – òðóá÷àñòà ìåòàëîêîíñòðóêö³ÿ, ùî 
îõîïëþº øòîê öèë³íäðà. 
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Рис. 1 
Òðåáà âèáðàòè îäíó ç ï’ÿòè çàïðîïîíîâàíèõ ñòðóêòóð ÌËÏ ³ ¿¿ ãåîìåò-

ðè÷í³ ïàðàìåòðè 1 2 0,  ,  ,  ,  d d a a d  ³ D  òàê, ùîá ïðè çàäàíîìó çîâí³øíüîìó 

íàâàíòàæåíí³ 0 75M = Í ⋅ ì ³ 5000P = Í ìîäóëü ìàâ ì³í³ìàëüíó ìàñó, ãàáà-

ðèòè, âàðò³ñòü ³ ñêëàäí³ñòü, à òàêîæ çàäîâîëüíÿâ îáìåæåííÿ íà íàïðóæåííÿ 
òà äåôîðìàö³¿ â åëåìåíòàõ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿. 
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Îïòèì³çàö³éíèé ñèíòåç ÌËÏ. Âèêîíàºìî ñòðóêòóðíî-ïàðàìåòðè÷íèé 
ñèíòåç ÌËÏ â³äïîâ³äíî äî ìåòîäó, ðîçðîáëåíîãî â [5]. Âèáåðåìî çà ÷àñòêîâ³ 
êðèòåð³¿ ÿêîñò³ ÌËÏ éîãî ìàñó òà ãàáàðèòè, à çà çì³íí³ ïðîåêòí³ ïàðàìåòðè 
– ãåîìåòðè÷í³ ðîçì³ðè 1 2 0,  ,  ,  ,  ,  d d a a d D  òà ê³ëüê³ñòü ñòðèæí³â n , ÿê³ 

óòâîðþþòü ìåòàëîêîíñòðóêö³þ ìîäóëÿ. Ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ çîâí³øí³õ 
íàâàíòàæåíü ³ âèë³ò ÌËÏ ââàæàòèìåìî çàäàíèìè. Òîä³ ó ðîçâ’ÿçóâàíí³ 
çàäà÷³ ñòðóêòóðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ìîæíà 
âèä³ëèòè äâ³ òàê³ ñòàä³¿: íà ïåðø³é ñôîðìóâàòè ìíîæèíó àëüòåðíàòèâíèõ 
âàð³àíò³â ìîäóëÿ ë³í³éíîãî ïåðåì³ùåííÿ çà êðèòåð³ÿìè ìàñè é ãàáàðèò³â; íà 
äðóã³é – âèáðàòè êðàùèé ç íèõ çà öèìè é äîäàòêîâèìè êðèòåð³ÿìè ÿêîñò³ – 
âàðò³ñòþ ³ ñêëàäí³ñòþ êîíñòðóêö³¿, ì³í³ì³çóâàâøè ¿õ. 

Îñê³ëüêè â òàê³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷³ êîíñòðóêö³þ õàðàêòåðèçóþòü ÷îòè-
ðè êðèòåð³¿ ÿêîñò³, ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç ïàðàìåòðàìè ÌËÏ â³äïîâ³äíèìè ôóíê-
ö³îíàëüíèìè çàëåæíîñòÿìè, òî ïàðàìåòðè÷íà îïòèì³çàö³ÿ ÌËÏ ó ìåæàõ 
êîæíî¿ ç³ ñòðóêòóð çâîäèòüñÿ äî çàäà÷³ âåêòîðíî¿ îïòèì³çàö³¿ ç îáìåæåí-
íÿìè â óìîâàõ âèçíà÷åíîñò³ ñèòóàö³¿: 

 1min ( ),         ( ) 0,        1,2, ,
n ig i m

∈
= =

x
F x x 


, 

 1 min max( ) 0,    1, , ,         ig i m m≤ = + ≤ ≤x x x x , (1) 

äå 1 2( ) ( ), ( ), , ( )kx F x F x F x=F { }  – âåêòîðíà ôóíêö³ÿ ìåòè; ( )ig x  – ñêàëÿðí³ 

ôóíêö³¿ âåêòîðíîãî àðãóìåíòó – îáìåæåííÿ; k  – ê³ëüê³ñòü ÷àñòêîâèõ 
êðèòåð³¿â ÿêîñò³; x  – âåêòîð ïðîåêòíèõ ïàðàìåòð³â; 1,  m m  – ê³ëüê³ñòü 

îáìåæåíü â³äïîâ³äíî çàãàëüíà ³ ð³âíîñòåé; min max,  x x  – â³äïîâ³äíî, íèæíÿ ³ 
âåðõíÿ ìåæ³ çì³íè ïàðàìåòð³â. 

Íà ïåðø³é ñòàä³¿ îïòèì³çàö³¿ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ôóíêö³þ ìåòè çàïèøå-
ìî ó âèãëÿä³ çâàæåíî¿ ñóìè äâîõ ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â ÿêîñò³: 

 0 1 2
0 0

( ) ( )
( ) ,        2,5j j

j

m V
f j

m V
ψ = = ζ + ζ =

x x
x , (2) 

äå ( )jm x  – ìàñà ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ìîäóëÿ; ( )jV x  – îá’ºì ïðîñòîðó, ÿêèé 

çàéìàº ìåòàëîêîíñòðóêö³ÿ; 1 2,  ζ ζ  – âàãîâ³ êîåô³ö³ºíòè ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â 

ÿêîñò³; 2
0 00.25m d= ρ π  ³ 0 00.25V d= π  – ìàñà é îá’ºì øòîêà ñèëîâîãî öè-

ë³íäðà, ãåîìåòðè÷í³ ïàðàìåòðè ÿêîãî çàäîâîëüíÿþòü îáìåæåííÿ íà äåôîð-
ìàö³¿ òà íàïðóæåííÿ çà çàäàíèõ çîâí³øí³õ íàâàíòàæåíü. 
 Âàð³àö³ºþ çíà÷åíü âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â äîñÿãàºòüñÿ ïåðåãëÿä ïðîñòîðó 
ïðîåêòíèõ ïàðàìåòð³â ³ ôîðìóâàííÿ àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌÁÊ ó 
ìåæàõ îäí³º¿ ñòðóêòóðè. 
 Ìàñó ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ç äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè âèçíà÷èìî 
â³äïîâ³äíî çà òàêèìè ôîðìóëàìè: 
 – äëÿ ìåòàëîêîíñòðóêö³é ç äîäàòêîâèìè êðóãëèìè ñòðèæíÿìè 

 2 2
1 2 ,       2, 4

4jm d nd jπ= ρ + =( ) ; (3) 

 – äëÿ òðóá÷àñòî¿ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿, ÿêà îõîïëþº øòîê ñèëîâîãî öè-
ë³íäðà 

 2 2 2
5 1 14

m D d dπ= ρ − +( ) . (4) 

 Îá’ºì ïðîñòîðó, ÿêèé çàéìàþòü ìåòàëîêîíñòðóêö³¿, çîáðàæåí³ íà ðèñ. 1, 
âèçíà÷èìî çà ôîðìóëàìè 

 2 1 1 2 3 1 10.5( ) ,         (2 )V d a d d V d a d= + + = +[ ]  , 
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äå 2 5, ,V V  – îá’ºìè ïðîñòîðó, ÿêèé çàéìàþòü â³äïîâ³äíî ìåòàëîêîíñòðóê-
ö³¿ ç îäíèì, äâîìà, òðüîìà äîäàòêîâèìè ñòðèæíÿìè òà òðóá÷àñòà ìåòàëî-
êîíñòðóêö³ÿ; ρ  – ãóñòèíà ìàòåð³àëó ñòðèæí³â; n  – ê³ëüê³ñòü ñòðèæí³â; a  – 

ì³æîñüîâà â³ääàëü ì³æ ñòðèæíÿìè;   – äîâæèíà (âèë³ò) ìåòàëîêîíñòðóêö³¿. 
 Ôóíêö³îíàëüí³ îáìåæåííÿ çàïèøåìî òàê: 

– íà íàïðóæåííÿ ó ñòðèæíÿõ ÌËÏ 

 1 e1 2 e20,          0ψ ≡ σ − σ ≤ ψ ≡ σ − σ ≤[ ] [ ] , 

 3 e3 4 e40,          0ψ ≡ σ − σ ≤ ψ ≡ σ − σ ≤[ ] [ ] , (6) 

äå eiσ  – åêâ³âàëåíòí³ íàïðóæåííÿ â³ä äåôîðìàö³¿ çãèíó òà êðó÷åííÿ; σ[ ]  – 
äîïóñòèìå íàïðóæåííÿ ðîçòÿãó äëÿ ìàòåð³àëó; 
 – íà äåôîðìàö³¿ ê³íöÿ êîíñîë³ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ 

 5 60,            0x x y yψ ≡ − ≤ ψ ≡ − ≤[ ] [ ] ,  

 7 80,             0ψ ≡ ϕ − ϕ ≤ ψ ≡ θ − θ ≤[ ] [ ] , (7) 

äå ,  ,  ,  x y ϕ θ[ ] [ ] [ ] [ ]  – â³äïîâ³äíî äîïóñòèì³ ë³í³éí³ òà êóòîâ³ äåôîðìàö³¿ 
ê³íöÿ êîíñîë³ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿. 

Êð³ì öüîãî, òðåáà âðàõóâàòè, ùî ïëîù³ ïîïåðå÷íèõ ïåðåð³ç³â åëåìåíò³â 
ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ïîâèíí³ áóòè äîäàòíèìè âåëè÷èíàìè. Òàê³ îáìåæåííÿ íà 
äîïóñòèì³ ðîçì³ðè ñòðèæí³â çàïèøåìî òàê: 

 9 1 10 2 11 12    0, 0,     0,     0d d D dψ ≡ − ≤ ψ ≡ − ≤ ψ ≡ − ≤ ψ ≡ − ≤ . (8) 

 Ðîçì³ðè ñòðèæí³â ïîâèíí³ áóòè òàêèìè, ùîá ó ïëîùèí³ ïîïåðå÷íîãî 
ïåðåð³çó âîíè íå íàêëàäàëèñÿ. Öå äàº ùå äâà îáìåæåííÿ íà ñï³ââ³äíîøåííÿ 
ì³æ ä³àìåòðàìè: 

 13 1 140,            d d d D sψ ≡ − ≤ ψ ≡ − ≤ − , (9) 

äå s  – ì³í³ìàëüíî äîïóñòèìà ç êîíñòðóêòèâíèõ ì³ðêóâàíü òîâùèíà ñò³íêè 
òðóá÷àñòî¿ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿. 
 Îòæå, çàäà÷ó îïòèì³çàö³éíîãî ñèíòåçó ÌËÏ íà ö³é ñòàä³¿ ðîçãëÿ-
äàòèìåìî ÿê çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ òàêèõ çì³ííèõ êîíñòðóêòèâíèõ ïàðàìåòð³â 

1 2 0,  ,  ,  ,  ,  d d a a d D , ÿê³ ì³í³ì³çóþòü ôóíêö³þ ìåòè (2) ³ çàäîâîëüíÿþòü îá-

ìåæåííÿ (6)–(9). 
 Ðîçðàõóíîê äåôîðìàö³é ³ íàïðóæåíü â åëåìåíòàõ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ 
ÌËÏ. Îñê³ëüêè â ÏÐ, ÐÒÊ ³ ÃÂÑ ³ç ïíåâìàòè÷íèì ïðèâîäîì ñóì³ùåííÿ ðó-
õ³â çäåá³ëüøîãî íå çàñòîñîâóþòü, òî äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ³ äåôîðìà-
ö³é åëåìåíò³â ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ìîæíà çä³éñíþâàòè çà óìîâè ¿õ íà-
âàíòàæåííÿ îêðåìî êðóòíèì ìîìåíòîì zM  ³ ñèëîþ P , ïðèêëàäåíèìè äî 

àáñîëþòíî æîðñòêîãî øïàíãîóòà, ÿêèé ç’ºäíóº ê³íö³ ñòðèæí³â ìåòàëîêîí-
ñòðóêö³¿ (äèâ. ðèñ. 1). 
 Äëÿ àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ìåòàëîêîíñòðóêö³é ÌËÏ, çîáðàæåíèõ íà 
ðèñ. 1, ð³âíÿííÿ ì³öíîñò³ é äîïóñòèìèõ äåôîðìàö³é ¿¿ êîíñîëüíîãî ê³íöÿ çà-
ïèøåìî òàê: 
 – äëÿ ÌËÏ áåç äîäàòêîâèõ íàïðÿìíèõ 

 0 0
k k,          

p p

M M

GJ W
ϕ = ≤ ϕ τ = ≤ τ[ ] [ ]


, (10) 

äå ϕ  – êóò çàêðó÷óâàííÿ æîðñòêîãî øïàíãîóòà ó âåðòèêàëüí³é ïëîùèí³; G  

– ìîäóëü ïðóæíîñò³ äðóãîãî ðîäó (çñóâó); 4
1 /32pJ d= π  – ïîëÿðíèé ìîìåíò 

³íåðö³¿ ïåðåð³çó øòîêà; kτ  – äîòè÷í³ íàïðóæåííÿ ó ìàòåð³àë³ øòîêà ïðè 

êðó÷åíí³; 3
1 /16pW d= π  – ïîëÿðíèé ìîìåíò îïîðó ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó 

øòîêà ïðè çãèí³; k,  ϕ τ[ ] [ ]  – äîïóñòèì³ êóò ïîâîðîòó øïàíãîóòà ³ äîòè÷í³ 
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íàïðóæåííÿ â ìàòåð³àë³ øòîêà ïðè êðó÷åíí³; 1d  – ä³àìåòð øòîêà ñèëîâîãî 
öèë³íäðà; 

 
3

3

32,            
3 x

P Pf f
EJ d

= ≤ σ = ≤ σ
π

[ ] [ ]  , (11) 

äå E  – ìîäóëü ïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó; 4
1 /64xJ d= π  – ìîìåíò ³íåðö³¿ ïîïå-

ðå÷íîãî ïåðåð³çó êðóãîâî¿ ôîðìè; 
 – äëÿ ÌËÏ ç îäí³ºþ äîäàòêîâîþ øòàíãîþ 

 0 E
2 2

1 2 1 1 2 2

,      
( ) 4 4

i
i p

i

M M
WC C B a B a

ϕ = ≤ ϕ σ = ≤ σ
+ + +

[ ] [ ] , (12) 

äå 2 2
E ki i iM M M= +  – åêâ³âàëåíòíèé ìîìåíò â i -ìó ñòðèæí³ çà òðåòüîþ ã³-

ïîòåçîþ ì³öíîñò³; iW  – ìîìåíò îïîðó ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó i -ãî ñòðèæíÿ; 
3

k /i iC GJ=   – æîðñòê³ñòü i -ãî ñòðèæíÿ ïðè êðó÷åíí³; 33 /i iB EJ=   – 

æîðñòê³ñòü i -ãî ñòðèæíÿ ïðè çãèí³; ki iM C= ϕ  – êðóòíèé ìîìåíò, ïðèêëà-

äåíèé äî i -ãî ñòðèæíÿ; 2i i iM PB a= ϕ  – ìîìåíò çãèíó, ïðèêëàäåíèé äî i -ãî 
ñòðèæíÿ; 

 
3

4 4 4 4
1 2 1 2

,     ,      1,2
3 ( ) ( )

i
i

P dPf f i
E d d d d

= ≤ σ = ≤ σ =
π − π −

[ ] [ ]
 ; (13) 

 – äëÿ ÌËÏ ç n  äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè, ïîçäîâæí³ îñ³ ÿêèõ ðîçì³-
ùåí³ íà êîë³ ðàä³óñîì 0a  ç îäíàêîâèì êóòîâèì êðîêîì: 

 0 E2
22

21 2 2 0

,      
( ) 4

p

M M
WC nC nB a

ϕ = ≤ ϕ σ = ≤ σ
+ +

[ ] [ ] , (14) 

äå 2 2
E2 k2 2M M M= +  – åêâ³âàëåíòíèé ìîìåíò, ïðèêëàäåíèé äî äîäàòêîâèõ 

ñòðèæí³â; k2 2M C= ϕ  – êðóòíèé ìîìåíò, ïðèêëàäåíèé äî äîäàòêîâèõ 

ñòðèæí³â; 2 2 02M B a= ϕ  – ìîìåíò çãèíó, ïðèêëàäåíèé äî äîäàòêîâèõ 

ñòðèæí³â; 

 
3

4 4

1 1

,        

3

i
pN N

i i
i i

P dPf f

E d d
= =

= ≤ σ = ≤ σ
π π∑ ∑

[ ] [ ]
 ; (15) 

 – äëÿ òðóá÷àñòî¿ êîíñòðóêö³¿ 

 0 k

1 2 p

,     ,     1,2i
i k

i

M M
i

C C W
ϕ = ≤ ϕ τ = ≤ τ =

+
[ ] [ ] ,  (16) 

äå p /i iC GJ=   – æîðñòê³ñòü i -ãî ñòðèæíÿ íà êðó÷åííÿ; 4
1 /32pJ d= π  – ïî-

ëÿðíèé ìîìåíò ³íåðö³¿ öåíòðàëüíîãî ñòðèæíÿ; 4 4
p2 (1 )/32J D= π − α  – ïî-

ëÿðíèé ìîìåíò ³íåðö³¿ òðóá÷àñòîãî ñòðèæíÿ; /d Dα =  – â³äíîøåííÿ âíóò-

ð³øíüîãî ä³àìåòðà òðóá÷àñòîãî ñòðèæíÿ äî çîâí³øíüîãî; 3
p1 /16W d= π  – 

ïîëÿðíèé ìîìåíò îïîðó ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñóö³ëüíîãî ñòðèæíÿ; 
3 4

p2 (1 )/16W D= π − α  – ïîëÿðíèé ìîìåíò îïîðó òðóá÷àñòîãî ñòðèæíÿ; 

 
3

k
c c

c 0
,        

3
i

i
i

MPf f
EJ W

= ≤ σ = ≤ σ[ ] [ ] , (17) 

äå 4 4 4
c 1 /64 (1 )/64J d D= π + π − α  – ñóìàðíèé îñüîâèé ìîìåíò ³íåðö³¿ òðóá-

÷àñòî¿ ìåòàëîêîíñòðóêö³¿; ci iM C f=  – ìîìåíò çãèíó, ïðèêëàäåíèé äî i -ãî 
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ñòðèæíÿ; 3
01 /32W d= π  – îñüîâèé ìîìåíò îïîðó ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó ñó-

ö³ëüíîãî ñòðèæíÿ; 3 4
02 (1 )/32W D= π − α  – îñüîâèé ìîìåíò îïîðó ïîïåðå÷-

íîãî ïåðåð³çó òðóá÷àñòîãî ñòðèæíÿ. 
Ôîðìóâàííÿ àëüòåðíàòèâíèõ ïàðåòî-îïòèìàëüíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ. 

Äëÿ ôîðìóâàííÿ ìíîæèíè àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ ðîçâ’ÿæåìî 
îïòèì³çàö³éíó çàäà÷ó (1) ç îáìåæåííÿìè, ì³í³ì³çóâàâøè ôóíêö³þ ìåòè (2), 
çà äîïîìîãîþ ìåòîäó Êóíà – Òàêåðà [2], çâ³âøè âèõ³äíó îïòèì³çàö³éíó 
çàäà÷ó (1) ç îáìåæåííÿìè (6)–(9) äî áåçóìîâíî¿ îïòèì³çàö³¿: 

 1( ) ( ) 0,        ( ) 0,      1,i i if g g i m∗ ∗ ∗∇ + λ ∇ = ∇ = =∑x x x , 

 10,         1, ,i i m m∗λ = = +  , (18) 

äå iλ  – ìíîæíèê Ëàãðàíæà. 
Àïðîêñèìóºìî ôóíêö³þ Ëàãðàíæà ó (18) â³äïîâ³äíî äî ìåòîäó 

ïîñë³äîâíîãî êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàìóâàííÿ (SQP) òàê, ùîá âîíà âðàõîâó-
âàëà îáìåæåííÿ: 

 
1

( , ) ( ) ( )
m

i iL f gλ = + λ ∇∑x x x
i=

. 

Òîä³ íà êîæíîìó êðîö³ ðîçâ’ÿçóâàòèìåìî òàêó çàäà÷à îïòèì³çàö³¿: 

 1min ( )
2n

T T
k k

d
f

∈
+ ∇d H d x d


, 

 + 1( ) ( ) 0,          1,T
i k kg i m∇ = =x d xig , 

 + 1( ) ( ) 0,          1, ,T
i k kg i m m∇ ≤ = +x d x ig . (19) 

Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ îïòèì³çàö³éíî¿ çàäà÷³ ó âèãëÿä³ (19) áóëà ðîçðîáëå-
íà êîìï’þòåðíà ïðîãðàìà, â ÿê³é äëÿ ïîøóêó åêñòðåìóìó ôóíêö³¿ ìåòè 
âèêîðèñòàíî ïðîãðàìó fmincon ïàêåòó Toolbox MatLab-5.3.1, ïîáóäîâàíó íà 
êîìá³íîâàíîìó ìåòîä³ ïîøóêó åêñòðåìóìó ôóíêö³¿ ìåòè, ÿêèé îá’ºäíóº 
àëãîðèòì DFGS ³ ìåòîä ïðîåêö³é. Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî çà òàêèõ ñòàëèõ 

ïàðàìåòð³â ÌËÏ: 97100 10−ρ = ⋅ êã/ìì3, 52.1 10E = ⋅ ÌÏà, 48 10G = ⋅ ÌÏà, 

800= ìì, k 128τ =[ ] ÌÏà, 200σ =[ ] ÌÏà, 2f =[ ]  ìì, 5ϕ =[ ] ãðàä. 
Ôðàãìåíò ðåçóëüòàò³â êîìï’þòåðíîãî ÷èñëîâîãî ìîäåëþâàííÿ çà äîïî-

ìîãîþ çãàäàíî¿ ïðîãðàìè äëÿ äâîõ, ä³àìåòðàëüíî ïðîòèëåæíèõ çà âåëè÷è-
íîþ, çíà÷åíü âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ìàñè òà ãàáàðèò³â ÌËÏ ïîäàíî â òàáë. 1 
( 1 20.1,  0.9ζ = ζ = ) ³ òàáë. 2 ( 1 20.9,  0.1ζ = ζ = ), äå f  – çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 

ìåòè. Âàð³þþ÷è çíà÷åííÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â iζ  ó ìåæàõ â³ä 0.1 äî 0.9 ç³ 
ñòàëèì êðîêîì (íàïðèêëàä, 0.1) îòðèìàºìî âñþ ìíîæèíó àëüòåðíàòèâíèõ 
âàð³àíò³â ÌËÏ, ç ÿêèõ ó ïîäàëüøîìó îáåðåìî íàéðàö³îíàëüí³øèé âàð³àíò, 
ïåðñïåêòèâíèé äëÿ ïîäàëüøîãî êîíñòðóêòèâíîãî îïðàöþâàííÿ.  
 Таблиця 1  

Ïàðàìåòðè 
Âàð³àíò 
ÌËÏ 1d , 

ìì 
2d , 

ìì 
a , 
ìì 

d , 
ìì 

D , 
ìì 

f  m , êã V , ìì3 

1 80.2 – – – – – 28.7 52.0 10⋅  

2 27.5 16.3 21.9 – – 0.213 4.57 31.2 10⋅  

3 28.3 5.0 33.3 – – 0.022 3.81 32.0 10⋅  

4 15.6 6.5 11.1 – – 0.008 1.65 24.5 10⋅  

5 12.4 – – 35.4 81.0 0.993 24.31 52.0 10⋅  
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 Таблиця 2  

Ïàðàìåòðè 
Âàð³àíò 
ÌËÏ 1d , 

ìì 
2d , 

ìì 
a , 
ìì 

d , 
ìì 

D , 
ìì 

f  m , êã V , ìì3 

1 80.2 – – – – – 28.7 52.0 10⋅  

2 27.5 16.3 21.9 – – 0.144 4.57 31.2 10⋅  

3 28.3 5.0 56.8 – – 0.121 3.81 33.4 10⋅  

4 15.8 5.0 11.2 – – 0.046 1.45 24.4 10⋅  

5 10.0 – – 167 169 0.328 3.72 54.3 10⋅  
 

Ðîçðàõóíîê ôóíêö³¿ ñóìàðíî¿ êîðèñíîñò³ àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â 
ÌËÏ. Äëÿ êîìïëåêñíî¿ îö³íêè àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ ââåäåìî äâà 
äîäàòêîâ³ ÷àñòêîâ³ êðèòåð³¿ ÿêîñò³: ñêëàäí³ñòü ³ âàðò³ñòü ìåòàëîêîíñòðóêö³¿. 

Ñêëàäí³ñòü ÌËÏ îö³íþâàòèìåìî çà ê³ëüê³ñòþ åëåìåíò³â, ÿê³ óòâîðþþòü 
ìåòàëîêîíñòðóêö³þ, îñê³ëüêè ñèëîâèé öèë³íäð, ùî âõîäèòü äî ñêëàäó ÌËÏ, 
äëÿ âñ³õ àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â áóäå îäíàêîâèì. Ó ïðîöåñ³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷³ åêñïåðòí³ ð³øåííÿ ïðèéìàëèñÿ îäí³ºþ îñîáîþ — åêñïåðòîì («³íäèâ³-
äóàëüíå ð³øåííÿ»). Â³äïîâ³äíî äî öüîãî ÌËÏ áóëè ïðîðàíãîâàí³ çà ñêëàä-
í³ñòþ òàê: íàéïðîñò³ø³é êîíñòðóêö³¿, ÌËÏ ó âèãëÿä³ ñèëîâîãî öèë³íäðà áåç 
äîäàòêîâèõ íàïðÿìíèõ ñòðèæí³â, áóëî ïðèñâîºíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ êî-
ðèñíîñò³, ùî äîð³âíþº 1; íàéñêëàäí³ø³é êîíñòðóêö³¿ – 6; ³íø³ êîíñòðóêö³¿ 
ÌËÏ ç äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè ñòðèæíÿìè îòðèìàëè òàê³ çíà÷åííÿ: ç 
îäíèì äîäàòêîâèì ñòðèæíåì – 2; ç äâîìà äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè ñòðèæ-
íÿìè – 3; ç òðüîìà äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè ñòðèæíÿìè – 4. Ö³ çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ íàâåäåíî â òàáë. 3 ó ñòîâï÷èêó «ñêëàäí³ñòü». 

Äëÿ êîæíîãî ç àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ ñôîðìóºìî ìàòðèöþ 

êðèòåð³¿â ÿêîñò³ 0

0

j
j qiA x= , äå 1,3i =  – ê³ëüê³ñòü êðèòåð³¿â ÿêîñò³; 

0 1,9j =  – ê³ëüê³ñòü àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ; 1,2q =  – ê³ëüê³ñòü 

ðåæèì³â ðîáîòè (âàð³àíò³â ñï³ââ³äíîøåííÿ âàãîâèõ êîåô³ö³ºíò³â ÷àñòêîâèõ 
êðèòåð³¿â ÿêîñò³) ÌËÏ (äèâ. òàáë. 3). 

Êîæí³é ìàòðèö³ 
0j

A  ïîñòàâèìî ó â³äïîâ³äí³ñòü ìàòðèöþ êîðèñíîñò³ 

êðèòåð³¿â    
0

0 0,  1,3,  1,5,  1,2j
j qiW w i j q= = = = . Äëÿ ïîáóäîâè ìàòðèö³ êî-

ðèñíîñò³ êðèòåð³¿â ñïî÷àòêó ïîáóäóºìî çàëåæíîñò³ ôóíêö³é êîðèñíîñò³ êîæ-
íîãî ç íèõ â³ä éîãî çíà÷åííÿ. Äëÿ çðó÷íîñò³ âèáåðåìî ìàêñèìàëüí³ çíà÷åííÿ 
ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ äëÿ âñ³õ êðèòåð³¿â, ùî äîð³âíþþòü îäèíèö³.  

Ó ðåçóëüòàò³ îïðàöþâàííÿ åêñïåðòíèõ îö³íîê çà îïèñàíîþ ó [9] ìåòî-
äèêîþ îòðèìàíî òàê³ çàëåæíîñò³ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ ÷èííèê³â â³ä ¿õí³õ çíà-
÷åíü: 

 21.863 2.7227 1.0045y x x= − +  – äëÿ îö³íêè ìàñè ÌËÏ; 

 20.4918 1.2184 0.9778y x x= − +  – äëÿ îö³íêè ãàáàðèò³â ÌËÏ; 

 20.0083 0.1633 0.8692y x x= − +  – äëÿ îö³íêè ñêëàäíîñò³ êîíñòðóêö³¿ ÌËÏ. 

Ï³ñëÿ öüîãî äëÿ êîæíîãî ç àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ çà ôîðìó-
ëîþ [6]  

 0

0
1 1

( )
k n

j
j q qi i

q i

u S r w
= =

= ν∑ ∑ , (20) 
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Таблиця 3 
Êðèòåð³¿ ÿêîñò³ 

¹ 
ç/ï m ,  

êã 
V ,  
ìì3 

Ñêëàä-
í³ñòü 

1   28.70 52.0 10⋅  1 

2     4.57 31.2 10⋅  2 

3     3.81 32.0 10⋅  3 

4     1.65 24.5 10⋅  4 

5   24.31 52.0 10⋅  6 

6     4.57 31.2 10⋅  2 

7     3.81 33.4 10⋅  3 

8     1.45 24.4 10⋅  4 

9     3.72 54.3 10⋅  6 
 

äå 1qr =  – âàãîâèé êîåô³ö³ºíò q -ãî ðå-

æèìó ðîáîòè ÌËÏ 0( 2);  j
qik w=  – çíà÷åí-

íÿ ôóíêö³¿ êîðèñíîñò³ ÌËÏ ( 5,  2m k= = , 

3);  in = ν – âàãîâèé êîåô³ö³ºíò i -ãî ÷èí-
íèêà ( 3n = ), îá÷èñëåíî çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ 
ñóìàðíî¿ êîðèñíîñò³ ïðè òàêèõ âàãîâèõ 
êîåô³ö³ºíòàõ ÷àñòêîâèõ êðèòåð³¿â ÿêîñò³: 
ìàñè – 0.6, ãàáàðèò³â – 0.3 ³ ñêëàäíîñò³ 
êîíñòðóêö³¿ – 0.1. Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóí-
ê³â ïîäàíî â òàáë. 4. 

Ö³ëêîì î÷åâèäíî, ùî çà îäíàêîâî¿ 
ñòðóêòóðè ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ¿¿ 
âàðò³ñòü ìÑ  ³ñòîòíî íå çì³íþâàòèìåòüñÿ 
ç³ çì³íîþ êîíñòðóêòèâíèõ ïàðàìåòð³â. Ó 
âèïàäêó çì³íè ñòðóêòóðè âàðò³ñòü àëü-
òåðíàòèâíîãî âàð³àíòà ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ 
³ñòîòíî çì³íþâàòèìåòüñÿ ³ âïëèâàòèìå íà ê³íöåâèé âèá³ð ðàö³îíàëüíî¿ 
êîíñòðóêö³¿, îñîáëèâî çà óìîâ îáìåæåíîãî ô³íàíñóâàííÿ íà ðîçðîáëåííÿ 
ÌËÏ. 
 Таблиця 4  

¹  
ç/ï 0/m m  0/V V  Ñêëàä-

í³ñòü mu  Vu  ñêëu  ( )ju S  ìÑ , 
ãðí 

1 1.00 1.000 1 0.14 0.15 0.71 0.20  717.50 
2 0.16 0.006 2 0.62 0.97 0.58 0.72  114.20 
3 0.13 0.010 3 0.68 0.96 0.45 0.54   95.20 
4 0.06 0.002 4 0.85 0.98 0.35 0.84   41.25 
5 0.84 1.000 6 0.03 0.15 0.19 0.08  607.70 
6 0.16 0.006 2 0.62 0.97 0.58 0.72  114.20 
7 0.13 0.017 3 0.68 0.96 0.45 0.72   95.20 
8 0.05 0.002 4 0.87 0.98 0.35 0.85   36.25 
9 0.13 2.1500 6 0.68 0.17 0.19 0.48   93.00 

Ïðîãíîçóâàííÿ âàðòîñò³ ÌËÏ. Îð³ºíòîâíó âàðò³ñòü ìÑ  (áåç óðàõóâàí-
íÿ òåõíîëîã³¿ âèãîòîâëåííÿ ³ âèòðàò íà îáñëóãîâóâàííÿ) àëüòåðíàòèâíèõ âà-
ð³àíò³â ÌËÏ áóëî îá÷èñëåíî çà ôîðìóëîþ [3] 

 b
ì

b

100i
i

i

C
C

k
×

= , (21) 

äå biC  – ñîá³âàðò³ñòü áàçîâîãî âóçëà i -ãî âàð³àíòà ÌËÏ; bik  – ïèòîìà âàãà 

ñîá³âàðòîñò³ áàçîâîãî âóçëà ó ñîá³âàðòîñò³ àíàëîã³÷íîãî âèðîáó. 
Ðåçóëüòàòè ðîçðàõóíê³â ïðè ö³í³ ñòàë³ 

25 ãðí. çà 1 êã ïîäàíî â òàáë. 4. Ö³ äàí³ º 
ï³äñòàâîþ äëÿ ïîáóäîâè «ïîëÿ âèáîðó» 
ðàö³îíàëüíî¿ ñòðóêòóðè é îïòèìàëüíèõ 
êîíñòðóêòèâíèõ ïàðàìåòð³â ÌËÏ. 

Âèá³ð íàéêðàùîãî âàð³àíòà ìåòàëî-
êîíñòðóêö³¿ ÌËÏ çà ³íòåãðàëüíèì êðèòå-
ð³ºì ÿêîñò³ òà êîìïåíñàö³ºþ çà êîðèñ-
í³ñòü. Îá÷èñëèâøè çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ñóì-
àðíî¿ êîðèñíîñò³ ³ âàðò³ñòü êîæíîãî ç àëü-
òåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ÌËÏ, çîáðàçèìî ó 
ïðÿìîêóòí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò (ðèñ. 2) 
òî÷êè ç êîîðäèíàòàìè ì( ( ), )ju S C . Öèôðè 

á³ëÿ òî÷îê â³äïîâ³äàþòü ïîðÿäêîâîìó íîìåðó àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â 
ÌËÏ ó òàáë. 4 (âàð³àíòè 1 ³ 5 íà ðèñóíêó íå çîáðàæåí³, îñê³ëüêè ³ñòîòíî 
ïåðåâèùóþòü ³íø³ çà âàðò³ñòþ). 
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Ðèñ. 2 ñâ³ä÷èòü, ùî ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ñóìàðíî¿ êîðèñíîñò³ 
çà íàéìåíøî¿ âàðòîñò³ ìàº êîíñòðóêö³ÿ çà íîìåðîì 8 – ÌËÏ ç öåíòðàëüíèì 
³ òðüîìà äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè ñòðèæíÿìè (äèâ. ðèñ. 1) ç òàêèìè êîí-
ñòðóêòèâíèìè ïàðàìåòðàìè: 13,  15.8n d= = ìì, 2 5.0d = ìì, 11.2a = ìì. 

Âèñíîâêè. 1. Ç âèêîðèñòàííÿì êîíöåïö³¿ òà ìåòîäó áàãàòîêðèòåð³àëü-
íîãî ñòðóêòóðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó ìàøèíîáóä³âíèõ êîíñòðóêö³é [5] 
ðîçðîáëåíî ìàòåìàòè÷íó îïòèì³çàö³éíó ìîäåëü ³ çä³éñíåíî ñòðóêòóðíî-ïà-
ðàìåòðè÷íèé ñèíòåç ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ðóêè ìàí³ïóëÿòîðà çà ÷îòèð-
ìà êðèòåð³ÿìè ÿêîñò³ ç óðàõóâàííÿì íàêëàäåíèõ êîíñòðóêòèâíèõ ³ ôóíê-
ö³îíàëüíèõ îáìåæåíü. 

2. Ïîêàçàíî, ùî ç ï’ÿòè àëüòåðíàòèâíèõ âàð³àíò³â ìåòàëîêîíñòðóêö³é 
ÌËÏ ç îñíîâíîþ ³ äîäàòêîâèìè íàïðÿìíèìè ñòðèæíÿìè ïðè íàâàíòàæåíí³ 
îñüîâîþ ñèëîþ òà êðóòíèì ìîìåíòîì íàéêðàùîþ (îïòèìàëüíîþ) º êîíñò-
ðóêö³ÿ ç îäíèì öåíòðàëüíèì ³ òðüîìà äîäàòêîâèìè ñòðèæíÿìè, ðîçì³ùåíè-
ìè íà êîë³ çàäàíîãî ðàä³óñà ç îäíàêîâèì êóòîâèì êðîêîì. 

3. Ó ðåçóëüòàò³ ñèíòåçó îòðèìàíî îïòèìàëüí³ çíà÷åííÿ êîíñòðóêòèâ-
íèõ ïàðàìåòð³â ìåòàëîêîíñòðóêö³¿ ÌËÏ ïðè çàäàíèõ çîâí³øí³õ íàâàíòà-
æåííÿõ. 

4. Çàïðîïîíîâàí³ ìåòîä ³ àëãîðèòì ñòðóêòóðíî-ïàðàìåòðè÷íîãî ñèíòåçó 
º óí³âåðñàëüíèìè, ¿õ ìîæíà çàñòîñîâóâàòè äëÿ ïðîåêòóâàííÿ ð³çíîìàí³òíèõ 
ìàøèíîáóä³âíèõ êîíñòðóêö³é ç îö³íêîþ ÿêîñò³ çà áàãàòüìà (ìåòðè÷íèìè òà 
íåìåòðè÷íèìè) ÷àñòêîâèìè êðèòåð³ÿìè.  
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СТРУКТУРНО-ПАРАМЕТРИЧЕСКИЙ СИНТЕЗ МЕТАЛЛОКОНСТРУКЦИИ 
МОДУЛЯ ЛИНЕЙНОГО ПЕРЕМЕЩЕНИЯ 
 
Ðàçðàáîòàíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ ìîäåëü è ïðîâåäåíî ñòðóêòóð-
íî-ïàðàìåòðè÷åñêèé ñèíòåç ìåòàëëîêîíñòðóêöèè ìîäóëÿ ëèíåéíîãî ïåðåìåùå-
íèÿ ðóêè ìàíèïóëÿòîðà ïðîìûøëåííîãî ðîáîòà ïî ÷åòûðåì êðèòåðèÿì êà÷åñò-
âà ñ ó÷åòîì íàëîæåííûõ îãðàíè÷åíèé. Îïðåäåëåíà ðàöèîíàëüíàÿ ñòðóêòóðà è îï-
òèìàëüíûå êîíñòðóêöèîííûå ïàðàìåòðû ìîäóëÿ ïðè çàäàííûõ âíåøíèõ íà-
ãðóçêàõ. 
 
STRUCTURAL-PARAMETRIC SYNTHESIS OF METAL WORK OF LINEAR MOTION MODULE  
 
The mathematical optimization model is developed and structural-parametric synthesis 
of metal work of the linear motion module of manipulator hand of industrial robot is 
made by four criteria of quality with regard for restrictions. The rational structure and 
optimum design data of the module are determined with given external loadings. 
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