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НАБЛИЖЕННЯ РОЗВ’ЯЗКІВ ОДНОГО КЛАСУ ОБЕРНЕНИХ КРАЙОВИХ 
ЗАДАЧ НА КОНФОРМНІ ВІДОБРАЖЕННЯ У БАГАТОЗВ’ЯЗНИХ ОБЛАСТЯХ 
З ПОТЕНЦІАЛОМ КЕРУВАННЯ 
 

Ðîçðîáëåíî íîâèé àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ îáåðíåíèõ íåë³í³éíèõ 
êðàéîâèõ çàäà÷ íà êîíôîðìí³ â³äîáðàæåííÿ ç ïîòåíö³àëîì êåðóâàííÿ ó òðè-
çâ’ÿçíèõ îáëàñòÿõ, îáìåæåíèõ åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè, çà óìîâè ì³í³ìó-
ìó âíóòð³øíüîãî ïåðåòîêó. 

 
Âñòóï. Ó ðîáîòàõ [1–8] äëÿ ïîáóäîâè äèíàì³÷íî¿ ñ³òêè òà ïîëÿ øâèä-

êîñò³ ³ç ïàðàëåëüíèì ðîçðàõóíêîì ³íøèõ õàðàêòåðèñòèê (âèòðàò, ïåðåòîê³â 
òîùî) êâàç³ïîòåíö³éíèõ ïîë³â øèðîêî âèêîðèñòîâóâàâñÿ ìåòîä îáåðíåíèõ 
êðàéîâèõ çàäà÷ (êîíôîðìíèõ ³ êâàç³êîíôîðìíèõ â³äîáðàæåíü). Òàê, ó 
ðîáîòàõ [2, 3] ðîçãëÿíóòî ìîäåëüíó çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ãàðìîí³÷íî¿ 
ôóíêö³¿ ( , )x yϕ = ϕ  (ïîòåíö³àëó) ó òðèçâ’ÿçí³é êðèâîë³í³éí³é îáëàñò³ zG  

( z x iy= + ), îáìåæåí³é òðüîìà çàìêíåíèìè ãëàäêèìè îïóêëèìè êîíòóðàìè: 

( ): , 0L z f x y∗ ∗= ={ }  (âíóòð³øí³ì), : ( ) 0L z f x, y∗ ∗= ={ }  (çîâí³øí³ì), 

0 0: ( , ) 0L z f x y= ={ }  (âíóòð³øí³ì, ùî º íîñ³ºì êåðóþ÷îãî ïîòåíö³àëó), çà 

òàêèõ óìîâ: 
0 0,  ,  L LL∗∗

∗
∗ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ , äå 0ϕ  – ïîòåíö³àë êåðóâàííÿ. 

Øëÿõîì ââåäåííÿ ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ( , )x yψ = ψ  (ôóíêö³¿ òå÷³¿), 

êîìïëåêñíî ñïðÿæåíî¿ äî ( , )x yϕ = ϕ , öÿ çàäà÷à çâåäåíà äî á³ëüø çàãàëüíî¿ 

çàäà÷³ íà êîíôîðìíå â³äîáðàæåííÿ ( ) ( , ) ( , )z x y i x yω = ω = ϕ + ψ  îáëàñò³ zG  ³ç 

íåâ³äîìèìè ðîçð³çàìè âçäîâæ ë³í³é ðîçä³ëó òå÷³¿ íà â³äïîâ³äíó îáëàñòü 
êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó Gω  àáî íà îáåðíåíå êîíôîðìíå â³äîáðàæåííÿ 

zG Gω →  ïðè â³äïîâ³äíîñò³ êóòîâèõ òî÷îê ³ç ïàðàëåëüíèì çíàõîäæåííÿì 

íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â (âèòðàò-ïåðåòîê³â). Îñîáëèâ³ñòþ ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî 
òèïó çàäà÷ ó çàãàëüíîìó (íà â³äì³íó â³ä çàäà÷ ³ç çàäàíèì çíà÷åííÿì ïàðà-
ìåòðà 0ϕ ) º òå, ùî çàëåæíî â³ä çíà÷åíü ïàðàìåòðà 0ϕ  îáëàñòü êîìïëåêñíî-

ãî ïîòåíö³àëó 0( )G Gω ω= ϕ  áóäóºòüñÿ íåîäíîçíà÷íî, é, ïîðÿä ³ç ïîáóäîâîþ 

àëãîðèòìó ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçàííÿ â³äïîâ³äíî¿ íåë³í³éíî¿ îáåðíåíî¿ çàäà÷³ â 
êîæíîìó ç êîíêðåòíèõ âèïàäê³â, âèíèêàº ïðîáëåìà áåçïîñåðåäíüîãî ïåðåõî-
äó äî îáåðíåíî¿ çàäà÷³, àäæå íåâ³äîìî, ÿêó ³ç êîíô³ãóðàö³é îáëàñò³ Gω  ñë³ä 

âèáèðàòè. Ó ðîáîò³ [2] ðîçâ’ÿçàíî ïðîáëåìó îáåðíåííÿ êðàéîâèõ çàäà÷ íà 
êîíôîðìí³ â³äîáðàæåííÿ äëÿ òðèçâ’ÿçíèõ îáëàñòåé, îáìåæåíèõ åêâ³ïîòåíö³-
àëüíèìè ë³í³ÿìè ç êåðóâàííÿì íà âíóòð³øíüîìó êîíòóð³, â çàãàëüíîìó: ïî-
áóäîâàíî «àëãîðèòì âèáîðó» çàëåæíî â³ä çíà÷åíü ïîòåíö³àëó êåðóâàííÿ 0ϕ  

( 0−∞ < ϕ < +∞ ). 

Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó ïîáóäîâè òà ðåàë³çàö³¿ 
àëãîðèòìó ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî òèïó çàäà÷ çà óìîâ ì³í³ìóìó ïåðåòîêó â³ä 

êîíòóðó L∗  äî 0L  ³ â³äñóòíîñò³ ïåðåòîêó â³ä êîíòóðó 0L  äî L∗ .  

Çàãàëüíà ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî â äåÿê³é òðèçâ’ÿçí³é êðèâîë³-
í³éí³é îáëàñò³ ,  zG z x iy= + , îáìåæåí³é çàìêíåíèìè ãëàäêèìè êîíòóðàìè 

   :  ( ),   ( ),  0 2 ,   :  ( ),  L x iy x x t y y t t L x iy x x t y∗ ∗
∗ ∗ ∗= + = = ≤ < π = + = ={ } {

   0 0 0( ),  0 2 ,    :  ( ),  ( ),  0 2y t t L x iy x x t y y t t∗= ≤ < π = + = = ≤ < π} { } , ïðîöåñ 
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ðóõó ÷àñòèíîê (çîêðåìà, ô³ëüòðàö³¿ ó ïîðèñòîìó ïëàñò³, ðóõó çàðÿäæåíèõ 
÷àñòèíîê ó ïðîâ³äí³é ïëàñòèíö³ òà ³í.), ÿêèé îïèñóºòüñÿ çà äîïîìîãîþ ð³â-
íÿííÿ ðóõó grad= ϕv æ  (çàêîí Äàðñ³ ÷è çàêîí Îìà) òà ð³âíÿííÿ íåðîçðèâ- 
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Рис. 1 

íîñò³ div 0=v , äå ( ( , ),  ( , ))x yv x y v x y=v  – øâèäê³ñòü ðóõó ÷àñòèíîê; 1=æ  

– êîåô³ö³ºíò ïðîâ³äíîñò³ (ô³ëüòðàö³¿ òîùî); ( , )x yϕ = ϕ  – ïîòåíö³àë ïîëÿ 

(
0 0 0,  ,  ,  L LL∗∗

∗ ∗
∗ ∗ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ − ∞ < ϕ < ϕ < ϕ < + ∞ ) ó âèïàäêó â³ä-

ñóòíîñò³ ïåðåòîêó ç 0L  â L∗  (ðèñ. 1). Çíà÷åííÿ ïîòåíö³àëó êåðóâàííÿ øó-

êàòèìåìî çà óìîâè ì³í³ìóìó ïåðåòîêó â³ä L∗  äî 0L  (ðèñ. 2). 
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Рис. 2 

Àíàëîã³÷íî, ÿê ó [1–6], óâ³âøè ôóíêö³þ òå÷³¿ ( , )x yψ = ψ  (êîìïëåêñíî-

ñïðÿæåíó äî ( , )x yϕ = ϕ ), çä³éñíèâøè óìîâí³ ðîçð³çè 1 3 2 2AB A B A B= =  ³ 

3 1 1 2BC B C B C= =  âçäîâæ â³äïîâ³äíèõ ë³í³é òå÷³¿, ùî ïðîõîäÿòü ÷åðåç òî÷êó 

ðîçä³ëó ïîòîê³â 1 2 3B B B B= = =  (ðèñ. 2), îòðèìóºìî á³ëüø çàãàëüíó çàäà÷ó 

íà êîíôîðìíå â³äîáðàæåííÿ ( )zω = ω  óòâîðåíî¿ ïðè öüîìó îäíîçâ’ÿçíî¿ 

îáëàñò³ 0 \ ( )z zG G AB BC=   íà â³äïîâ³äíó îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó 
1 2 3

1 1 3G G G G D B B Bω ω ω ω
′ ′ ′ ′=      äå 1

0:  ,  0G iω ∗= ω = ϕ + ψ ϕ < ϕ < ϕ < ψ <{  
0 2 3

0, :  ,  0 ,    :   Q G i Q G i∗
∗ ω ∗ ∗ ω< = ω = ϕ + ψ ϕ < ϕ < ϕ − < ψ < = ω = ϕ + ψ} { } {  

0 1 0 1 3,  0 ,  :  ,  0 ,  Q D B i B B∗ ∗
∗ ∗

′ ′ ′ ′ϕ < ϕ < ϕ − < ψ < = ω = ϕ + ψ ϕ < ϕ < ϕ ψ = =} { }

0:  ,  0i Q∗
∗= ω = ϕ + ψ ϕ = ϕ − < ψ <{ }  (òóò ,  iD B′ ′  – îáðàçè òî÷îê ,  iD B ), ç 

íåâ³äîìèìè âèòðàòàìè 0Q∗ =

2

,  y x
A D

v dx v dy Q∗
∗+ =−∫

1

y x
A D

v dx v dy+−∫  òà 

íåâ³äîìèì ïîòåíö³àëîì êåðóâàííÿ 0ϕ : 
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1 2 1 2 1 20,        ,         ,        x y A A B B C C

∗
∗ϕ = ψ ϕ = ϕ ϕ = ϕ ϕ = ϕ , 

 
1 1 1 2 2

0,      ,      0,          y x A C DB A BQ Q∗
∗ ∗ϕ = − ψ ψ = − ψ = ψ = . (1) 

Àíàëîã³÷íî, ÿê ó [1–4], â³äïîâ³äíó ¿é íåïîâíó îáåðíåíó êðàéîâó çàäà÷ó 

íà êîíôîðìíå â³äîáðàæåííÿ ( ) ( , ) ( , )z z x i y= ω = ϕ ψ + ϕ ψ  îáëàñò³ Gω  íà 0
zG  ³ 

ð³âíÿííÿ äëÿ ä³éñíî¿ ( , )x x= ϕ ψ  ³ óÿâíî¿ ( , )y y= ϕ ψ  ÷àñòèí ôóíêö³¿ òå÷³¿ 

( )z z= ω  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 ,       ,        ( , )x y x y Gϕ ψ ψ ϕ ω= = − ϕ ψ ∈ , (2) 

 0( ( , ),  ( , )) 0,       f x y Q Q∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ϕ ψ ϕ ψ = − ≤ ψ ≤ , 

 ( ( , ),  ( , )) 0,       0f x y Q∗ ∗ ∗ ∗
∗ϕ ψ ϕ ψ = − ≤ ψ ≤ , 

 0
0 0 0( ( , ),  ( , )) 0,         0f x y Q∗ϕ ψ ϕ ψ = ≤ ψ ≤ , (3) 

 0 0
0( , ) ( , ),        ( , ) ( , ),        x Q x Q y Q y Q∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ϕ − = ϕ ϕ − = ϕ ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ , 

 0( , ) ( ,0),          ( , ) ( ,0),          x Q x y Q y∗ ∗ ∗
∗ ∗ϕ − = ϕ ϕ − = ϕ ϕ ≤ ϕ ≤ ϕ , 

 0,         0x y∆ = ∆ = . (4) 

 Çàóâàæèìî, ùî öþ çàäà÷ó äàë³ äîïîâíþâàòèìåìî ùå é âèìîãàìè 
âèêîíàííÿ ð³âíÿíü Ëàïëàñà äëÿ ôóíêö³é ( , ),  ( , )x yϕ ψ ϕ ψ  íà îáèäâîõ îáðàçàõ 

«áåðåã³â» ë³í³¿ ðîçä³ëó ïåðåòîê³â ABC  äëÿ âðàõóâàííÿ ¿¿ «ðîçäâîºííÿ» ïðè 

ïåðåõîä³ â³ä îáëàñò³ zG  äî Gω . 

Àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³. Ð³çíèöå-
â³ àíàëîãè ð³âíÿíü (4), óìîâ (3) òà äîäàòêîâèõ óìîâ äëÿ ãðàíè÷íèõ ³ ïðèãðà-

íè÷íèõ âóçë³â ó ñ³òêîâ³é îáëàñò³ ( , )i jG γ
ω = ϕ ψ{ } , äå 

 1 1

0 1 2 1

, 0, 1,

( ) , , ,
i

i i n

i n i n n

∗ ϕ + ⋅ ∆ϕ = −ϕ = 
ϕ + − ⋅ ∆ϕ =

 

 1 1

1 2 1

, 0, 1,

( ) , , ,
j

Q j j m

j m j m m

∗
∗ − + ⋅ ∆ψ = −ψ = 

− ⋅ ∆ψ =
 

 1 0 1 2 0 2( ) / ,     ( )/n n∗
∗∆ϕ = ϕ − ϕ ∆ϕ = ϕ − ϕ , 

 0
1 1 2 2/ ,           /Q m Q m∗

∗ ∗∆ψ = ∆ψ = , 

 1 2 1 2 1 2 1 2,      ,      , , ,n n n m m m n n m m= + = + ∈  ,  

çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 , ( , )i j i jx x= ϕ ψ =  

 1
1, 1, , 1 , 1i j i j i j i jx x x x−

− + − +
− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ = α ⋅ + + + ∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ 
, 

 , ( , )i j i jy y= ϕ ψ =  

 1
1, 1, , 1 , 1i j i j i j i jy y y y

+

−
− + − +

− − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ = α ⋅ + + + ∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ 
, (5) 
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 ( ) / 2 ,          ( )/ 2− + − +∆ϕ = ∆ϕ + ∆ϕ ∆ψ = ∆ψ + ∆ψ , 

 1 1 1 12 − − − −
− + − +

 α = ∆ϕ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ + ∆ψ ∆ψ 
 

, 

äå çíà÷åííÿ ,  ,  ,  − + − +∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ  âèáèðàþòüñÿ ç òàáë. 1 çàëåæíî â³ä 

íàëåæíîñò³ âóçëà ( , )i jϕ ψ  ò³é ÷è ³íø³é ï³äîáëàñò³ G γ
ω
  ñ³òêîâî¿ îáëàñò³ G γ

ω ; 

 
1 10 , , 1( , ) 0,      ,n j n jf x y j m m= = ,  

 0, 0, , , 1( , ) 0,         0, ,       ( , ) 0,     0,j j n j n jf x y j m f x y j m∗
∗ = = = = , 

 ,0 , ,0 , 1,       ,       0,i i m i i mx x y y i n= = = , 

 
1 1

 ,0 , ,0 , 1 ,     ,      ,i i m i i mx x y y i n n= = = , (6) 

 , ,
, 2 1

( , )
(3 4 )n j n j

n j n , j n , j

f x y
x x x

y

∗

− −

∂
+ − −

∂
 

 , ,
, 2 1 1

( , )
(3 4 ) 0,        0,n j n j

n j n , j n , j

f x y
y y y j = m

x

∗

− −

∂
− + − =

∂
, 

 0, 0,
1 0, 2

( , )
(4 3 )j j

, j j , j

f x y
x x x

y
∗∂

− − −
∂

 

 0, 0,
1 0, 2

( , )
(4 3 ) 0,      0j j

, j j , j

f x y
y y y j = , m

x
∗∂

− − − =
∂

, 

 1 1

1 1 1

0 , ,
, 2 1

( , )
(3 4 )

n j n j
n j n , j n , j

f x y
x x x

y − −

∂
+ − −

∂
 

 1 1

1 1 1

0 , ,
, 2, 1,

( , )
(3 4 ) 0

n j n j
n j n j n j

f x y
y y y

x − −

∂
− + − =

∂
, 

 1 1, 1j m m= + − . (7) 

  Таблиця 1 

/G Lγ
ω


  0i  0j  0n  0m  m−  −∆ϕ  +∆ϕ  −∆ψ  +∆ψ  

1G γ
ω  0 1m  1n  2m  0 1∆ϕ  2∆ψ  

2G γ
ω  0 0 1n  1m  0 1∆ϕ  1∆ψ  

3G γ
ω  1n  0 2n  1 1m +  1m  2∆ϕ  1∆ψ  

1D B′ ′  0 1 1m −  1n  2 0 1∆ϕ  1∆ψ  2∆ψ  

1 3B B′ ′  1 1n −  0 2 1m  0 1∆ϕ  2∆ϕ  1∆ψ  

2 2A B′ ′  0 1m −  1n  2 m  1∆ϕ  2∆ψ  1∆ψ  

 

Ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ íåâ³äîìèõ âåëè÷èí 0 ,  Q Q∗
∗ ∗  ³ 0ϕ  îäåðæóºìî 

íà ï³äñòàâ³ óìîâ «êîíôîðìíî¿ ïîä³áíîñò³» åëåìåíòàðíèõ ñ³òêîâèõ ÷îòèðè-
êóòíèê³â [1–4] äâîõ îáëàñòåé: 
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 0
1 1 2 2 0 1 1,     ,      Q m Q m n∗

∗ ∗ ∗= ∆ψ = ∆ψ ϕ = ϕ + ∆ϕ , 

 1 2 1 2 1 1 1 3 2 2 1 3,     ,     ( ) /( )n n∗
∗∆ψ = γ ∆ϕ ∆ψ = γ ∆ϕ ∆ϕ = γ ϕ − ϕ γ + γ , (8) 

 
0 0 0 0

0 0

1 1

,
0 0

1
i n j m

i j
i i j j

n m

+ − + −

= =

γ = γ∑ ∑
   

 
 , 

 
2 2 2 2

, 1 , , 1 , 1, 1 1, 1, 1 1,
, 2 2 2 2

1, , 1, , 1, 1 , 1 1, 1 , 1

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

i j i j i j i j i j i j i j i j
i j

i j i j i j i j i j i j i j i j

x x y y x x y y

x x y y x x y y

+ + + + + + + +

+ + + + + + + +

− + − + − + −
γ =

− + − + − + −
, 

äå 1,3= , à êîìïîíåíòè âåêòîðà ( 0 0 0 0,  ,  ,  i j n m    ) âèáèðàþòüñÿ ç³ ñòîâïö³â 

2–5 â³äïîâ³äíîãî ï³äîáëàñò³ G γ
ω
  ðÿäêà òàáë. 1. 

Çàäàâøè ê³ëüê³ñòü âóçë³â 1 2 1 2,   ,   ,   n n m m  ðîçáèòòÿ îáëàñò³ ,Gω  

ïàðàìåòðè 1 2 3,  ,  ε ε ε , ùî õàðàêòåðèçóþòü òî÷í³ñòü ðîáîòè àëãîðèòìó 
ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ (2), (3) ð³çíèöåâî¿ çàäà÷³, ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ 

êîîðäèíàò ãðàíè÷íèõ âóçë³â (0) (0) (0) (0)
0, 0, , ,,  ,  ,  j j n j n jx y x y  (òàê, ùîá âèêîíóâàëèñü 

óìîâè (6)) òà ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ êîîðäèíàò âñ³õ âíóòð³øí³õ âóçë³â 
(0) (0)
, ,( ,  )i j i jx y , âèçíà÷àºìî çà ôîðìóëîþ (8) ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ âåëè÷èí 

0 ,  Q Q∗
∗ ∗  ³ 0ϕ . Äàëüøå óòî÷íþºìî êîîðäèíàòè âíóòð³øí³õ âóçë³â ( ) ( )

, ,( ,  )k k
i j i jx y  

³ç çàäàíîþ òî÷í³ñòþ 1ε  (äå k  – íîìåð çàãàëüíî¿ ³òåðàö³¿) çà äîïîìîãîþ 

³òåðàö³éíèõ ñõåì (9) òèïó «õðåñò» ó êîæí³é ³ç ï³äîáëàñòåé G γ
ω
  ïðè 

0 0 01,  1i i i n= + + − , 0 0 01,  1j j j m= + + −  (äèâ. òàáë. 1): 

 ( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, 1, 1, , 1 , 1
k k k k k

i j i j i j i j i jx x x x x− − − − −
− + − +

− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ = α ⋅ + + + ∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ { } , 

 ( ) 1 ( 1) ( 1) ( 1) ( 1)
, 1, 1, , 1 , 1
k k k k k

i j i j i j i j i jy y y y y− − − − −
− + − +

− + − +

∆ϕ ∆ϕ ∆ψ ∆ψ = α ⋅ + + + ∆ψ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ { } , (9) 

 ( ) / 2 ,          ( )/ 2− + − +∆ϕ = ∆ϕ + ∆ϕ ∆ψ = ∆ψ + ∆ψ , 

 1 1 1 12 − − − −
− + − +

 α = ∆ϕ ∆ψ ∆ϕ ∆ϕ + ∆ψ ∆ψ 
 

, 

äå 
0

0

, ,
  

,

j j j m
j m

j m j j m −
−

≠ +
= 

− = +
{ }  – ïàðàìåòð êîðåêö³¿ ³íäåêñ³â, óâåäåíèé 

äëÿ âðàõóâàííÿ «ðîçäâîºííÿ» ë³í³¿ ðîçä³ëó ïåðåòîê³â ABC  ïðè ïåðåõîä³ â³ä 
îáëàñò³ zG  äî Gω .  

Ï³ñëÿ öüîãî, ÿê ³ â [4], «ï³äïðàâëÿºìî» ãðàíè÷í³ âóçëè, ðîçâ’ÿçóþ÷è 
íàáëèæåíî ñèñòåìó ð³âíÿíü (7), íàïðèêëàä, ìåòîäîì Íüþòîíà. ßêùî 
âåëè÷èíà çì³ùåííÿ ãðàíè÷íèõ âóçë³â çà ïðîâåäåíó k -òó çàãàëüíó ³òåðàö³þ 

2 2
( ) ( 1) ( ) ( 1)
, , , ,

,
max k k k k

i j i j i j i j
i j

S x x y y− −   = − + −   
   

 (òóò ( ,  )i j  – ³íäåêñè êîîðäèíàò 

ãðàíè÷íèõ âóçë³â) º á³ëüøîþ, í³æ 2ε , òî ïîâåðòàºìîñü äî óòî÷íåííÿ âíóò-
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ð³øí³õ âóçë³â. Â ³íøîìó âèïàäêó çíàõîäèìî íîâ³ íàáëèæåííÿ âåëè÷èí 0Q∗ , 

Q∗
∗  ³ 0ϕ  çà ôîðìóëàìè (8). ßêùî íàéá³ëüøà ç³ çì³í çà àáñîëþòíîþ âåëè÷è-

íîþ øóêàíèõ âåëè÷èí çà îñòàííþ ïðîâåäåíó ³òåðàö³þ º á³ëüøîþ, í³æ 3ε , òî 
çíîâó ïîâåðòàºìîñÿ äî óòî÷íåííÿ âíóòð³øí³õ âóçë³â, ó ïðîòèëåæíîìó âè-

ïàäêó – îá÷èñëþºìî íåâ’ÿçêó 2 2
1 2δ = δ + δ  «êîíôîðìíîñò³» îòðèìàíî¿ ñ³òêè, 

äå 1δ , 2δ  – íåâ’ÿçêè àïðîêñèìàö³é ð³âíÿíü (2) ó Gω : 

 1 1, 1, , 1 , 1
( , )
max ( ) ( )i j i j i j i j
i j G

x x y y
γ
ω

+ − + −
∈

δ = γ − − − , 

 2 1, 1, , 1 , 1
( , )
max ( ) ( )i j i j i j i j
i j G

y y x x
γ
ω

+ − + −
∈

δ = γ − + − . 

ßêùî ïîòð³áíî ï³äâèùèòè ñòóï³íü òî÷íîñò³ íàáëèæåíîãî ðîçâ’ÿçêó 
(çìåíøèòè íåâ’ÿçêó δ ), çá³ëüøóºìî ïàðàìåòðè ðîçáèòòÿ îáëàñò³ 1 2,  n n , 

1 2,  m m  ³ ðîçâ’ÿçóºìî çàäà÷ó ïîâòîðíî (îïòèìàëüí³ñòü ñï³ââ³äíîøåííÿ ì³æ 
íèìè äîñÿãàºòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê [1–5], øëÿõîì îïòèì³çàö³¿ â³äïîâ³äíèõ 
ôóíêö³îíàë³â). 

ßê ³ â [1–4], îá´ðóíòóâàííÿ ïîáóäîâàíîãî àëãîðèòìó, ùî áàçóºòüñÿ íà 
ïî÷åðãîâîìó «çàìîðîæåíí³» øóêàíèõ ïàðàìåòðà êîíôîðìíîñò³, âíóòð³øí³õ 
òà ãðàíè÷íèõ âóçë³â êðèâîë³í³éíî¿ îáëàñò³, ïðîâîäèòüñÿ ç âèêîðèñòàííÿì 
³äåé ìåòîäó áëî÷íî¿ ³òåðàö³¿ [1–4, 10]. 

ßêùî êîíòóðè L∗  òà L∗  íå º åêâ³ïîòåíö³àëüíèìè ë³í³ÿìè (íàïðèêëàä, 

êîëè ( )∗ ∗
∗ ∗ϕ = ϕ M , äå M  – á³æó÷à òî÷êà â³äïîâ³äíîãî êîíòóðó, ( )∗

∗ϕ M  – 
ìàëîçì³ííà íåïåðåðâíî äèôåðåíö³éîâíà òà ïåð³îäè÷íà ôóíêö³ÿ), áåçïîñå-
ðåäíüî ñêîðèñòàòèñü ïåðåâàãàìè çàïðîïîíîâàíîãî íàìè ï³äõîäó íå ìîæíà 
(â³äïîâ³äíà îáëàñòü êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó íå º êàíîí³÷íîþ). Ó öüîìó âè-
ïàäêó ìîæëèâèì º êîìá³íîâàíèé ï³äõ³ä ³ç âèêîðèñòàííÿì ìåòîäó ñê³í÷åí-
íèõ åëåìåíò³â ³ ìåòîäó ìàæîðàíòíèõ îáëàñòåé Ã. Ì. Ïîëîæ³ÿ [9, 11–12]. 

Ïðîãðàìíà ðåàë³çàö³ÿ àëãîðèòìó òà ÷èñåëüí³ ïðèêëàäè. Îïèñàíèé âè-
ùå àëãîðèòì ÷èñåëüíîãî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ðåàë³çîâàíèé 
ó âèãëÿä³ ïðîãðàìè äëÿ ÏÊ ²BM PC/AT. Äëÿ ïåðåâ³ðêè éîãî êîðåêòíîñò³ 
ïðîâåäåíî ñåð³þ ÷èñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â íà òåñòîâîìó ïðèêëàä³, êîëè 

 :  ( ) 2 cos ,   ( ) sin ,   0 2L x iy x x t t y y t t t∗ ∗ ∗= + = = − + = = ≤ < π{ } ,  

 :  ( ) 4 cos ,   ( ) 4 sin ,   0 2L x iy x x t t y y t t t∗ ∗ ∗= + = = = = ≤ < π{ } , 

 0 0 0:  ( ) 1 cos ,   ( ) sin /2,   0 2L x iy x x t t y y t t t= + = = + = = ≤ < π{ } ,  

0,  1∗
∗ϕ = ϕ = . Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ (çíà÷åííÿ ïîòåí-

ö³àëó êåðóâàííÿ ³ ïåðåòîê³â) äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 1n  íàâåäåíî â òàáë. 2 (ïðè 

öüîìó 1m  ³ 2m  âèáèðàëè ç óìîâè íàéá³ëüøî¿ ïîä³áíîñò³ ïîáóäîâàíî¿ ñ³òêè 

äî êâàäðàòíî¿, 2 2n = ). 

Îòðèìàíó äèíàì³÷íó ñ³òêó ó âèïàäêó 1 2 1 2 80 2 428 96n n m m× × × = × × ×  
çîáðàæåíî íà ðèñ. 3, äå ïóíêòèðíîþ ë³í³ºþ âèä³ëåíî «çàñò³éíó çîíó» 
(îáëàñòü âåëèêèõ íåâ’ÿçîê ð³âíÿíü Êîø³ – Ð³ìàíà â îêîë³ îñîáëèâî¿ òî÷êè 

1 2 3 ,:  0.05i jB B B B ∗= = = δ > δ = ). Ðîçïîä³ë øâèäêîñò³ íà íàéáëèæ÷³é äî 

êîíòóðó 1 2A A  åêâ³ïîòåíö³àëüí³é ë³í³¿ çîáðàæåíî íà ðèñ. 4. 
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 Таблиця 2 

1n  1m  2m  0ϕ  0Q∗  Q∗
∗  δ  

5 33 6 0.854 0.942 5.570 0.255 

10 61 12 0.895 1.030 5.454 0.195 

15 89 17 0.912 1.012 5.394 0.192 

20 115 24 0.926 1.098 5.339 0.162 

40 219 50 0.958 1.205 5.234 0.131 

80 428 92 0.981 1.122 5.245 0.093 
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Âèñíîâêè. 
1. Ðîçâ’ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ ç êåðóâàííÿì çâîäèòüñÿ äî ðîç-

â’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíî¿ âèðîäæåíî¿ (ïðè ,  1,3i iG B i→ = ) çàäà÷³ íà êîí-
ôîðìíå â³äîáðàæåííÿ îáëàñòåé, çîáðàæåíèõ íà ðèñ. 2, ùî âêëþ÷àº çíà-

õîäæåííÿ òèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â 0
0 ,  ,  Q Q∗

∗ ∗ϕ , ÿê³ çàáåçïå÷óþòü éîãî 

³ñíóâàííÿ òà ºäèí³ñòü. 
2. Çàïðîïîíîâàíèé àëãîðèòì º îñîáëèâî åôåêòèâíèì ó âèïàäêàõ, êîëè: 

à) âíóòð³øí³ êîíòóðè L∗  òà 0L  º ìàëèìè (íàïðèêëàä, ñâåðä-

ëîâèíè) ³ âàæêî ïîáóäóâàòè ð³âíîì³ðíó äèíàì³÷íó ñ³òêó ó ô³çè÷í³é 
îáëàñò³; 

á) ïðè âèâ÷åíí³ ð³çíèõ ïðîöåñ³â íà òàêîãî òèïó ³äåàëüíèõ êîí-
âåêòèâíèõ ôîíàõ, êîëè º ñåíñ ïåðåõîäèòè â³ä îáëàñò³ zG  äî â³äïî-

â³äíî¿ îáëàñò³ êîìïëåêñíîãî ïîòåíö³àëó. 

Ó ïåðñïåêòèâ³ ïëàíóºòüñÿ ðåàë³çàö³ÿ ðîçðîáëåíîãî óí³âåðñàëüíîãî àë-
ãîðèòìó ðîçâ’ÿçàííÿ òàêîãî òèïó ìîäåëüíèõ çàäà÷, ùî îõîïëþº óñ³ ìîæëèâ³ 
âàð³àíòè ôîðìóâàííÿ òå÷³¿ çàëåæíî â³ä çíà÷åíü ïîòåíö³àëó êåðóâàííÿ 0ϕ  

( 0−∞ < ϕ < +∞ ), òà éîãî ìîäèô³êàö³ÿ ñòîñîâíî ìîäåëþâàííÿ â³äïîâ³äíèõ íå-

ë³í³éíèõ ïðîöåñ³â ó íåîäíîð³äíèõ òà àí³çîòðîïíèõ ñåðåäîâèùàõ ç óðàõóâàí-
íÿì âçàºìîâïëèâó ´ðàä³ºíò³â íàïîðó òà õàðàêòåðèñòèê ñåðåäîâèùà.  
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Ðàçðàáîòàí íîâûé àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ îáðàòíûõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ 
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