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ÓÄÊ 517.956.4 
 
Г. П. Малицька 
 
ПРО СТАБІЛІЗАЦІЮ ІНТЕГРАЛА ПУАССОНА 
УЛЬТРАПАРАБОЛІЧНИХ РІВНЯНЬ 
 

Äîñë³äæóºòüñÿ ñòàá³ë³çàö³ÿ ³íòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ ð³âíÿíü Êîëìîãîðîâà, ùî 
ìàþòü òðè ãðóïè çì³ííèõ, çà ÿêèìè º âèðîäæåííÿ ïàðàáàë³÷íîñò³. 

 
 Óëüòðàïàðàáîë³÷í³ ð³âíÿííÿ, ùî ìàþòü äîâ³ëüíó ñê³í÷åííó ê³ëüê³ñòü 
ãðóï çì³ííèõ, çà ÿêèìè º âèðîäæåííÿ ïàðàáîë³÷íîñò³, ââåäåí³ â [3, 4] ³ äëÿ 
íèõ ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê (ô. ð.) çàäà÷³ Êîø³. Ç âèêîðèñ-
òàííÿì âëàñòèâîñòåé ô. ð. âñòàíîâëåíî äîñòàòí³ òà íåîáõ³äí³ óìîâè òî÷êîâî¿ 
³ ð³âíîì³ðíî¿ ñòàá³ë³çàö³¿ ³íòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ öèõ ð³âíÿíü. Çîêðåìà, ðîç-
ãëÿíóòî âèïàäêè, êîëè ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ ìàº ãðàíè÷íå ñåðåäíº ïî îáëàñ-
òÿõ, ÿê³ âèçíà÷àþòüñÿ ë³í³ÿìè ð³âíÿ ô. ð. çàäà÷³ Êîø³. Ó âèïàäêó ð³âíÿííÿ 
âèñîêîãî ïîðÿäêó ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ ìàº ãðàíè÷íå ñåðåäíº ïî ïàðàëåëåï³-
ïåäàõ. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè óçàãàëüíþþòü ðåçóëüòàòè ðîá³ò [1, 2] ³ ìîæóòü 
áóòè çàñòîñîâàí³ â òåîð³¿ ñòîõàñòè÷íèõ ïðîöåñ³â. Ö³ ðåçóëüòàòè ìîæíà óçà-
ãàëüíèòè íà âèïàäîê ð³âíÿíü ³ç çì³ííèìè êîåô³ö³ºíòàìè â ïàðàáîë³÷í³é 
÷àñòèí³. 

Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: n  – äåÿêå ô³êñîâàíå íàòóðàëüíå ÷èñëî; 1 2,  m m , 

3m  – ô³êñîâàí³ ö³ë³ íåâ³ä’ºìí³ ÷èñëà; 
3
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j
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j j j j j mX x y y y x y j y y y y= ∈ ∈ = =   , 
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1NX ∈  ; àíàëîã³÷íî 1 2 3( , , , ),     ,     ,     1,2,3jmn
j jΞ = ζ η η η ζ ∈ η ∈ =  ; 

1

1 1

(1) ( ) 2
1 1

1 1 1

( , ) ,   ( , ) ,   2, 3,  
s

j s sj j

m m n
s

y i y s y s y x x
j j j

x D x D y D y D s D− −
= = =

= = = ∆ =∑ ∑ ∑ . 

Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ 

 
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,t y y y xD x D y D y D a u t x− − − − ∆ =( )  (1) 

 0( , ) ( ),    ,    0,    0N
tu t X u X X t a=τ = ∈ > τ ≥ > , (2) 

äå 0 ( )u X  – âèì³ðíà, îáìåæåíà ôóíêö³ÿ â N . 

Ô. ð. çàäà÷³ (1), (2) ìàº âèãëÿä [4] 

 ( , ; , )Z t X τ Ξ =  

 1 2 3 1/2 /2 /2 /2/2 ( , ; , )
12 720 25200 (4 ) ( ) expm m m NN t X

a t
a

−− ρ τ Ξ = π − τ − 
 

, 

äå 
 ( , ; , )t Xρ τ Ξ =  

 
22 1 3 (1) (1) 1

1 1( ) 3( ) ( )2 ( )x t t y x t− − −= − ζ − τ + − τ − η + + ζ − τ +  

 
25 (2) (2) 1 (2) (2) 1 2

2 2 1 1180( ) ( )2 ( ) ( )12 ( )t y y t x t− − −+ − τ − η + + η − τ + − ζ − τ +  

 7 (3) (3) 1 (3) (3) 1 2
3 3 2 2 1 1630( ) ( ) 2 ( ) ( )10 ( )t y y t y t− − −+ − τ − η + + η − τ + − η − τ +  

 
2(3) (3) 1 3( )120 ( )x t−+ + ζ − τ , 
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2( , ;0, )t X rρ Ξ =  – ñ³ì’ÿ ïîâåðõîíü ð³âíÿ ô. ð. çàäà÷³ (1), (2). 

×åðåç 0
,
X
r tF  ïîçíà÷èìî ò³ëî, îáìåæåíå åë³ïñî¿äîì 

 2
0( , ;0, ) ,t X rρ Ξ =  (3) 

äå Ξ  – çì³ííà òî÷êà; ÷åðåç Nv  – îá’ºì ò³ëà, îáìåæåíîãî ïîâåðõíåþ 

 
2 22 (1) (2) (2)

1 2 13 15 5ζ + η − ζ + η − η − ζ +  

 
21 (3) (3) 1 (3)

3 2 12 35 21 2 7 1− −+ η − η + η + ζ = . 

Íåõàé ( )X
tM r  – ñåðåäíº ïî ò³ëàõ ,

X
r tF , îáìåæåíèõ ïîâåðõíÿìè (3). 

Îçíà÷åííÿ 1. Ôóíêö³ÿ 0 ( )u X  ìàº ãðàíè÷íå ñåðåäíº ( )XM r  ïî ò³ëàõ 

,
X
r tF , ÿêùî ³ñíóº lim ( ) ( )X X

t
t

M r M r
→∞

= . 

Òî÷êîâà ñòàá³ë³çàö³ÿ ³íòåãðàëà Ïóàññîíà çàäà÷³ Êîø³ (1), (2). 

Òåîðåìà 1. ßêùî 0 ( )u X  ìàº ãðàíè÷íå ñåðåäíº ïî åë³ïñî¿äàõ ,
X
r tF , ÿêå 

ìàéæå ïðè âñ³õ r  äîð³âíþº ( )XM r , òî ³íòåãðàë Ïóàññîíà ð³âíÿííÿ (1) 
ñòàá³ë³çóºòüñÿ (ïðÿìóº ïðè t → ∞ ) äî ÷èñëà 

 
2/2 1

0

(2 ) ( )N N r X
Na v r e M r dr

+∞
− + −= π ∫ . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàë Ïóàññîíà äëÿ ð³âíÿííÿ (1) 

 ( , ) ( , ;0, )
N

u t X Z t X d= Ξ Ξ∫


. (4) 

Ââåäåìî çàì³íó çì³ííèõ ³íòåãðóâàííÿ 

 (1) 3
1 1 12 ,             / 3x at y x t t a− ζ = − α − η + = − β , 

 (2) (2) 2 5
2 2 1 2/2 /6 5y y t x t t a− η + + = − β , 

 (3) (3) 2 (3) 3 7
3 3 1 2 3/2 /6 / 30 7y y t y t x t t a− η + + + = − β . 

Òîä³ (4) íàáóäå âèãëÿäó 

 
22/2 (1)

1( , ) exp 3
N

Nu t X −= π − α − β − α −∫


{  

 
2(2) (2) (3) (3)

2 1 3 2 115 5 35 /2 21− β − β − α − β − β + β +  

 
2(3) (1) 3

0 1 17 /2 ( , 2 ,  / 3u t x at y x t at+ α + α + + β} , 

 (2) (2) 2 5 (3)
2 1 2 3 1/2 / 6 5, /2y y t x t at y y t+ + + β + +  

 (3) 2 (3) 3 7
2 3/6 /30 7)y t x t at dE+ + + β , 

 1 2 3( , , , ),     NE E= α β β β ∈  . (5) 

Ðîçãëÿíåìî äîäàòíî âèçíà÷åíó êâàäðàòè÷íó ôîðìó 

 
2 22 (1) (2) (2) (3)

1 2 1 3 23 15 5 35 / 2α + β − α + β − β − α + β − β +  

 
2(3) (3)

1 1 2 3
( , , , )

21 7 /2 i j k s
ijks

i j k s

C+ β + α = α β β β∑ , (6) 
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äå ( , , , ) 2i j k s i j k s= + + + = , ³ â³äïîâ³äíó äî (6) ñ³ì’þ åë³ïñî¿ä³â, ùî 
íå ïåðåòèíàþòüñÿ: 

 2
1 2 3

( , , , )

i j k s
ijks

i j k s

C rα β β β =∑ . 

Â ³íòåãðàë³ (5) ïåðåéäåìî äî íîâèõ çì³ííèõ ³íòåãðóâàííÿ 

 1 1( ) cos ,rα = Φ Ψ Ψ  

 2 1 2( ) sin cos ,rα = Φ Ψ Ψ Ψ  

  , 

 
33 1 2 1( ) sin sin   cosm Nr −α = Φ Ψ Ψ Ψ Ψ , (7) 

äå 1 1 1( ),   0 ,   0 ,   1, , 2,   0 2N j Nr j N− −Ψ = Ψ Ψ ≤ < +∞ ≤ Ψ ≤ π = − ≤ Ψ ≤ π  , 

ôóíêö³ÿ ( )Φ Ψ  âèçíà÷àºòüñÿ ð³âí³ñòþ 

 2
1 2 3

( , , , )

( ) 1i j k s
ijks

i j k s

C ′ ′ ′ ′Φ Ψ α β β β =∑  

ç   

31 1 2 1 2 3 1 2 1,  cos ,  sin cos , sin sin sinm N−
′ ′ ′α = Ψ α = Ψ Ψ β = Ψ Ψ Ψ  .  ßêîá³àí 

ïåðåòâîðåííÿ (7) 1
1

NJ r J−= , äå 2 3
1 1 2 1( ) sin sin sinN N N

NJ − −
−= Φ Ψ Ψ Ψ Ψ . 

Ïîçíà÷èìî  

 0 0 1 1( , , , ) 2 ( ) cos ,u t r X u r ta xΨ = Φ Ψ Ψ + ( , 

 3 1
1 1 11 130 7 ( ) sin cos ,nr at y x t−

+Φ Ψ Ψ Ψ + + ( ) , 

 
1

5 1 1 2
1 1 21 11 1(6 5) ( ) sin cos 2 ,n mr at y y t x t− −

+ +Φ Ψ Ψ Ψ + + +  , 

 7 1
1 1(30 7) ( ) sin sin Nr at −

−Φ Ψ Ψ Ψ +  

 
3 3 3 3

1 2 1 3
3 2 12 6m m m my y t y t x t− −+ + + + ) . 

Òîä³ 

 
2

1

/2 1
0 1

0

( , ) ( , , , )N N ru t X r e dr u t r X J d
+∞

− − −

Σ

= π Ψ Ψ =∫ ∫  

 
2

1

/2 1
0 1

0 0

( , , , )
r

N r Ne d u t r X J d dr
r

+∞
− − −

Σ

∂= π ρ ρ Ψ Ψ =
∂∫ ∫ ∫  

 
2

1

/2 1
0 1

0 0

2 ( , , , )
r

N r Nr e d u t r X J d dr
+∞

− − −

Σ

= π ρ ρ Ψ Ψ∫ ∫ ∫ , 

äå 1Σ  – îäèíè÷íà ñôåðà â N . Âèä³ëèìî ( ) :X
tM r  

 ( , )u t X =  

 
2

1

/2 1 1 1
0 1

0 0

2 ( ) ( , , , )
r

N N r N N
N Nv r e r v d u t r X J d dr

+∞
− + − − −

Σ

= π ρ ρ Ψ Ψ =∫ ∫ ∫  

 
2/2 1

0

2 ( )N N r X
N tv r e M r dr

+∞
− + −= π ∫ . (8) 
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Çàëèøèëîñü çä³éñíèòè ãðàíè÷íèé ïåðåõ³ä ï³ä çíàêîì ³íòåãðàëà (8) ïðè 
t → ∞ . Öå ìîæíà çðîáèòè íà îñíîâ³ òåîðåìè Ëåáåãà, îñê³ëüêè ³ñíóº ãðàíè÷-
íå ñåðåäíº, à ç îáìåæåíîñò³ 0 ( )u X  áåçïîñåðåäíüî âèïëèâàº ð³âíîì³ðíà (çà 

t ) îáìåæåí³ñòü ( )X
tM r . 

Çàóâàæèìî, ùî äîñòàòíüî âèìàãàòè ãðàíè÷íîãî ñåðåäíüîãî â äåÿê³é 
ô³êñîâàí³é òî÷ö³ 1,X  çâ³äêè âæå âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ ãðàíè÷íîãî ñåðåäíüîãî 

â áóäü-ÿê³é òî÷ö³ X  ³ ôàêò ñòàá³ë³çàö³¿ íà êîæíîìó êîìïàêò³. 

Òåîðåìà 2. ßêùî 0 ( ) 0,u X ≥  òî äëÿ ñòàá³ë³çàö³¿ ³íòåãðàëà Ïóàññîíà 

(4) äî íóëÿ íåîáõ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá 0 ( )u X  ìàëà ãðàíè÷íå ñåðåäíº 

( )XM r , ÿêå ìàéæå ñêð³çü äîð³âíþº íóëåâ³. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Äîñòàòí³ñòü âèïëèâàº ³ç òåîðåìè 1. Ïîêàæåìî, ùî ç³ 
ñòàá³ë³çàö³¿ ³íòåãðàëà (4) äî 0 âèïëèâàº ³ñíóâàííÿ íóëüîâîãî ãðàíè÷íîãî ñå-

ðåäíüîãî ïî ,
X
r tF : 

 

,

0
,

1( ) ( )
mes X

r t

X
t X

r t F

M r u d
F

= Ξ Ξ ≤∫  

 1/6 1/3 1/3
0 1exp ( , , 0, ) ( ) ( , )

N

Nct t X u d c u t X−≤ − ρ Ξ Ξ Ξ =∫ { }


. (9) 

Ó íåð³âíîñò³ (9) ,mes X
r tF  çàì³íåíî îá’ºìîì êóáà ç³ ñòîðîíîþ 1/6t , ÿêèé 

ì³ñòèòüñÿ â ,
X
r tF . Îñê³ëüêè ( , ) 0u t X →  ïðè t → ∞ , òî ç (9) âèïëèâàº, ùî 

, 0X
r tM →  ïðè t → ∞  äëÿ áóäü-ÿêîãî .r  ◊ 

Ð³âíîì³ðíà ñòàá³ë³çàö³ÿ ³íòåãðàëà Ïóàññîíà. Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó Êîø³ 
äëÿ ð³âíÿííÿ ïîðÿäêó 2b  çà çì³ííèìè x : 

 
1 2 3

(1) (2) (3)
1 2

2

( , ) ( , ) ( , ) 0k
t y y y k x

k b

D x D y D y D a D u
=

 − − − − = 
 ∑ , (10) 

äå 
2

k
t k x

k b

D a D
=

− ∑  – ïàðàáîë³÷íèé çà Ïåòðîâñüêèì îïåðàòîð ç³ ñòàëèìè êî-

åô³ö³ºíòàìè, 10 b b< ≤ . 
Ô. ð. çàäà÷³ Êîø³ (10), (2) çàäîâîëüíÿº íåð³âíîñò³ [4] 

 2
1 32

/(2 )
1( , ; , ) ( ) exp ( , ; , )N bi j s k

y y xyD D D D Z t X C t t X−τ Ξ ≤ − τ − ρ τ Ξ{ } , (11) 

äå 
 2 1 2 3(2 1)( ) (4 1)( ) (6 1)( )N k n b m i b m j b m s= + + + + + + + + + + , 

 1/(2 ) (1) (2 1)/(2 )
1 1 1( , ; , ) ( ) ( )

q q
b b bt X x t y x t− − +   ρ τ Ξ = − ζ − τ + − η + − τ +   

   
 

 
(2) 2

(2) (4 1)/(2 )
2 2 1

( )
( ) ( )

2

q
b bx t

y y t t − + − τ + − η + − τ + − τ +   

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 3 2

( ) ( )
( ) ( )

2 6

q
b by t x t

y y t t − +− τ  − τ+ − η + − τ + + − τ  
, 

 2 /(2 1)q b b= − . 
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Íåõàé 0 ( )u X  ìàº ãðàíè÷íå ñåðåäíº 

 
1

1
1

0,
2

,
1

1lim ( )

2

N

N

N

b b

Nb
N b b

s
sb

u d

b
→∞

− −
=→∞

Ξ Ξ =
Π

∫ ∫


  , (12) 

äå jb → ∞  íåçàëåæíî îäíå â³ä îäíîãî, 1,2, ,j N=  . 

Òåîðåìà 3. Äëÿ òîãî ùîá ³íòåãðàë Ïóàññîíà ð³âíÿííÿ (10) ð³âíîì³ðíî 
ñòàá³ë³çóâàâñÿ äî   ïðè t → ∞ , íåîáõ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá 0 ( )u X  ìàëà 

ãðàíè÷íå ñåðåäíº, ÿêå äîð³âíþº  . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé 0 ( )u X  ìàº ð³âíîì³ðíå ãðàíè÷íå ñåðåäíº, ùî 

äîð³âíþº 0. Öå îçíà÷àº, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî 0ε >  çíàéäåòüñÿ 0 ( )b ε  òàêå, ùî 

ïðè âñ³õ 0 ( )jb b> ε  ³ ïðè áóäü-ÿêîìó X  âèêîíóºòüñÿ 

 
31 11 3

1 11 3 3

0
2

1

1 ( ) 0

2

N m

N m

b yb x

N
N b x b y

s
s

u d

b

++

− + − +

=

Ξ Ξ =∫ ∫
Π

 . 

Çâ³äñè âèïëèâàº, ùî 0 ( )u X  ìàº êóòîâ³ ãðàíè÷í³ ñåðåäí³, ùî äîð³âíþþòü 0. 

Âèêîíàâøè â ³íòåãðàë³ Ïóàññîíà çàì³íó çì³ííèõ 

 1/(2 ) (1) (2 1)/(2 )
1 1 1,      b b bx t y x t t +′ ′− ζ = − ζ − η + = − η , 

 
(2) 2

(2) (4 1)/ 2
2 2 1 22

b bx ty y t t +′− η + + = − η , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 3 2 32 6

b by t x t
y y t t +′− η + + + = − η , 

îäåðæèìî 

 3/(2 ) 1/(2 )
0( , ) ( , ; 0, )

N

N b bu t X t Z t X u x t∗ ′ ′= Ξ + ζ
∫


, 

 
(2) 2

(1) (2 1)/(2 ) (2) (4 1)/(2 )
1 1 2 1 2,   

2
b b b bx ty x t t y y t t+ +′ ′+ + η + + + η , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 32 6

b by t x ty y t t d+ ′ ′+ + + + η Ξ


, 

äå ( , ;0, )Z t X∗ ′Ξ  – ô. ð. çàäà÷³ Êîø³ (10), (2) ó íîâèõ çì³ííèõ, 

 3 1 2 3(2 1) (4 1) (6 1)N n b m b m b m= + + + + + + , 

àáî ³íàêøå 

 
31 3

3

3

/(2 ) 1/(2 )
0

1 3 0 0

( , ) ( , ; 0, )
m

N

N
N b b

m

u t X t Z t X u x t

ηζ
∗ ∂ ′ ′= Ξ + ζ∂ζ ∂η ∫ ∫ ∫


, 

 
(2) 2

(1) (2 1)/(2 ) (2) (4 1)/(2 )
1 1 2 1 2,  

2
b b b bx ty x t t y y t t+ +′ ′+ + η + + + η , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 32 6

b by t x ty y t t d d+ ′ ′+ + + + η Ξ Ξ


. 
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Ïðî³íòåãðóâàâøè ÷àñòèíàìè, ìàòèìåìî 

 
31 3

3

3

/(2 ) 1/(2 )
0

1 3 0 0

( , ;0, )
( , ) ( 1) , ,

m

N

N
N bN b

m

Z t X
u t X t u x t

ηζ∗ ′∂ Ξ  ′= − + ζ∂ζ ∂η ∫ ∫ ∫ 


 

 
3 3 3 3 3

2
3 (6 1)/(2 )

3 2 1 3
1

2 6
b b

m m m m m
ty y t y x t t d d+ ′ ′+ + + − η Ξ Ξ =


 

 1 2 3I I I= + + , (13) 

äå 1I  – ³íòåãðàë ïî îáëàñò³, äëÿ ÿêî¿ âèêîíóºòüñÿ õî÷ îäíà ³ç íåð³âíîñòåé 

 ,     ,     1,2, , ,     1,2,3,     1,2, ,s s ij ij iB B s n i j mζ > η > = = =  ; 

2I  – ³íòåãðàë ïî îáëàñò³ 0 ,   0s s s ij ij ijh B h B< ≤ ζ ≤ < ≤ η ≤{ } ; 

3I  – ³íòåãðàë ïî îáëàñò³ ,   s s ij ijh hζ ≤ η ≤{ } . 

Îñê³ëüêè 

 3

3

/(2 )

1 3

( , ;0, )
exp

N
N b q

N
m

Z t X
C t c

∗
−∂ Ξ ≤ − Ξ

∂ζ ∂η { } , (14) 

òî ç îö³íêè (14) âèïëèâàº, ùî ìîæíà âèáðàòè âåëèê³ ,  s ijB B  ³ äîñòàòíüî 

ìàë³ ,  s ijh h , çàëåæí³ ò³ëüêè â³ä ,ε  ùî äëÿ âñ³õ X  ³ t  âèêîíóºòüñÿ 

 1 3,         
3 3

I Iε ε< < . 

Ïåðåéäåìî äî îö³íêè 2 .I  Ïîçíà÷èìî 

 
31 3

1/(2 )
0

0 0

( ) ,
m

b
tg u x t

ηζ
 ′Ξ = + ζ
∫ ∫  , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 32 6

b by t x ty y t t d+ ′+ + + + η Ξ


. 

Çðîáèâøè çàì³íó çì³ííèõ 

 1/(2 ) (1) (2 1)/(2 )
1 1 1,        b b bx t a y x t t +′ ′+ ζ = + + η = α , 

 
(2) 2

(2) (4 1)/(2 )
2 1 2 22

b bx t
y y t t +′+ + + η = α , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 3 32 6

b by t x t
y y t t +′+ + + + η = α , 

( )tg Ξ  çàïèøåìî ó âèãëÿä³ 

 

2 3
(6 1)/(2 )1/(2 )

2 3

3 2 1 33 3 3 3 311 11
3

11
3 2 13 3 3 3

2 6
/(2 )

0

2 6

( ) ( )

b bb m m m m m

m m m m

t ty y t y x tx t
N b

t
x t ty y t y x

g t u A dA

++ + + +η+ζ

+ + +

Ξ = ∫ ∫ . 

Îñê³ëüêè 0 ( )u X  ìàº êóòîâ³ ãðàíè÷í³ ñåðåäí³, òî äëÿ áóäü-ÿêèõ ,  X X K≤ , 

3

1
0 11 3,  ( ) ( )t mt N g −> Ξ ζ η < δ  âèáåðåìî 

 
1

1
0

1 ,

exp
3

N

N
q

N s ij
s i j

C B B c A dA
−

−

=

 εδ = ⋅ − 
 
∏ ∏ ∫ { }


, 

òîìó 2 3
I ε< , à ( , )u t X < ε . 
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Íåîáõ³äí³ñòü. Äîâåäåííÿ â³ä ñóïðîòèâíîãî. Íåõàé 

 ( , ) ( , ;0, ) 0,       
N

u t X Z t X d t= Ξ Ξ → → ∞∫


, 

ð³âíîì³ðíî ïî X , à ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ 0 ( )u X  íå ìàº ð³âíîì³ðíîãî ãðàíè÷íî-

ãî ñåðåäíüîãî (12), äå 0= . Öå îçíà÷àº, ùî çíàéäåòüñÿ òàêå 0 0ε > , ùî äëÿ 

áóäü-ÿêîãî äîäàòíîãî 0n  çíàéäåòüñÿ 0n>B  ³ òàêà òî÷êà M , ùî 

 0 0
1( , ) ( )

2 N
V

S u d= Ξ Ξ ≥ ε∫
M
B

B M
B

, 

äå VM
B  – êóá ç³ ñòîðîíîþ B  ³ öåíòðîì ó òî÷ö³ M . 

Îñê³ëüêè ô. ð. ( , ;0, 0)Z t X  ìîæíà çàïèñàòè ÿê 

 3/(2 ) 1/(2 ) (1) (2 1)/(2 )
1 1( , ;0,0) ,  ( )N b b b bZ t X t Z xt y x t t− − − += +


, 

 
(2) 2

(2) (4 1)/(2 )
2 1 2

b bx ty y t t− + + + 
 

, 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 2 6

b by t x ty y t t− +  + + +    
, 

äå 1Z  – ö³ëà ôóíêö³ÿ âêàçàíèõ àðãóìåíò³â ïðè 0,t >  ³ 

 1( , ;0, 0) ( ) 1
N N

Z t X dx Z A dA= =∫ ∫
 

, 

 1 1 1( ) ( ) ( )
N NV V

Z A dA Z A dA Z A dA

∗ ∗−

= +∫ ∫ ∫
B B

 
, 

V ∗B
 – êóá ç³ ñòîðîíîþ ∗B , ùî 

 0 0
1 1( ) ,          ( ) 1

4 4
NV V

Z A dA Z A dA

∗ ∗−

ε ε
< ≥ −∫ ∫

B B


. 

Ï³ñëÿ â³äïîâ³äíî¿ çàì³íè çì³ííèõ ³íòåãðàë Ïóàññîíà çàïèøåìî ó òàêîìó 
âèãëÿä³: 

 1/(2 ) (1) (2 1)/(2 )
1 0 1 1( , ) ( ) ,b b b

V

u t X Z A u x t y x t t

∗

+= + α + + β
∫

B

, 

 
(3) 2(2) 2

(2) (4 1)/(2 ) (3) 1
2 1 2 3 2,

2 2
b b y tx ty y t t y y t++ + + β + + +  

 
(3) 3

(6 1)/(2 ) 1/(2 )
3 1 0( )

6
N

b b b

V

x t t dA Z A u x t

∗

+

−

 + + β + + α 
 ∫

B


, 

 
(2) 2

(1) (2 1)/(2 ) (2) (4 1)/(2 )
1 1 2 1 2,

2
b b b bx ty x t t y y t t+ ++ + β + + + β , 

 
(3) 2 (3) 3

(3) (6 1)/(2 )1
3 2 3 1 22 6

b by t x ty y t t dA I I+ + + + + β = +


. 

Äëÿ ïðîñòîòè áóäåìî ââàæàòè, ùî 0 ( ) 1,  u X ∗≤ B  âèáðàíî òàê, ùî 1| | .
4

I ε≤  
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Âèáåðåìî ïîñë³äîâí³ñòü ( )
0
kn → ∞ , çà íåþ çíàéäåìî ïîñë³äîâí³ñòü 

( )k → ∞B  ³ ( )i kM  òàê³, ùî ( ) ( ) 0( , )i k i kS ≥ εB M , òà îçíà÷èìî ïîñë³äîâí³ñòü 

2
0

( ) ( ),
8

b

i k i kt
N ∗

ε =  
 

B
B

. 

Ðîçãëÿíåìî 

 
( )

( )

( ) 1 ( ) ( )
( )

1 ( , ) ( ) ( , )
(2 ) i k

i k

i k i k i kN
i k VV

u t X dX Z A dA S

∗

= −∫ ∫
M

BB

B M
B

 

 
( )

( )

1/(2 )
1 0

( )

1( )
(2 ) i k

i k

b
N

i kV V

Z A dA u x t

∗


− + α 


∫ ∫

M
B B

B
, 

 
(2) 2

(1) (2 1)/(2 ) (2) (4 1)/(2 )
1 1 2 1 2,

2
b b b bx ty x t t y y t t+ ++ + β + + + β , 

 
( )

( )

(3) 2 (3) 3
(3) (6 1)/(2 )1

3 2 3 0 ( )
2 6

i k
i k

b b

V

y t x ty y t t dX u X dX+


 + + + + β − − 


∫
M
B

 

 
( )

( )

0 0 0 0 0
2

( )

1 1
4 4 4 4 4(2 ) i k

i k

N
i k V

I dX
ε ε ε ε ε − ≥ − − − ≥ 

 ∫
M
B

B
. 

²ç ö³º¿ íåð³âíîñò³ âèïëèâàº, ùî â êîæíîìó êóá³ ( )

( )

i k

i k
V

M
B  º õî÷ îäíà òî÷êà 

( )kX , ó ÿê³é 0
( ) ( )( , )

4k ku t X
ε

≥ , à ( )kt → ∞ , ùî ñóïåðå÷èòü ð³âíîì³ðí³é çá³æ-

íîñò³. 
Çàóâàæåííÿ. Ïðè 1 2 3,  0n n n n= = =  îäåðæèìî ðåçóëüòàòè ðîá³ò [1, 2]. 
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О СТАБИЛИЗАЦИИ ИНТЕГРАЛА ПУАССОНА УЛЬТРАПАРАБОЛИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ 
 
Èññëåäóåòñÿ ñòàáèëèçàöèÿ èíòåãðàëà Ïóàññîíà äëÿ óðàâíåíèé Êîëìîãîðîâà, èìå-
þùèõ òðè ãðóïïû ïåðåìåííûõ âûðîæäåíèÿ ïàðàáîëè÷íîñòè. 
 
ON STABILIZATION OF POISSON’S INTEGRAL FOR ULTRAPARABOLIC EQUATIONS 
 
In this paper we consider the stabilization of Poisson’s integral for Kolmogorow equa-
tions that have three groups of variables with degeneration of parabolic equations. 
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