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Íà îñíîâ³ âëàñòèâîñòåé ñòîâïöåâîãî òà ðÿäêîâîãî âèçíà÷íèê³â êâàäðàòíèõ 
ìàòðèöü íàä ò³ëîì ç ³íâîëþö³ºþ ââåäåíî ïîíÿòòÿ ïîäâ³éíîãî âèçíà÷íèêà òà 
äîñë³äæåíî éîãî âëàñòèâîñò³. Âñòàíîâëåíî íåîáõ³äíó é äîñòàòíþ óìîâè ³ñ-
íóâàííÿ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³, à òàêîæ ¿¿ àíàë³òè÷íå çîáðàæåííÿ ÷åðåç àíàëîã 
êëàñè÷íî¿ ïðèºäíàíî¿. 

 
Âñòóï. Öÿ ðîáîòà º ïðîäîâæåííÿì äîñë³äæåíü, âèêëàäåíèõ ó [6]. Ó í³é 

íà îñíîâ³ òåîð³¿ ñòîâïöåâèõ ³ ðÿäêîâèõ âèçíà÷íèê³â îáåðíåíà ìàòðèöÿ −1A  
íàä ò³ëîì àíàë³òè÷íî çîáðàæàºòüñÿ ÷åðåç àíàëîã êëàñè÷íî¿ ïðèºäíàíî¿ ìàò-
ðèö³ [A]Adj  äëÿ äîâ³ëüíî¿ êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ A  íàä ò³ëîì, óçàãàëüíþþ÷è 
â³äîìó ç êîìóòàòèâíîãî âèïàäêó ôîðìóëó 

 1− =
[A]

A
A

Adj
det

. (1) 

Ïðî òå, ùî öÿ ïðîáëåìà ç ë³í³éíî¿ àëãåáðè íàä ò³ëîì çàëèøàºòüñÿ â³äêðè-
òîþ, âêàçóºòüñÿ, çîêðåìà, â ðîáîò³ Í. Êîãåíà, Ñ. Äå Ëeo [12]. Òóò àâòîðè çà-
óâàæóþòü: «Â îá÷èñëåíí³ îáåðíåíî¿ ä³éñíèõ ³ êîìïëåêñíèõ ìàòðèöü (1) ìàº 
âåëèêå òåîðåòè÷íå çíà÷åííÿ. Îäíàê ìè çàçíàºìî íåâäà÷³ ïðè óçàãàëüíåíí³ 
ö³º¿ ôîðìóëè äëÿ êâàòåðí³îííèõ ìàòðèöü».  

Âèð³øàëüíèì äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ö³º¿ çàäà÷³ º îçíà÷åííÿ âèçíà÷íèêà 
êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ íàä ò³ëîì. Ó òåîð³¿ âèçíà÷íèê³â ìàòðèöü ³ç íåêîìóòó-
þ÷èìè åëåìåíòàìè º â³äîìèìè òðè ï³äõîäè. Ó ïåðøîìó, íàéá³ëüø â³äîìîìó, 
ï³äõîä³ âèçíà÷íèêè ìàòðèöü íàä ò³ëîì (÷è á³ëüø óçàãàëüíåíî [8] – íàä íå-
êîìóòàòèâíèì ê³ëüöåì) ïðèéìàþòü ñâî¿ çíà÷åííÿ íå â ñàìîìó ò³ë³, à â ïðè-
ºäíàíîìó äî íüîãî êîìóòàòèâíîìó îá’ºêò³ ³ ïðè öüîìó çàäîâîëüíÿþòü çà-
ãàëüíîâèçíàíó [9, 12, 13, 6] íåîáõ³äíó òà äîñòàòíþ äëÿ îçíà÷åííÿ ãðóïó ç 
òðüîõ àêñ³îì. Ïðèêëàäàìè òàêèõ âèçíà÷íèê³â º âèçíà÷íèêè Ñòàä³, ASdet , 

òà Äüéîäîííå, ADdet . Àëå îñê³ëüêè ó ðàìêàõ ö³º¿ òåîð³¿ òàê³ âëàñòèâîñò³ 
çâè÷àéíèõ âèçíà÷íèê³â, ÿê ðîçêëàäè çà ì³íîðàìè ðÿäêà ÷è ñòîâïöÿ ìàòðèö³, 
íå âèêîíóþòüñÿ, òî â³äïîâ³äíî íå º ìîæëèâîþ ³ ïîáóäîâà ïðèºäíàíî¿ ìàò-
ðèö³. Òàê, ó ðîáîò³ [8] ïðè àíàë³òè÷íîìó çîáðàæåíí³ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ âè-
çíà÷íèê, óâåäåíèé É. Ñ. Ïîí³çîâñüêèì, ÿêèé óçàãàëüíþº âèçíà÷íèê Äüéî-
äîííå, íå çàñòîñîâóºòüñÿ. 

Ïðè ³íøîìó ï³äõîä³, êîëè âèçíà÷íèê ìàòðèöü íàä ò³ëîì áóäóþòü ÿê 
ðàö³îíàëüíó ôóíêö³þ â³ä ¿¿ åëåìåíò³â (íàïðèêëàä, ó ðîáîòàõ [2, 3]), âëàñòè-
â³ñòü ðîçêëàäó çà ì³íîðàìè ðÿäêà ÷è ñòîâïöÿ òàêîæ íå âèêîíóºòüñÿ. Òîìó 
äëÿ ïîäàííÿ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ â [2, 3] âèêîðèñòîâóþòü ³íøó ñòðóêòóðó, í³æ 
ïðèºäíàíà ìàòðèöÿ.  

Âðåøò³, ïðè òðåòüîìó ï³äõîä³ âèçíà÷íèêè ìàòðèöü ³ç íåêîìóòóþ÷èìè 
åëåìåíòàìè îçíà÷óþòü ó êëàñè÷íîìó ñåíñ³ ÿê àëüòåðíàòèâíó ñóìó ìîíîì³â 
³ç ô³êñîâàíèì ïîðÿäêîì åëåìåíò³â ó êîæíîìó ç íèõ. Ó ïëàí³ ïîáóäîâè 
îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ íàéá³ëüøîãî óñï³õó â ìåæàõ öüîãî ï³äõîäó çäîáóâ 
êèòàéñüêèé ìàòåìàòèê Ë. ×åí [10, 11], îçíà÷èâøè âèçíà÷íèê äëÿ äîâ³ëüíî¿ 
ìàòðèö³ n n×A  íàä ò³ëîì êâàòåðí³îí³â   òàêèì ÷èíîì: 
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σ∈

= ε σ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑A   det , 

 1 2 2( ) ( )s r ln i i n k kσ =    , 

 1 2 3 2 3, , , ;     ;     , , ,s r ln i i i n k k k> >   , 

 1 2 1rn n n n= > > > ≥ . 
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Ç òî÷êè çîðó âèêîíàííÿ êëþ÷îâèõ àêñ³îì, òàêèé âèçíà÷íèê íå º êî-
ðåêòíî îçíà÷åíèì, àëå íà îñíîâ³ öüîãî âèçíà÷íèêà ââîäèòüñÿ ïîäâ³éíèé âè-

çíà÷íèê (ó ïîçíà÷åííÿõ àâòîðà ∗≡A A A , äå n m×∈A  ), ÿêèé çàäîâîëü-

íÿº êëþ÷îâ³ àêñ³îìè. Îñê³ëüêè âèçíà÷íèê ×åíà âëàñòèâîñò³ ðîçêëàäó çà 
ì³íîðàìè ðÿäêà ÷è ñòîâïöÿ òàêîæ íå ìàº, òî é ìàòðèöþ, ÿêà âèêîðèñòî-
âóºòüñÿ äëÿ àíàë³òè÷íîãî çîáðàæåííÿ îáåðíåíî¿, íå ìîæíà îçíà÷èòè ÿê 

ïåâíèé àíàëîã ïðèºäíàíî¿. Íåõàé 0≠A  ³ 1 ( )jkb− =A , òîä³ jkb  çàäàþòüñÿ 

ôîðìóëîþ 

 1 ,       , 1,2, ,jk kjb j k n= ω =
A

 , 

 1 1 1 1 1 1 1 1( ) ( )kj j n j n k j n j n j
∗

− + − − + −ω = α α α α α δ α α α α α α   det , 

äå iα  – i -é ñòîâïåöü ìàòðèö³ A , kδ  – n -âèì³ðíèé ñòîâïåöü ç 1 â k -ìó 

ðÿäêó òà 0 â óñ³õ ³íøèõ. 
Ó ïðîïîíîâàí³é ðîáîò³ â ðàìêàõ òåîð³¿ ðÿäêîâèõ ³ ñòîâïöåâèõ âèçíà÷-

íèê³â êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ íàä ò³ëîì ç ³íâîëþö³ºþ ââîäèòüñÿ ïîíÿòòÿ ïîäâ³é-
íîãî âèçíà÷íèêà òà ðîçãëÿäàþòüñÿ éîãî âëàñòèâîñò³. Óñòàíîâëþºòüñÿ êðèòå-
ð³é ³ñíóâàííÿ òà ºäèíîñò³ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³, ÿêà ïîäàºòüñÿ ñàìå ÷åðåç àíà-
ëîã ïðèºäíàíî¿. 

Ó íàñòóïíèõ ðîçðîáêàõ, ÿê³ íå ââ³éøëè â öþ ðîáîòó, äîö³ëüí³ñòü òàêîãî 
àíàë³òè÷íîãî çîáðàæåííÿ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ ï³äòâåðäæóºòüñÿ îäåðæàííÿì 
ôîðìóë, ùî óçàãàëüíþþòü ôîðìóëè Êðàìåðà äëÿ ë³âî¿ ³ ïðàâî¿ ñèñòåì ë³-
í³éíèõ ð³âíÿíü íàä ò³ëîì. 

1. Îçíà÷åííÿ îñíîâíîãî ò³ëà. Íåõàé ò³ëî   º êîìïîçèö³éíîþ àñîö³à-
òèâíîþ àëãåáðîþ íàä ñâî¿ì öåíòðîì – ìàêñèìàëüíèì óïîðÿäêîâàíèì ïîëåì 
 , òîáòî   – àëãåáðà ç 1 ³ ³íâîëþö³ºþ x x→  òàêîþ, ùî ñë³ä åëåìåíòà 

( )x x x= + ∈t   ³ éîãî íîðìà ( )x x x += ⋅ ∈n  , ïðè öüîìó x y x y+ = + , 

x y y x⋅ = ⋅ , x x= . Îçíà÷åíà íà   íåâèðîäæåíà êâàäðàòè÷íà ôîðìà 

:( )x +→n    äîïóñêàº êîìïîçèö³þ ( ) ( ) ( )x y x y⋅ = ⋅n n n . Òóò +  – ìíîæè-

íà íåâ³ä’ºìíèõ åëåìåíò³â ïîëÿ  , à ìàêñèìàëüíà âïîðÿäêîâàí³ñòü ïîëÿ   

îçíà÷àº, ùî   + +∀α ∈ ∃ α ∈  . Òîä³ [4] ò³ëî   º ³çîìîðôíèì îäí³é ç 
íàñòóïíèõ àëãåáð ç íîðìîþ ó êàíîí³÷íîìó áàçèñ³: 

 1) ïîëþ  , 2
0( )x x=n ; 

 2) àëãåáð³ ( ) ( , ),  0α = α α >  , ÿêà îäåðæóºòüñÿ ³ç   çà äîïîìîãîþ 

ïðîöåñó Êåë³ – Ä³êñîíà, 2 2
0 1( )x x x= + αn ;  

 3) àëãåáð³ óçàãàëüíåíèõ êâàòåðí³îí³â ( , ) ( ( ), ),   0,  0α β = α β β > α >  , 
2 2 2 2
0 1 2 3( )x x x x x= + α + β + αn ( ) ( ) . Öÿ àëãåáðà íåêîìóòàòèâíà. 

2. Îçíà÷åííÿ ³ âëàñòèâîñò³ ðÿäêîâèõ òà ñòîâïöåâèõ âèçíà÷íèê³â. 

 Îçíà÷åííÿ 2.1. Ðÿäêîâèì âèçíà÷íèêîì çà i -ì ðÿäêîì êâàäðàòíî¿ ìàò-

ðèö³ n n×A  íàä ò³ëîì  ,   1,i i n∀ =Ardet , áóäåìî íàçèâàòè àëüòåðíàòèâíó 

ñóìó !n  ìîíîì³â, ó êîæíîìó ç ÿêèõ åëåìåíòè ìàòðèö³ âïîðÿäêîâàí³ çë³âà 
íàïðàâî íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 
1 11 1 1 1 1

( 1)
k k k k l k k k l kr r r r r

n

n r
i i i i i i i i i i i

I

a a a a a
+ + + +

−

σ∈

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑A   rdet . 

Òóò öèêë³÷íå çîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâàíî¿ çë³âà ï³äñòàíîâêè n -ãî ñòåïåíÿ σ  
ó íîðìàëüí³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä 
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1 1 1 1 2 2 2 21 1 1( )( ) ( )

r r r rk k k l k k k l k k k li i i i i i i i i i+ + + + + +σ =     , 

äå 
2 3

,        2, ,  1,
r t tk k k k k s ti i i i i t r s l+< < < < ∀ = ∀ = . 

 Íåõàé ijA  – ï³äìàòðèöÿ ìàòðèö³ A , ÿêó îäåðæóºìî âèêðåñëþþ÷è i -é 
ðÿäîê òà j -é ñòîâïåöü. ×åðåç .ja  ïîçíà÷èìî j -é ñòîâïåöü, à ÷åðåç .ia  – i -é 

ðÿäîê ìàòðèö³ A . Íåõàé ( ).jA b  – ìàòðèöÿ, ÿêó îäåðæóºìî ç ìàòðèö³ A  

çàì³íîþ ¿¿ j -ãî ñòîâïöÿ ñòîâïöåì b , à ìàòðèöþ ( ).iA b  îäåðæóºìî ç A  çà-

ì³íîþ ¿¿ i -ãî ðÿäêà ðÿäêîì b .  
Ëåìà 2.1 [6]. Íåõàé ijR  – ïðàâå àëãåáðè÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà ija  

ìàòðèö³ n n×A  íàä ò³ëîì  , òîáòî 

 
1

       1,
n

i ij ij
j

a R i n
=

= ⋅ ∀ =∑Ardet . (2) 

Òîä³  

 
( ), ,

, ,      min \ .
. .i i

j j i
ij

k n

i j
R

i j k I i

 − ≠= 
= =

A a

A

rdet

rdet { }{ }
 

 Îçíà÷åííÿ 2.2. Ñòîâïöåâèì âèçíà÷íèêîì çà j -ì ñòîâïöåì êâàäðàòíî¿ 

ìàòðèö³ n n×A  íàä ò³ëîì ,    1,j j n∀ =Acdet , áóäåìî íàçèâàòè àëüòåðíàòèâ-

íó ñóìó !n  ìîíîì³â, ó êîæíîìó ç ÿêèõ åëåìåíòè ìàòðèö³ âïîðÿäêîâàí³ 
ñïðàâà íàë³âî òàêèì ÷èíîì: 

 
1 1 1 11 11

( 1)
k k l k k k l k k kr r r r r

n

n r
j j j j j j j j j j j

J

a a a a a
+ + + +

−

τ∈

= − ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅∑A   cdet . 

Òóò öèêë³÷íå çîáðàæåííÿ âïîðÿäêîâàíî¿ ñïðàâà ï³äñòàíîâêè n -ãî ñòåïåíÿ 
τ  ó íîðìàëüí³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä 

 
2 2 2 2 1 1 1 11 1 1( ) ( ) ( )

r r r rk l k k k l k k k l k kj j j j j j j j j j+ + + + + +τ =     , 

äå 
2 3

,       2, ,  1,
r t tk k k k k s tj j j j j t r s l+< < < < ∀ = ∀ = . 

 Ëåìà 2.2 [6]. Íåõàé i jL  – ë³âå àëãåáðè÷íå äîïîâíåííÿ åëåìåíòà ija  

ìàòðèö³ n n×A  íàä ò³ëîì  , òîáòî 

 
1

           1,
n

j ij ij
i

L a j n
=

= ⋅ ∀ =∑Acdet . (3) 

Òîä³ 

 
( ), ,

, ,      min \ .
. .jj

i i j
ij i i

k n

i j
L

i j k I i

 − ≠= 
= =

A a

A

cdet

cdet { }{ }
 

 Î÷åâèäíî, ùî, êîëè åëåìåíòè ìàòðèö³ êîìóòóþòü, òî âñ³ ðÿäêîâ³ òà 
ñòîâïöåâ³ âèçíà÷íèêè ð³âí³ ì³æ ñîáîþ. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ êâàäðàòíî¿ ìàòðèö³ 
íàä ò³ëîì   óñòàíîâëåíà [6, 7] ë³âà ë³í³éí³ñòü ðÿäêîâîãî âèçíà÷íèêà â³äíîñ-
íî äîâ³ëüíîãî ¿¿ ðÿäêà òà ïðàâà ë³í³éí³ñòü ñòîâïöåâîãî âèçíà÷íèêà â³äíîñíî 
áóäü-ÿêîãî ñòîâïöÿ ìàòðèö³. Ó òîé æå ÷àñ â ö³ëîìó íåìàº â³äïîâ³äíîñò³ ì³æ 
âèðîäæåí³ñòþ öèõ âèçíà÷íèê³â ³ ë³âîþ ë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ ðÿäê³â ìàòðèö³ 
÷è ïðàâîþ ë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ ¿¿ ñòîâïö³â, òîáòî íå âèêîíóºòüñÿ àêñ³îìà 1 
ç [6]. Àëå ñóìí³âè ùîäî íåîáõ³äíîñò³ ââåäåííÿ öèõ âèçíà÷íèêîâèõ ôóíêö³î-
íàë³â ðîçâ³þþòüñÿ âæå ïðè ðîçãëÿä³ ¿õ âëàñòèâîñòåé äëÿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³. 
Ìàº ì³ñöå îñíîâíà òåîðåìà ïðî ðÿäêîâ³ òà ñòîâïöåâ³ âèçíà÷íèêè åðì³òîâèõ 
ìàòðèöü.  
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 Òåîðåìà 2.1 [5, 6]. Íåõàé n n×A  – åðì³òîâà ìàòðèöÿ íàä ò³ëîì  . Òîä³ 

1 1n n= = = = = ∈A A A A rdet rdet cdet cdet  . 

Îñê³ëüêè âñ³ ñòîâïöåâ³ òà ðÿäêîâ³ âèçíà÷íèêè åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ð³âí³ 
ì³æ ñîáîþ, òî äëÿ íå¿ ìîæåìî ââåñòè ïîíÿòòÿ âèçíà÷íèêà ìàòðèö³, ðîçêðè-
âàþ÷è éîãî ÿê ðÿäêîâèé çà áóäü-ÿêèì ðÿäêîì ÷è ñòîâïöåâèé çà áóäü-ÿêèì 

ñòîâïöåì: :   1,i i i n= = ∀ =A A Adet rdet cdet . Ó ðîáîò³ [6] ïîêàçàíî, ùî äëÿ 

åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ≡A Adet Mdet .  
Ðîçãëÿíåìî (äîâåäåí³ â [6]) îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ ñòîâïöåâèõ ³ ðÿäêîâèõ 

âèçíà÷íèê³â åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ íàä ò³ëîì  : 

2.1. 
11( ) 0. . .ki i i k iñ ñ⋅ + + ⋅ =A a ardet , 

11( ) 0. . .ki i i k iñ ñ⋅ + + ⋅ =A a acdet ; 

 2.2. 
1 1( ) 0. . . kj j j j kc c⋅ + + ⋅ =A a acdet , 

1 1( ) 0. . . kj j j j kc c⋅ + + ⋅ =A a ardet . 

Ç öèõ âëàñòèâîñòåé î÷åâèäíî âèïëèâàº âèêîíàííÿ êëþ÷îâî¿ àêñ³îìè 1 ç [6] 
äëÿ âèçíà÷íèêà Adet  åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ( , )n∈A M  . 

3. Ìàòðèöÿ, îáåðíåíà äî åðì³òîâî¿. 

 Òåîðåìà 3.1 [6]. Äëÿ åðì³òîâî¿ íåâèðîäæåíî¿ ìàòðèö³ n n×A  ³ñíóþòü 

ºäèí³ ïðàâà 1( )R −A  ³ ë³âà 1( )L −A  îáåðíåí³ ìàòðèö³, ÿê³ ð³âí³ ì³æ ñîáîþ, 
1 1 1: ( ) ( )L R− − −= =A A A , äå 

 

11 21 1 11 21 1

1 112 22 2 12 22 2

1 2 1 2

1 1( ) ,   ( )

n n

n n

n n nn n n nn

R R R L L L
R R R L L L

R L

R R R L L L

− −= =A A
A A

 
 

       
 

det det
. 

4. Âëàñòèâîñò³ ïðàâî¿ òà ë³âî¿ â³äïîâ³äíèõ åðì³òîâèõ ìàòðèöü. 

Îçíà÷åííÿ 4.1. Íåõàé ( )ij m na ×=A  ìàòðèöÿ íàä ò³ëîì  . Áóäåìî 

íàçèâàòè ìàòðèöþ ( )ij n nd∗
×= =A A D  ¿¿ ë³âîþ â³äïîâ³äíîþ åðì³òîâîþ, à 

( )ij m mg∗
×= =AA G  – ¿¿ ïðàâîþ â³äïîâ³äíîþ åðì³òîâîþ ìàòðèöåþ. 

Òåîðåìà 4.1. ßêùî äîâ³ëüíèé ñòîâïåöü ìàòðèö³ A  íàä ò³ëîì   º 

ïðàâîþ ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ¿¿ ³íøèõ ñòîâïö³â, òî det 0.∗ =A A  

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé j -é ñòîâïåöü ìàòðèö³ ( )ij m na ×=A  íàä ò³ëîì   

º ïðàâîþ ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ¿¿ ³íøèõ ñòîâïö³â ç ³íäåêñàìè 1, , kj j , äå 

1, , 1, 1, ,   1,lj j j n l k∈ − + ∀ = { } . Ëåãêî ïåðåâ³ðèòè, ùî òîä³ é j -é 

ñòîâïåöü åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ∗A A  º ïðàâîþ ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ñâî¿õ 

ñòîâïö³â 1, , kj j . Çâ³äñè, çà âëàñòèâ³ñòþ 2.2, ( ) 0.j
∗ ∗= =A A A Adet cdet  

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Àíàëîã³÷íî äîâîäèòüñÿ  

Òåîðåìà 4.2. ßêùî äîâ³ëüíèé ðÿäîê ìàòðèö³ A  íàä ò³ëîì   º ë³âîþ 

ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ¿¿ ³íøèõ ðÿäê³â, òî 0.∗ =AAdet  

Îñê³ëüêè ãîëîâí³ ï³äìàòðèö³ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ òàêîæ º åðì³òîâèìè, òî 
¿¿ áàçèñíèé ãîëîâíèé ì³íîð ìîæíà âèçíà÷èòè, ÿê ó êîìóòàòèâíîìó âèïàäêó. 
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Îçíà÷åííÿ 4.2. Íåõàé ðÿäêè òà ñòîâïö³ ç ³íäåêñàìè 1, , ri i  åðì³òîâî¿ 

ìàòðèö³ ∗A A  º áàçèñíèìè, òîä³ ðÿäêè ç ³íäåêñàìè 1, , ri i  íàçâåìî áàçèñ-

íèìè äëÿ ìàòðèö³ ∗A , à ñòîâïö³ ç ³íäåêñàìè 1, , ri i  íàçâåìî áàçèñíèìè 

äëÿ ìàòðèö³ A . 

Çà àíàëîã³ºþ ç êîìóòàòèâíèì âèïàäêîì º ïðàâèëüíîþ  

Òåîðåìà 4.3. Íåõàé A  – ìàòðèöÿ íàä ò³ëîì  . Òîä³ áàçèñí³ ðÿäêè 

ìàòðèöü ∗A A  òà ∗A  º ë³í³éíî íåçàëåæíèìè çë³âà, à áàçèñí³ ñòîâïö³ 

ìàòðèöü ∗AA  òà A  º ë³í³éíî íåçàëåæíèìè ñïðàâà. 

Òåîðåìà 4.4. Äîâ³ëüíèé ñòîâïåöü ìàòðèö³ íàä ò³ëîì   º ïðàâîþ 
ë³í³éíîþ êîìá³íàö³ºþ ¿¿ áàçèñíèõ ñòîâïö³â. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé ñòîâïö³ ç ³íäåêñàìè 1, , ri i  – áàçèñí³ äëÿ ìàò-

ðèö³ ( )ij m na ×=A , òîä³ áàçèñíèé ãîëîâíèé ì³íîð ìàòðèö³ ( )ij n nd∗
×= =A A D  

ì³ñòèòüñÿ íà ïåðåòèí³ ñòîâïö³â ³ ðÿäê³â ³ç òèìè ñàìèìè ³íäåêñàìè 1, , ri i . 

Äîïîâíèìî åðì³òîâó ìàòðèöþ M , ùî â³äïîâ³äàº áàçèñíîìó ãîëîâíîìó ì³íî-

ðîâ³ ìàòðèö³ ∗A A , ( 1r + )-ì ðÿäêîì ³ ñòîâïöåì, ùî ñêëàäàþòüñÿ ç â³äïîâ³ä-
íèõ åëåìåíò³â ¿¿ j -ãî ðÿäêà òà j -ãî ñòîâïöÿ, ïðè öüîìó 1, , rj i i∈ { } . 

Ïîçíà÷èìî îäåðæàíó ìàòðèöþ ÷åðåç jD : 

 

1 1 1 1

1

1

:

r

r r r r

r

i i i i i j

j
i i i i i j

j i j i j j

d d d

d d d

d d d

=D


   




. 

Îñê³ëüêè åðì³òîâà ìàòðèöÿ jD  ìàº äâà îäíàêîâ³ ñòîâïö³, òî, çà âëàñòè-

â³ñòþ 2.2, 
1

0
l l

r

j j j i j i j jj jj
l

L d L d
=

= = ⋅ + ⋅ =∑D Ddet cdet , äå 1,l k∀ =  
li jL  º 

ë³âèì àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà 
li jd  ìàòðèö³ jD . Òàê ÿê j jL =  

0= ≠Mdet , òî 

 1
1

1

( )     , ,
l l

r

jj i j i j r
l

d L d j i i−

=

= − ⋅ ∀ ∈∑ M det { } .  (4) 

Íåõàé òåïåð 1 1 1, , , , , ,  k k r k kj i i i i i j i+ +∉ < < { } . Òîä³ jD  ìàº âèãëÿä 

 

1 1 1 1 1 1

1

1

1

1

1

1

1

1 1 1 1 1 1

1

k k r

k k k k k k k r

k k r

k k k k k k k r

r r k r r k r r

i i i i i j i i i i

i i i i i j i i i i

j i j i j j j i jij

i i i i i j i i i i

i i i i i j i i i i

d d d d d

d d d d d

d d d d d

d d d d d

d d d d d

+

+

+

+ + + + + +

+

=D

 
      

 
 
 

      
 

. 

Ìàòðèöÿ jD  ³ â öüîìó âèïàäêó º åðì³òîâîþ ³, çà âëàñòèâ³ñòþ 2.2, 

1

0
l l

r

j j j i j i j jj jj
l

L d L d
=

= = ⋅ + ⋅ =∑D Ddet cdet . Îñê³ëüêè 0j jL = ≠Mdet , òî  

 1
1

1

( ) ,    , ,
l l

r

jj i j i j r
l

d L d j i i−

=

= − ⋅ ∉∑ M det { } . (5) 
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Îá’ºäíàâøè âèðàçè (4) ³ (5), îäåðæèìî 1

1

( )   1,
l l

r

j j i j i j
l

d L d j n−

=

= − ⋅ ∀ =∑ Mdet . 

Íåõàé 1( )
li j lL−− = µMdet , òîä³ 

1
l

r

jj l i j
l

d d
=

= µ ⋅∑ . Îñê³ëüêè 
1

m

jj kj kj
k

d a a
=

= ⋅∑  

³ 
1

l l

m

i j k i k j
k

d a a
=

= ⋅∑ , òî 
1 1 1 1 1

l l

m r m m r

kj kj l k i kj l k i kj
k l k k l

a a a a a a
= = = = =

⋅ = µ ⋅ ⋅ = µ ⋅ ⋅∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . 

Çâ³äñè ìàºìî, ùî 
1

l

r

kj l ki
l

a a
=

= µ ⋅∑ , òîä³ 
1

   1,
l

r

k j ki l
l

a a k m
=

= ⋅ µ ∀ =∑ . À öå 

îçíà÷àº, ùî äîâ³ëüíèé j -é ñòîâïåöü ìàòðèö³ A  º ïðàâîþ ë³í³éíîþ êîìá³íà-

ö³ºþ ¿¿ áàçèñíèõ ñòîâïö³â ³ç êîåô³ö³ºíòàìè 1, , rµ µ :  

 
1 1      . . .rj j r j nj J⋅ µ + + ⋅ µ = ∀ ∈a a a  . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Òåîðåìà 4.5. Äîâ³ëüíèé ðÿäîê ìàòðèö³ íàä ò³ëîì   º ë³âîþ ë³í³éíîþ 
êîìá³íàö³ºþ ¿¿ áàçèñíèõ ðÿäê³â. 

Ä î â å ä å í í ÿ  º  àíàëîã³÷íèì äî äîâåäåííÿ òåîðåìè 4.5. 

Î÷åâèäíèì íàñë³äêîì òåîðåì 4.1, 4.4 òà 4.5 º êðèòåð³é âèðîäæåííîñò³ 
ë³âî¿ ÷è ïðàâî¿ â³äïîâ³äíèõ åðì³òîâèõ ìàòðèöü:  

Òåîðåìà 4.6. Äëÿ òîãî ùîá 0∗ =A Adet , íåîáõ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá 

ñòîâïö³ ìàòðèö³ ∗A  áóëè ë³í³éíî çàëåæíèìè ñïðàâà àáî ðÿäêè ìàòðèö³ 
A  áóëè ë³í³éíî çàëåæíèìè çë³âà. 

5. Âëàñòèâîñò³ ïîäâ³éíîãî âèçíà÷íèêà êâàäðàòíèõ ìàòðèöü íàä ò³ëîì. 

Îçíà÷åííÿ 5.1 [1]. Мàòðèöþ ( ) :ij ijb b= + ⋅P I E  áóäåìî íàçèâàòè åëåìåí-

òàðíîþ óí³ìîäóëÿðíîþ ìàòðèöåþ. Ìàòðèö³ ( )ij bP  (äëÿ âñ³õ i j≠  òà âñ³õ 

b ∈  ) ïîðîäæóþòü óí³ìîäóëÿðíó ãðóïó SL( , )n  , ¿¿ åëåìåíòè áóäåìî íàçè-
âàòè óí³ìîäóëÿðíèìè ìàòðèöÿìè. 

Òåîðåìà 5.1. Äëÿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ( , )n∈A M   ³ b∀ ∈   âèêî-
íóºòüñÿ  

 ( ( ) ( ))ij ijb b∗= ⋅ ⋅A P A Pdet det . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî äëÿ ( , )n∀ ∈U M  é åðì³òîâî¿ 

A  ìàòðèöÿ ∗U AU  º åðì³òîâîþ. Ä³éñíî, ( )∗ ∗ ∗ ∗ ∗= =U AU U A U U AU . 

Ìíîæåííÿ ìàòðèö³ A  çë³âà íà ìàòðèöþ ( )ij bP  ð³âíîñèëüíå äîäàâàííþ 

äî i -ãî ðÿäêà ìàòðèö³ A  ¿¿ j -ãî ðÿäêà, ïîìíîæåíîãî çë³âà íà b ∈  . Ìíî-

æåííÿ ìàòðèö³ A  ñïðàâà íà ( )ij b∗P , ó ñâîþ ÷åðãó, ð³âíîñèëüíå äîäàâàííþ 

äî i -ãî ñòîâïöÿ ¿¿ j -ãî ñòîâïöÿ, ïîìíîæåíîãî ñïðàâà íà b . Òàêèì ÷èíîì, 

 

11 1 1 1

1 1

1

( )( ) ( )

i j n

i j jj ij ji ii in jnij ij

n ni nj nn

a a a b a

a ba ba a b ba a a bab b

a a a b a

∗

+

+ + + + +⋅ ⋅ =

+

P A P

 
    

 
    

 

. 

Òîä³ íà ï³äñòàâ³ âëàñòèâîñòåé 2.1 ³ 2.2 îäåðæèìî 
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 ( ) ( ) ( ) ( )ij ij i ij ijb b b b∗ ∗⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ =P A P P A Pdet cdet( ) ( )  

 ( ) ( ). . . .i i j i i jb b= + ⋅ ⋅ +A a A acdet cdet( )  

 ( ). .i i j ib+ ⋅ + =A a A Acdet cdet det . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Òåîðåìà 5.2. Äëÿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ( , )n∈A M  ³ SL ( , )n∀ ∈U   
âèêîíóºòüñÿ 

 ( )∗= ⋅ ⋅A U A Udet det . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Â³äì³òèìî, ùî äëÿ 1SL ( , ) ,  , , kn k∀ ∈ ∃ ∈ ∃ ⊂U P P  { }  

SL( , )n⊂   òàê³, ùî 1k= ⋅ ⋅U P P . 

Òåîðåìó äîâåäåìî ìåòîäîì ³íäóêö³¿ çà k . 
à) Ó âèïàäêó 1k =  äîâåäåííÿ  âèïëèâàº ç òåîðåìè 5.1. 
á) Íåõàé òåîðåìà ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ 1 1k − ≥ , òîáòî 1 1k−= ⋅ ⋅U P P  ³ 

1 1 1 1k k
∗ ∗

− −=A P P AP P det det( ) . Ïîçíà÷èìî 1 1 1 1k k
∗ ∗

− −P P AP P   ÷åðåç 

A . ßê ïîêàçàíî â òåîðåì³ 5.1, ìàòðèöÿ A  º åðì³òîâîþ. 
â) Íåõàé òåïåð 1 1k k−= ⋅ ⋅U P P P , òîä³  

 ( ) k k
∗ ∗= = =UAU P AP A A det det det det( ) . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Òåîðåìà 5.3. Íåõàé A  – åðì³òîâà ìàòðèöÿ íàä ò³ëîì  . Òîä³ ∃ ∈U  

SL ( , )n∈  , ùî 1diag ( , , )n
∗⋅ ⋅ = µ µU A U  , äå 1diag ( , , )nµ µ  – ä³àãîíàëüíà 

ìàòðèöÿ ç åëåìåíòàìè   1,i i nµ ∈ ∀ = , ïðè öüîìó 1 n= µ ⋅ ⋅ µA det . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Äëÿ äîâ³ëüíî¿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ A  ìîæëèâ³ òàê³ 
âèïàäêè: 

à) Íåõàé 11 0a ≠ , òîä³ ïîêëàäåìî 1 11aµ = ∈  . Äîìíîæóþ÷è ïîñë³äîâíî 

ìàòðèöþ A  çë³âà íà åëåìåíòàðí³ óí³ìîäóëÿðí³ ìàòðèö³ 1
1

1
 2,i

i

a
i n= − ∀ µ 

P , 

îäåðæèìî ìàòðèöþ, ó ÿê³é óñ³ åëåìåíòè ïåðøîãî ñòîâïöÿ, êð³ì ä³àãîíàëüíî-

ãî, º íóëüîâèìè. Îñê³ëüêè 1 1

1 1

i ia a
− = −

µ µ
, òî 1 1

1 1
1 1

i i
i i

a a∗    − = −   µ µ   
P P . Ïîñë³-

äîâíî äîìíîæóþ÷è ìàòðèöþ A  ñïðàâà íà åëåìåíòàðí³ óí³ìîäóëÿðí³ ìàòðè-

ö³ 1
1

1

i
i

a∗  − µ 
P , îäåðæèìî íóëüîâèìè âñ³ åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà, êð³ì ä³à-

ãîíàëüíîãî. Ïðè öüîìó ç îãëÿäó íà òåîðåìó 5.1 ìàòðèöÿ çàëèøàºòüñÿ åðì³-
òîâîþ. 

á) Íåõàé 11 0a =  ³ ni I∃ ∈ , ùî 1 0ia ≠ . Òîä³, ïîìíîæèâøè ìàòðèöþ A  

çë³âà íà åëåìåíòàðíó óí³ìîäóëÿðíó ìàòðèöþ 1 1( )i iaP  ³ ñïðàâà íà 1 1i iaP ( ) , 

îäåðæèìî ìàòðèöþ A  ç åëåìåíòîì 11 1( )(2 )i i ia a a= + ∈ n . Ïîêëàäåìî 

1 11aµ =  . Ïîñë³äîâíî äîìíîæóþ÷è ìàòðèöþ A  çë³âà íà åëåìåíòàðí³ óí³ìî-

äóëÿðí³ ìàòðèö³ 1
1

1

i
i

a − µ 
P  ³ ñïðàâà íà 1

1
1

  2,i
i

a
i n∗  − ∀ = µ 

P , ïîáóäóºìî 

ìàòðèöþ, â ÿê³é óñ³ åëåìåíòè ïåðøîãî ðÿäêà é ñòîâïöÿ, êð³ì ä³àãîíàëüíîãî, 
º íóëüîâèìè.  
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â) Íåõàé 1 0  i na i I= ∀ ∈ , òîä³ ïîêëàäåìî 1 11aµ = . 

Ïðîâ³âøè îïèñàíó ïðîöåäóðó äëÿ êîæíîãî ä³àãîíàëüíîãî åëåìåíòà òà 
åëåìåíò³â â³äïîâ³äíèõ ðÿäê³â ³ ñòîâïö³â, ÷åðåç ñê³í÷åíó ê³ëüê³ñòü îïåðàö³é 
ìíîæåííÿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ A  çë³âà íà åëåìåíòàðí³ óí³ìîäóëÿðí³ ìàòðèö³ 

( )k ij kb=P P  ³ ñïðàâà íà k ji kb
∗ =P P ( )  ïîáóäóºìî ä³àãîíàëüíó ìàòðèöþ ç 

åëåìåíòàìè   1,i i nµ ∈ ∀ = . Ïîêëàäåìî k
k

= ∏U P . Òîä³ çà òåîðåìîþ 5.2 

îòðèìàºìî 

 1 1( ) (diag ( , , ))n n
∗⋅ ⋅ = µ µ = µ ⋅ ⋅ µU A U  det det . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Òåîðåìà 5.4. Íåõàé ( , )n∈A M , òîä³ ∗ ∗=AA A Adet det . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ðîçãëÿíåìî åðì³òîâ³ ìàòðèö³ ïîðÿäêó 2n : ∗
− I A

A 0
, 

∗ −
0 A

A I
. Î÷åâèäíî, ùî ∗ ∗

−
=

−
I A 0 A

A 0 A I
det det . Íåâàæêî áà÷èòè, ùî 

äîâ³ëüíó êâàäðàòíó ìàòðèöþ 
I A
0 I

 ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ äîáóòêó 2n  

åëåìåíòàðíèõ óí³ìîäóëÿðíèõ ìàòðèöü, 21,k n∀ =  1,i n∃ = , 21,j n n∃ = + , 

( )( )k
k ij ija∃ =P P : k

k

= ∏I A
P

0 I
. Îòæå, SL(2 , )n∈I A

0 I
  ³ çà òåîðåìîþ 5.2 

îäåðæèìî 

 ( 1)n
∗

∗
∗ ∗

 − = = = − − 

0 A I 0I AAA 0AA
0 I0 I A I A I

det det det  

 ∗ ∗ ∗
− − = = = 

 

I A I 0 I A I A
0 IA 0 A I A 0

det det  

 ( 1)n ∗
∗

−
= = −

I 0
A A

0 A A
det det . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Îçíà÷åííÿ 5.2 [11]. Äëÿ ( , )n∈A M  âèçíà÷íèê ¿¿ â³äïîâ³äíî¿ åðì³òîâî¿ 

ìàòðèö³ áóäåìî íàçèâàòè ¿¿ ïîäâ³éíèì (double) âèçíà÷íèêîì, :=Addet  

( ) ( )∗ ∗= =A A AAdet det . 

Òåîðåìà 5.5. Íåõàé , ( , )n⊂A B M{ } . Òîä³  

 ( )⋅ = ⋅A B A Bddet ddet ddet . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çà òåîðåìîþ 5.3 åðì³òîâà ìàòðèöÿ ∗A A  óí³ìîäóëÿðíî 

ïîä³áíà äî ä³àãîíàëüíî¿ ìàòðèö³, òîáòî äëÿ ìàòðèö³   SL( , )n∗ ∃ ∈A A U  , 

  1,i i n∃α ∈ ∀ = , ùî 1diag ( , , ) ( )n
∗ ∗ ∗α α = ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ ⋅U A A U A U A U . Íåõàé 

( )ij n nq ×⋅ =A U . Òîä³ ( )   1,i ki ki ki
k k

q q q i n+α = = ∈ ∀ =∑ ∑ n . Îñê³ëüêè ïîëå 

  º ìàêñèìàëüíî âïîðÿäêîâàíèì, òî i +∃ α ∈  . Êð³ì òîãî, òàê ÿê 1( )∗ − =V  
1( )− ∗= V , òî äëÿ åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ 1 1( ) ( )− ∗ −V B V B  çíîâó íà ï³äñòàâ³ òåîðå-
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ìè 5.3 SL ( , ),        1,in i n∃ ∈ ∃β ∈ ∀ =W   , ùî 1 1( ) ( )∗ − ∗ − =W V B V B W  

1diag ( , , )n= β β . Òîä³ çà òåîðåìîþ 5.2 îäåðæèìî 

 1 1( ) ( ( ) ) ( ( ) ( ) )∗ ∗ ∗ ∗ − ∗ ∗ −⋅ = = =A B B A A B B U U A A UU Bddet det det  

 1 1
1( ) diag ( , , )n

− ∗ −= α α =U B U Bdet( )  

 1 1
1 1(diag , , ) (diag , , )n n

− ∗ −= α α α α =U B U B det ( ) ( )( )  

 1 1
1 1(diag , , )(diag , , )n n

− − ∗= α α α α =U B U B det ( ) ( )( )  

 1 1
1 1diag , , ( )( ) diag , ,n n

− − ∗= α α α α =U B U B det ( ) ( )( )  

 1 1
1 1diag , , diag ( , , ) ( )n n

− − ∗= α α β β ×W W det( ( )  

 1
1 1diag , , ( ) diag , ,n n

−× α α = α α ×W det( )) ( )(   

 1
1 1diag ( , , ) diag , , ( )n n

− ∗β β α α =× W ( )( ) )  

 1 1 1diag , , diag ( , , ) diag , ,n n n= α α β β α α =  det( ( ) ( ))  

 1 1n n= α ⋅ ⋅ α ⋅ β ⋅ ⋅ β = ⋅ = ⋅A B B A  det det det det . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Ïðè äîâåäåíí³ òåîðåì 5.4 òà 5.5 ìè, äîòðèìóþ÷èñü [11], óçàãàëüíèëè ¿õ 

ç ò³ëà êâàòåðí³îí³â íà ò³ëî  . 

Òåîðåìà 5.6. Äëÿ SL( , )n∀ ∈U   ìàºìî, ùî 1=Uddet . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çà òåîðåìîþ 5.3 äëÿ SL( , )n∀ ∈U   îòðèìóºìî, ùî 

1∗ ∗= = = =U U U U IU Iddet det det det . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
Çàóâàæåííÿ 5.1. Íà ï³äñòàâ³ òåîðåìè 5.6 óí³ìîäóëÿðíó ìàòðèöþ íàä 

ò³ëîì   ìîæíà îçíà÷èòè ÿê ìàòðèöþ, ïîäâ³éíèé âèçíà÷íèê ÿêî¿ äîð³âíþº 1. 

Çàóâàæåííÿ 5.2. Ç òåîðåì 4.1, 5.5 òà 5.6 âèïëèâàº, ùî Addet  äëÿ 

( , )n∀ ∈A M  çàäîâоëüíÿº êëþ÷îâ³ àêñ³îìè âèçíà÷íèêà ³, êîëè ( , )n∈A M , 

òî 2( ) ( )∗ ∗= = = =A A A AA A Addet Mdet Mdet Sdet Ddet . 

6. Îáåðíåíà ìàòðèöÿ íàä ò³ëîì  . 

Îçíà÷åííÿ 6.1. Íåõàé ( )   1,j ij ij
i

a j n∗= = ∀ =∑A A A ddet cdet . Òîä³ 

ij  áóäåìî íàçèâàòè ë³âèì ïîäâ³éíèì àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì åëåìåíòà 

ija  ìàòðèö³ A . 

Îçíà÷åííÿ 6.2. Íåõàé ( )   1,i ij ij
j

a i n∗= = ∀ =∑A AA ddet rdet . Òîä³ 

ij  áóäåìî íàçèâàòè ïðàâèì ïîäâ³éíèì àëãåáðè÷íèì äîïîâíåííÿì åëå-

ìåíòà ija . 

Òåîðåìà 6.1. Äëÿ òîãî ùîá äîâ³ëüíà ìàòðèöÿ ( , )n∈A M  áóëà îáî-

ðîòíîþ, íåîáõ³äíî é äîñòàòíüî, ùîá 0≠Addet . Òîä³ 1 1( )L− −= =A A  
1( )R −= A , äå 
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11 21 1

1 1 21 22 2

1 2

1( ) ( )

n

n

n n nn

L − ∗ − ∗= =A A A A
A




   


  
  

  
ddet

, (6) 

 

11 21 1

1 1 12 22 2

1 2

1( ) ( )

n

n

n n nn

R − ∗ ∗ −
∗= =A A AA

A




   


  
  

  
ddet

, (7) 

ïðè öüîìó ( ). .ij j j i
∗= D a cdet  òà ( )  , 1,. .ij i i j i j n∗= ∀ =G a rdet . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåîáõ³äí³ñòü. Íåõàé ³ñíóº îáåðíåíà 1−A  äëÿ A  íàä 

ò³ëîì  . Òîä³ çà òåîðåìîþ 5.5 îäåðæèìî 11 ( )−= = =I A Addet ddet  
1−= ⋅A Addet ddet . Çâ³äêè âèïëèâàº, ùî 0≠Addet . 

Äîñòàòí³ñòü. Îñê³ëüêè 0∗= ≠A A Addet det , òî çà òåîðåìîþ 3.1 äëÿ 

åðì³òîâî¿ ìàòðèö³ ∗A A  ³ñíóº îáåðíåíà 1( )∗ −A A . Ïîìíîæèâøè ¿¿ ñïðàâà íà 

ìàòðèöþ ∗A , íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñò³ (3) îäåðæèìî àíàë³òè÷íå çîáðàæåííÿ ë³âî¿ 
îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ 

 1 1( ) ( ( ))L L− ∗ − ∗= =A A A A  

 

1 1 1 1 1 2 1 1

2 2 1 2 2 2 2 2

1 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( )

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

n

n

n n n n n n n

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

=

D a D a D a

D a D a D a
A

D a D a D a




   


cdet cdet cdet

cdet cdet cdet
ddet

cdet cdet cdet

. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ( ). .j j j i ij ij ij
i i

a a∗= = = ⋅ = ⋅∑ ∑A D D D a ddet det cdet cdet  

1,j n∀ = , çâ³äñè âèïëèâàº ôîðìóëà (6). 

Äîâåäåìî òåïåð ôîðìóëó (7). Îñê³ëüêè 0∗ ∗= = ≠AA A Adet ddet ddet , 

òî çà òåîðåìîþ 3.1 äëÿ åðì³òîâî¿ ∗AA  ³ñíóº îáåðíåíà ìàòðèöÿ 1( )∗ −AA . 

Ïîìíîæèâøè ¿¿ çë³âà íà ìàòðèöþ ∗A  òà çàñòîñóâàâøè ôîðìóëó (2), îäåð-
æèìî àíàë³òè÷íå çîáðàæåííÿ ïðàâî¿ îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ 

 1 1( ) ( ( ))R R− ∗ ∗ −= =A A AA  

 

1 1 1 2 2 1 1

1 1 2 2 2 2 2

1 1 2 2

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )1

( ) ( ) ( )

. . . . . .

. . . . . .

. . . . . .

n n

n n

n n n n n

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗

∗

∗ ∗ ∗

=

G a G a G a

G a G a G a

A
G a G a G a




   


rdet rdet rdet

rdet rdet rdet

ddet

rdet rdet rdet

. 

Áåðó÷è äî óâàãè, ùî ( ). .i ij i i j
j

a ∗= = = ⋅ =∑A G G G addet det rdet rdet  

  1,ij i j
j

a i n= ⋅ ∀ =∑  , çâ³äñè îäåðæèìî ôîðìóëó (7). 

Ð³âí³ñòü 1 1 1( ) ( )L R− − −= =A A A  îäåðæóºìî ç âëàñòèâîñòåé îáåðíåíî¿ 
ìàòðèö³ äëÿ äîáóòêó: 
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 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )L − ∗ − ∗ − ∗ − ∗ −= = =A A A A A A A A , 

 1 1 1 1 1( ) ( ) ( )R − ∗ ∗ − ∗ ∗ − − −= = =A A AA A A A A . 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
 Çàóâàæåííÿ 6.1. Ó òåîðåì³ 6.1 çàïðîïîíîâàíî êëàñè÷íèé ìåòîä ïîáó-

äîâè îáåðíåíî¿ ìàòðèö³ 1−A  äëÿ ( , ),  0n∀ ∈ ≠A AM ddet , ÷åðåç ïîáóäîâó 
ìàòðèö³, ÿêà º àíàëîãîì ïðèºäíàíî¿, ðîçãëÿäàþ÷è ¿¿ çà ôîðìóëîþ (6) àáî (7). 
Ïîçíà÷èìî ¿¿ ÷åðåç  AAdj . Îòæå, â ò³ë³   ñïðàâäæóºòüñÿ ð³âí³ñòü 

 
 1− =
A

A
A

Adj
ddet

. 
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АНАЛОГ КЛАССИЧЕСКОЙ ПРИСОЕДИНЁННОЙ МАТРИЦЫ НАД ТЕЛОМ С ИНВОЛЮЦИЕЙ 
 
Íà îñíîâàíèè ñâîéñòâ ñòîëáöåâîãî è ñòðî÷íîãî îïðåäåëèòåëåé êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö íàä òåëîì ñ èíâîëþöèåé ââîäèòñÿ ïîíÿòèå äâîéíîãî îïðåäåëèòåëÿ è èññëåäó-
þòñÿ åãî ñâîéñòâà. Óñòàíîâëåíî íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñóùåñòâîâà-
íèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû è ïîëó÷åíî å¸ àíàëèòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç àíàëîã 
êëàññè÷åñêîé ïðèñîåäèíåííîé. 
 
ANALOGUE OF ADJOINT MATRIX OVER SKEW FIELD WITH INVOLUTION 
 
From the properties of column’s and row’s determinants of square matrices over a skew 
field with involution, double determinant is introduced and its properties are investiga-
ted. The necessary and sufficient existence conditions of inverse matrix and its analyti-
cal representation by the analogue of adjoint one have been obtained. 
 
²í-ò ïðèêë. ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòåìàòèêè Îäåðæàíî 
³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè, Ëüâ³â 21.09.02 
 


