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ПРО ФУНКЦІЮ ВЕЙЛЯ ТА ЕКСТРЕМАЛЬНІ РОЗШИРЕННЯ 
НАПІВГЛАДКОГО ЗВУЖЕННЯ ДОДАТНО ВИЗНАЧЕНОГО ОПЕРАТОРА 
 

Ó òåðì³íàõ àáñòðàêòíèõ êðàéîâèõ óìîâ ïîáóäîâàíî ôóíêö³þ Âåéëÿ íàï³â-
ãëàäêîãî çâóæåííÿ çàìêíåíîãî ñèìåòðè÷íîãî äîäàòíî âèçíà÷åíîãî îïåðàòîðà 
â ã³ëüáåðòîâîìó ïðîñòîð³, à òàêîæ æîðñòêå òà ì’ÿêå ðîçøèðåííÿ öüîãî 
çâóæåííÿ. 

 
1. Ïîçíà÷åííÿ òà ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ó ö³é ïðàö³, ÷àñòèíó ðåçóëüòàò³â 

ÿêî¿ àíîíñîâàíî â [12], âèêîðèñòîâóºìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

( ),  ( ),  kerD T R T T  – â³äïîâ³äíî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ, îáëàñòü çíà÷åíü òà 

ìíîãîâèä íóë³â ë³í³éíîãî îïåðàòîðà T , ùî ä³º ç ã³ëüáåðòîâîãî ïðîñòîðó X  ó 
ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð Y ; 

T∗  – ñïðÿæåíèé îïåðàòîð;  

( , )X Y  – ìíîæèíà âñ³õ ë³í³éíèõ íåïåðåðâíèõ îïåðàòîð³â :T X Y→  

òàêèõ, ùî ( ) ,   ( ) ( , )D T X X X X= =  ; 

( | ) ,  ,  1. . X XX⋅  – ñêàëÿðíèé äîáóòîê, íîðìà òà òîòîæíå ïåðåòâîðåí-

íÿ ïðîñòîðó X ; 

|T E  – çâóæåííÿ îïåðàòîðà T  íà ìíîãîâèä E . 

Ï³ä H  ðîçóì³ºìî ô³êñîâàíèé êîìïëåêñíèé ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð ç³ ñêà-
ëÿðíèì äîáóòêîì ( | ). .  ³ ç íîðìîþ ⋅ , çà âèõ³äíèé îá’ºêò ïðèéìàºìî çàìê-

íåíèé äîäàòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð 0 :L H H→  ç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ, 

ù³ëüíîþ â H , ÷åðåç FL  òà KL  ïîçíà÷àºìî â³äïîâ³äíî ôð³äð³õñ³âñüêå 

(æîðñòêå) òà êðåéí³âñüêå (ì’ÿêå) ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà 0L , à ÷åðåç eH  òà 

( | ). . e  – éîãî åíåðãåòè÷íèé ïðîñò³ð ³ â³äïîâ³äíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê (îçíà-
÷åííÿ äèâ. ó [5, 9]). 
 Êð³ì öüîãî, ââàæàºìî çàäàíèì îïåðàòîð ( , )eH GΨ ∈  , äå G  – äîïî-

ì³æíèé ã³ëüáåðò³â ïðîñò³ð. Îçíà÷èìî îïåðàòîð ( , )eG H•Ψ ∈   çà äîïîìîãîþ 

ñï³ââ³äíîøåííÿ , ( | ) ( | )e eu H g G u g u g•∀ ∈ ∀ ∈ Ψ = Ψ  ³ ïðèïóñòèìî, ùî 

 0( ) ( ) 0 ,      ( ) ( | ( ) )FR D L R R D L G•Ψ = Ψ = Ψ = { } ,  (1) 

 ker ( )
.

L R •+ Ψ   çàìêíåíà â H   (2) 

(òóò ³ íàäàë³ 0L L∗= ).  

Â³äîìî [13], ùî ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ minL  º íàï³âãëàäêèì çâó-

æåííÿì îïåðàòîðà 0L . Îñòàííº îçíà÷àº, ùî minL  – çàìêíåíèé ù³ëüíî âè-

çíà÷åíèé îïåðàòîð ³ min( ) ker
.

eD L H L∗ ⊂ +  (ïîð. ç îçíà÷åííÿì 4.3 ç ìîíî-
ãðàô³¿ [6, ðîçä. 4]). 

 Ìåòîþ ö³º¿ ïðàö³ º ïîáóäîâà ôóíêö³¿ Âåéëÿ îïåðàòîðà minL , à òàêîæ 

éîãî æîðñòêîãî òà ì’ÿêîãî ðîçøèðåíü. Çàçíà÷èìî, ùî ó âèïàäêó, êîëè 0L  

ìàº ñê³í÷åíí³ äåôåêòí³ ÷èñëà, ö³ ïèòàííÿ äîñë³äæóâàëèñü ó [7]. 
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2. Äîïîì³æí³ ïîíÿòòÿ ³ òâåðäæåííÿ. Íåõàé 1 2( , , )Γ Γ  – ïðîñò³ð ãðà-

íè÷íèõ çíà÷åíü (ÏÃÇ ) îïåðàòîðà 0L  ó ñåíñ³ îçíà÷åííÿ, çàïðîïîíîâàíîãî â 

[3] (äèâ. òàêîæ [1]), à 1
2( | ker 1) ,  1 1HL L −

λ = Γ − λ = . Îïåðàòîð-ôóíêö³þ 

1( ) ,  0Z L ∗
λ λ= Γ λ ≤ , íàçèâàòèìåìî ôóíäàìåíòàëüíîþ ôóíêö³ºþ îïåðàòîðà 

0L , ùî â³äïîâ³äàº çàçíà÷åíîìó ÏÃÇ. Â³äîìî [6], ùî 0  ( , )Z Hλ∀λ ≤ ∈    ³ 

 2( ) ker ( 1),      1R Z L Zλ λ= − λ Γ =  .  (3) 

²íøèìè ñëîâàìè,  

 2       ,             y Z a Ly y y aλ= ⇔ = λ Γ = . (4) 

 Íàãàäàºìî òàêîæ (äèâ. [2]), ùî ( )  -çíà÷íó ôóíêö³þ ( )M λ , ÿêà âèçíà-
÷àºòüñÿ ç óìîâè  

 0 1 2( ) ker ( 1) ( ) : ( )
.

D L L y D L y M y+ − λ = ∈ Γ = λ Γ{ } , (5) 

íàçèâàþòü ôóíêö³ºþ Âåéëÿ îïåðàòîðà 0L , ùî â³äïîâ³äàº ÏÃÇ 1 2( , , )Γ Γ , ³  

 10        ( )M Zλ∀λ ≤ λ = Γ  (6) 

(äèâ. [10] ³ öèòîâàíó òàì ë³òåðàòóðó). 
 Íàäàë³ ââàæàºìî, ùî 1, 2( , )Γ Γ  – ô³êñîâàíèé æîðñòêèé ÏÃÇ îïåðàòîðà 

0L , òîáòî ùî 1 K 2 Fker ( ),  ker ( )D L D LΓ = Γ = .  

 Çàçíà÷èìî, ùî ³ñíóâàííÿ òàêîãî ÏÃÇ äîâåäåíî â [4] (äèâ. òàêîæ [1]) ³ 
ùî, ÿê âèïëèâàº ç ðåçóëüòàò³â, âèêëàäåíèõ ó [2, 10, 11], ÏÃÇ 1 2( , , )Γ Γ  º 
æîðñòêèì òîä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè  

 1lim ( ) 0,        (0) 0s M M−

λ→ − ∞
− λ = =( ) . (7) 

 Îçíà÷èìî îïåðàòîð maxL  çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü 

 max( ) ( ) ( )
.

D L D L R •= + Ψ , 

 max( ),        ( )z D L g G L z g Lz•∀ ∈ ∀ ∈ + Ψ = , 

à îïåðàòîðè ( ) ( )
1 2 max,  : ( )D LΨ ΨΓ Γ →   òà 3 4 max,  : ( )D L GΓ Γ →  – òàêèì 

÷èíîì: 

 ( )( ),           ( ) ,       1,2i iz D L g G z g z i•Ψ∀ ∈ ∀ ∈ Γ + Ψ = Γ = , 

 3 4( ) ,          ( ) ( )z g g z g P z g• • •Γ + Ψ = − Γ + Ψ = Ψ + Ψ ,  

äå P  – ïðîåêòîð ker
.

e eH L H+ →  òàêèé, ùî ker kerP L= . Â³äîìî [13], ùî 

ïðè çðîáëåíèõ ïðèïóùåííÿõ (äèâ. (1), (2)) min maxL L∗ = . Êð³ì öüîãî, ì³ðêó-

âàííÿìè, àíàëîã³÷íèìè ïðîâåäåíèì ó [8], îòðèìóºìî, ùî ˆ ˆ ˆ
1 2( , , )H Γ Γ , äå 

( ) ( )ˆ ˆ ˆ
1 1 3 2 2 4,  ,  H G Ψ Ψ= ⊕ Γ = Γ ⊕ Γ Γ = Γ ⊕ Γ , º ÏÃÇ îïåðàòîðà minL . Íèæ÷å 

çíàéäåíî ôóíêö³þ Âåéëÿ ˆ ( )M λ  îïåðàòîðà minL , ÿêà â³äïîâ³äàº ÏÃÇ 

ˆ ˆ ˆ
1 2( , , )H Γ Γ , ó ïðèïóùåíí³, ùî º â³äîìîþ ôóíêö³ÿ Âåéëÿ ( )M λ  îïåðàòîðà 0L , 

ÿêà â³äïîâ³äàº ÏÃÇ 1 2( , , )Γ Γ .  
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3. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè.  

Ëåìà 1. Åëåìåíò y ∈   º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ max ,  0L y y= λ λ ≤ , òî-

ä³ é ò³ëüêè òîä³, êîëè ³ñíóþòü ,  a c G∈ ∈   òàê³, ùî  

 y Z a L c c• •
λ λ= + λ Ψ + Ψ   .   (8) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé maxL y y= λ . Ìàºìî 3 3( ) ( )L y y y y• •+ Ψ Γ − λ + Ψ Γ =  

3y
•= − λΨ Γ . Òîìó (äèâ. (3)) ³ñíóº a ∈   òàêå, ùî 3y y Z a•

λ+ Ψ Γ = −  

3L y•
λ− λ Ψ Γ . Ïîêëàâøè 3y cΓ =  , îòðèìàºìî (8). Íàâïàêè, ,   a c G∀ ∈ ∀ ∈   

 max( 1)( )L Z a L c c••
λ λ− λ + λ Ψ + Ψ =    

 0( 1)( ) 0L Z a L c c• •
λ λ= − λ + λ Ψ − λΨ =   . ◊ 

 Ââåäåìî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 0        ( )F L • •
λ∀ λ ≤ λ = λΨ Ψ + ΨΨ , 

 0( ) ( )Z ZλΨ λ = Ψ − . (9) 

Ëåìà 2.  0∀ λ ≤  

 1( ) ( ) ( ),       ( ) ( )F F G F G∗ −λ = λ ∈ λ ∈ ( ) ( ) . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè 0L  – äîäàòíî âèçíà÷åíèé îïåðàòîð, òî 

def

1
inf ( | )  0F
u

L u u
=

= γ > . Ìàºìî 

 1( 1) ( )1 0      0 1    FL Lλ− λ ≥ γ − λ ≥ ⇒ ≤ ≤ ⇒
γ − λ

 

      0 1       1 1 1L Lλ λ
γλ⇒ ≥ λ ≥ ⇒ ≤ λ + ≤

γ − λ γ − λ
,  

òîáòî 

    ( | ) ( 1) | ( | )x x x L x x x xλ
γ

∀ ∈ ≤ λ + ≤
γ − λ

 ( ) . 

Çîêðåìà, ÿêùî 
1/2

,   Fx L g g G•= Ψ ∈ , òî  

 
2 21/2 1/2

( 1) |
F Fe e

g L L g L g g• • • •
λ

γ Ψ ≤ λ + Ψ Ψ ≤ Ψ
γ − λ

( ) .  

Àëå îïåðàòîðè Lλ  òà 
1/2

F
L  êîìóòóþòü, òîìó 

 
2 2

      ( 1) | ) Ge e
g G g L g g g• • •

λ
γ∀ ∈ Ψ ≤ Ψ λ + Ψ ≤ Ψ

γ − λ
( ) . 

Îñê³ëüêè ker 0•Ψ = { } , à ( )R •Ψ  çàìêíåíà â eH , òî 0∃γ >  òàêå, ùî g G∀ ∈  

e
g g•Ψ ≥ γ  . Òàêèì ÷èíîì, ( )F λ  – îáìåæåíèé, äîäàòíî âèçíà÷åíèé, à 

îòæå, îáîðîòíèé â G  ³ ñàìîñïðÿæåíèé îïåðàòîð. ◊ 

Ëåìà 3. Íåõàé Ẑλ  – ôóíäàìåíòàëüíà ôóíêö³ÿ îïåðàòîðà minL , ùî 

â³äïîâ³äàº ÏÃÇ ˆ ˆ ˆ
1 2( , , )H Γ Γ . Òîä³ ˆ,     ( , )a c G Z a cλ∀ ∈ ∀ ∈  ìàº âèãëÿä (8), äå  

 
1 1

1 0

( ) ( ) ( )

a a

F Fc c− −

     
=     

− λ Ψ λ λ     






( ) ( )
. (10) 
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Ä î â å ä å í í ÿ. Ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (4), çàñòîñîâàíîãî äî ÏÃÇ ˆ ˆ ˆ
1 2( , , )H Γ Γ  

îïåðàòîðà minL , à òàêîæ ç ëåìè 1 âèïëèâàº, ùî ˆ ( , )y Z a cλ=  ìàº âèãëÿä (8) ³, 

êð³ì öüîãî, ( )
2 4,  y a y cΨΓ = Γ = . Ï³äñòàâëÿþ÷è â ö³ ð³âíîñò³ çàì³ñòü y  âèðàç 

(8) ³ âðàõîâóþ÷è (3), à òàêîæ òîòîæíîñò³ ( )
0 2 ,  0,  1,2,iPy y Z y i•Ψ= − Γ Γ Ψ = =  

îòðèìóºìî 

 ( )
2 ( )Z a L c c a• •Ψ

λ λΓ + λ Ψ + Ψ =   , 

 4 ( )Z a L c c c• •
λ λΓ + λ Ψ + Ψ =   ; 

 a a= , 

 PZ a PL c P c c• •
λ λΨ + λΨ Ψ + Ψ Ψ =   ; 

 a a= , 

 0 2(1 )Z Z a L c c c• •
λ λΨ − Γ + λΨ Ψ + ΨΨ =   ; 

 a a= , 
 ( ) ( )a F c cΨ λ + λ =  , 

äå ( ),  ( )F λ Ψ λ  òàê³, ÿê ó (9). Çðîçóì³ëî, ùî îñòàííÿ ñèñòåìà ³ (10) ð³â-

íîñèëüí³. ◊ 
Çàóâàæåííÿ 1. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçîëüâåíòíó òîòîæí³ñòü Ã³ëüáåðòà 

1 1 1
F F FL L L L L L− − −

λ λ λ− = λ = λ , îòðèìàºìî 1 1 1
1 1 1 1F F FL L L L L L− − −

λ λ λΓ − Γ = λΓ = λΓ  

( )FL∀λ ∈ ρ . Ïåðåõîäÿ÷è äî ñïðÿæåíèõ îïåðàòîð³â, ïåðåêîíóºìîñü, ùî 

 1
0 0( )F FL Z Z L Z L Z−

λ λ λ∀λ ∈ ρ − = λ = λ . (11) 

Çàóâàæåííÿ 2.  

 0      ( ) Z •∗ ∗
λ∀λ ≤ Ψ λ = λ Ψ( ) . (12) 

Ä³éñíî, 

 1 1,   ( | ) ( | ) ( | ) ( | )eF Fa b L Z a b L Z a b Z a b a Z b• •− − ∗ •
λ λ λ λ∀ ∈ Ψ = Ψ = Ψ = Ψ  , 

òîáòî 1( )FL Z Z •− ∗ ∗
λ λΨ = Ψ . Çâ³äñè ³ ç (11) âèïëèâàº (12). ◊ 

Òåîðåìà 1. 0∀λ ≤  

 ˆ
11 0( ) ( )

( )
( ) ( )0 1G

M
M

F

−∗λ Ψ λ  
λ =   

Ψ λ λ−  

( )
.  (13) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïåðø çà âñå, íàãàäàºìî, ùî ˆˆ ˆ
1( )M Zλλ = Γ  (ïîð. ç (6)). 

Äàë³, íåõàé y ∈   âèçíà÷åíî çã³äíî ç (8). Òîä³ ( )
1 ( )y M a Z c•Ψ ∗

λΓ = λ + λ Ψ  , 

3y cΓ = −  . Âðàõîâóþ÷è (10) ³ (12), ïåðåêîíóºìîñü ó ïðàâèëüíîñò³ (13). ◊ 

Íàñë³äîê 1.  ˆ
1

0 0
(0)

0 ( )
M • −

 =  − ΨΨ 
. 

Íàñë³äîê 2.  0∀λ ≤  

 ˆ ( )M λ
1 11 0 ( ) 0 1 0

( ) ( ) 0 ( ) ( ) ( )

M

F F F

−∗ −λ      
=        Ψ λ λ − λ Ψ λ λ      

 
. 
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Íàñë³äîê 3. 0∀λ ≤  

 ˆ -( )M λ 1( )
1 1

1 1

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

M M

M M F

− − ∗

− − ∗

λ λ Ψ λ 
=   Ψ λ λ Ψ λ λ Ψ λ − λ 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
. (14) 

Ïðàâèëüí³ñòü öèõ íàñë³äê³â ïåðåâ³ðÿºòüñÿ çà äîïîìîãîþ áåçïîñåðåäí³õ 
îá÷èñëåíü. Îáîðîòí³ñòü îïåðàòîðà ( )M λ  âèïëèâàº ç éîãî â³ä’ºìíî¿ âèçíà÷å-
íîñò³ (äèâ. (7) ³ íàñë³äîê 2 ç ïðàö³ [10]). Íà ï³äñòàâ³ (14) íåâàæêî ïîáóäóâàòè 

æîðñòêå ˆ
FL  òà ì’ÿêå ˆ

KL  ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà minL . Äëÿ öüîãî ïîòð³áíî 

ç’ÿñóâàòè ïîâåä³íêó îïåðàòîð-ôóíêö³¿ ˆ 1( )M −λ( ) ïðè λ → − ∞ . 

Ëåìà 4. a∀ ∈   

 
1/2 1lim ( ) 0

F
L Z M a

− −
λλ→−∞

λ λ =( ) , (15)  

 1lim ( ) 0Z M a−
λλ→− ∞

−λ λ =( ) , (16)  

 
21/2 1 1( ) | ( )

F
L Z M a a M a

− − −
λλ λ ≤ − λ ( ) ( )( ) . (17) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Áåðó÷è äî óâàãè (3), (4), (6), (7), (11), îòðèìóºìî  

 
21/2 1/2 1/22 |

F F F
L Z b L Z b L Z b

− − −
λ λ λλ = λ =( )  

 
1/2

0| ( ) |
F

L Z b Z b Z Z b LZ b
−

λ λ λ λ= λ λ = − =( ) ( )  

 0 1 0 2( ) | ( ) |L Z Z b Z b Z Z b Z bλ λ λ λ= − − Γ − Γ +( ) ( )  

 2 0 1( ) | ( | ) ( ( ) | )Z Z b Z b Z b Z b M b bλ λ λ λ+ Γ − Γ = λ − λ ( ) . 

Ïîêëàâøè òóò 1( )b M a−= λ( ) , ìàºìî 

 ,   0a∀ ∈ ∀λ <  

 
2 21/2 1 1 1( ) ( ) | ( )

F
L Z M a Z M a a M a

− − − −
λ λλ λ − λ λ = − λ ( ) ( ) ( ( ) ) . (18) 

Îñê³ëüêè ë³âà ÷àñòèíà (18) º ñóìîþ äâîõ íåâ³ä’ºìíèõ äîäàíê³â, à ç îãëÿäó íà 

(7) 1lim | ( ) 0a M a−

λ→− ∞
− λ =( ( ) ) , òî ñïðàâäæóþòüñÿ (15)–(17). ◊ 

 Ëåìà 5.  

 1lim ( ) ( ) 0s M −

λ→ − ∞
− Ψ λ λ =( ) . (19) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a ∈  . Òîä³ (äèâ. (9), (11), (15))  

 1 1 10 ( ) ( ) ( ) ( )FG G
M a L Z M a− − −

λ≤ Ψ λ λ = Ψ λ λ ≤( ) ( )  

 
1/21 1 1( ) ( ) 0F Fe

L Z M a L Z M a
−− − −

λ λ
λ → − ∞

≤ Ψ λ λ = Ψ λ λ →( ) ( ) . ◊ 

Ëåìà 6.  

 1lim ( ) ( ) 0s M − ∗

λ→ − ∞
− λ Ψ λ =( ) ( ) . (20) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Íåõàé a ∈  . Îñê³ëüêè 
1/2

( )e F
a H D L•Ψ ∈ = , òî h∃ ∈   

(à ñàìå, 
1/2

F
h L a•= Ψ ) òàêå, ùî 

1/2

F
a L h• −Ψ = . Ìàºìî (çà (12)) 1( ) ( )M a− ∗λ Ψ λ =( ) ( )  

1/21 1( ) ( )
F

M Z a M Z L h• −− ∗ − ∗
λ λ= λ λ Ψ = λ λ( ) ( ) , òîìó äîñèòü äîâåñòè, ùî  
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1/21lim ( ) 0

F
s M Z L

−− ∗
λλ→ − ∞

− λ λ =( ) .  (21)  

Ïîêàæåìî öå. Íåõàé 
1/2

F
h D L∈ ( )  ³ 

1/2
1F

L h h= . Îñê³ëüêè lim 0s Z∗
λλ→ − ∞

− = , òî  

 
1/21( )

F
M Z L h

−− ∗
λλ λ =( )  

 
1 11 1

1 1 1( ) ( )
F F

M Z L h M L L h
− −− ∗ −

λ λ= λ λ = λ Γ λ =( ) ( ) ( )  

 
11 1

1 1 0 1( ) ( ) ( )
F

M L L h M Z Z h
−− − ∗ ∗

λ λ= λ Γ − = λ − ≤( ) ( ) ( )  

 1 1
1 0 1( ) ( )   0M Z h M Z h− ∗ − ∗

λ
λ → − ∞

≤ λ + λ →( ) ( ) . 

Êð³ì öüîãî, ç (15) ³ ç ïðèíöèïó ð³âíîì³ðíî¿ îáìåæåíîñò³ âèïëèâàº, ùî ñ³ì’ÿ 
1/2 1/21 1( ) ( )

F F
M Z L L Z M

− −− ∗ −
λ λλ λ = λ λ( ) ( ){ } { }  îáìåæåíà â îêîë³ − ∞ . Çâ³äñè 

³ ç òîãî, ùî 1/2

F
D L

− = ( ) , âèïëèâàº (21) à, îòæå, é (20). ◊ 

Ëåìà 7.  

 1lim ( ) ( ) ( ) 0s M − ∗

λ→−∞
− Ψ λ λ Ψ λ =( ) ( ) . (22) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ì³ðêóþ÷è òàê, ÿê ïðè äîâåäåíí³ ïîïåðåäíüî¿ ëåìè, à 
òàêîæ âðàõîâóþ÷è (11), (12), îòðèìóºìî, ùî (22) ñïðàâäæóºòüñÿ, ÿêùî  

 
1/21 1        lim ( ) 0

F F
h L Z M Z L h

−− − ∗
λ λλ→ − ∞

∀ ∈ Ψ λ λ λ = ( )( ) ( ) . (23) 

Îñê³ëüêè ( , )eH GΨ ∈  , òî (21) ìàòèìå ì³ñöå, ÿêùî 

 
1/21 1       lim ( ) 0e F F

h L Z M Z L h
−− − ∗

λ λλ→ − ∞
∀ ∈ ⋅ − λ λ λ = ( )( ) ( ) , 

àáî, ùî ð³âíîñèëüíî,  

 
1/2 1/21       lim ( ) 0

F F
h L Z M Z L h

− −− ∗
λ λλ→ − ∞

∀ ∈ λ λ λ = ( )( ) ( )  (24) 

(ìàºòüñÿ íà óâàç³ çá³æí³ñòü ó ïðîñòîð³  ). Ïåðåêîíàºìîñü ó ïðàâèëüíîñò³ 

(24). Äëÿ öüîãî ïîêëàäåìî â (17) 
1/2

F
a Z L h

−∗
λ= λ . Îòðèìàºìî 

 
21/2 1/21( )

F F
L Z M Z L h

− −− ∗
λ λλ λ λ ≤( )( ) ( )  

 
1/2 1/21| ( )

F F
Z L h M Z L h

− −∗ − ∗
λ λ≤ λ − λ λ =( ( ) ( ))  

 
1/2 1/21( ) |

F F
L Z M Z L h h

− −− ∗
λ λ= − λ λ λ ≤(( )( ) ( ) )  

 
1/2 1/21( )

F F
L Z M Z L h h

− −− ∗
λ λ≤ λ λ λ( )( ) ( ) ,  

òîáòî  

 
1/2 1/21( )

F F
L Z M Z L h h

− −− ∗
λ λλ λ λ ≤( )( ) ( ) . (25) 

Âèêîðèñòàºìî ùå ðàç (17) ïðè 
1/2

F
a Z L h

−∗
λ= λ , ïðè÷îìó ââàæàòèìåìî, ùî 

1/2

F
h D L∈ ( ) , òîáòî 1Fh L h= , äå 1h ∈  . Ìàºìî  

 
21/2 1/21( )

F F
L Z M Z L h

− −− ∗
λ λλ λ λ ≤( )( ) ( )  

 
1/21 1

1 | ( )
F F

Z L h M Z L h
−−∗ − ∗

λ λ≤ λ − λ λ ≤( ( ) ( ) )  

 
1/21 1

1 1 ( )
F F

L L h M Z L h
−− − ∗

λ λ≤ λΓ λ λ
 

( ) ( ) . 
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Äðóãèé ç öèõ ìíîæíèê³â ç îãëÿäó íà (21) ïðÿìóº äî íóëÿ ïðè λ → − ∞ . 
Ðîçãëÿíåìî ïåðøèé. Âèêîðèñòîâóþ÷è ðåçîëüâåíòíó òîòîæí³ñòü Ã³ëüáåðòà, 
îòðèìàºìî  

 
1 1

1 1 1 1 1 0 1F F
L L h L L h Z g Z h

− − ∗ ∗
λ λ λλΓ = Γ − = −

  
( ) . 

Àëå (äèâ. [10]) 1lim 0Z g∗
λλ→ − ∞

= , òîìó 
1

1 1
;0

sup
F

L L g
−

λ
λ ∈ −∞

λΓ < + ∞
[ ]

. Òàêèì ÷è-

íîì, 

 
1/2 1/21

1 1      lim ( ) 0
F F

h L Z M Z L h
− −− ∗

λ λλ→ − ∞
∀ ∈ λ λ λ = ( )( ) ( ) .  

Îñê³ëüêè ñ³ì’ÿ îïåðàòîð³â ó ë³â³é ÷àñòèí³ ö³º¿ ð³âíîñò³ ç îãëÿäó íà (25) º 
ð³âíîì³ðíî îáìåæåíîþ, òî ñïðàâäæóºòüñÿ (24), à, îòæå, é (22). ◊ 

Ëåìà 8. lim ( ) 0s F
λ→−∞

− λ = . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âðàõîâóþ÷è ð³âí³ñòü   limh L h hλλ→ − ∞
∀ ∈ λ = −  ³ êîìó-

òàòèâí³ñòü îïåðàòîð³â 
1/2

F
L  òà Lλ , ìàºìî, ùî 

1/2 1/2
lim ( 1) 0

F F
s L L L

−
λλ→ − ∞

− λ + = . 

Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ôàêò ³ ì³ðêóþ÷è òàê, ÿê â äîâåäåíí³ ëåìè 5, ïåðåêî-
íóºìîñü ó ïðàâèëüíîñò³ ëåìè. ◊ 

Òåîðåìà 2.  ˆ 1lim ( ) 0s M −

λ→−∞
− λ =( ) . 

Öÿ òåîðåìà º áåçïîñåðåäí³ì íàñë³äêîì ç (7), à òàêîæ ç íàñë³äêó 3 ³ 
ëåì 4–7. 

 Íàñë³äîê 4. ˆ ˆ 1lim ( ) (0) 0s M M −

λ→−∞
− λ − =( ) . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Ïðàâèëüí³ñòü öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàº ç òåîðåìè 2 ³ 
òîòîæíîñò³  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ1 1 1 10     ( ) (0) 1 ( ) (0) ( )M M M M M− − − −∀λ < λ − = − λ λ( ) ( ( ) ) ( ) . ◊ 

Íàñë³äîê 5. ˆ ˆˆ ˆ ˆ
1 2 2,  (0) ,  H MΓ − Γ Γ( )  – æîðñòêèé ÏÃÇ îïåðàòîðà minL , 

çîêðåìà,  

 ˆ ( )
max 2 4( ) ( ) :  0,   0FD L y D L y yΨ= ∈ Γ = Γ ={ } , 

 ˆ ( ) 1
max 1 3 4( ) ( ) :  0,   ( ) 0KD L y D L y y y•Ψ −= ∈ Γ = Γ + ΨΨ Γ ={ } , 

äå ˆ
FL  òà ˆ

KL  – â³äïîâ³äíî æîðñòêå òà ì’ÿêå ðîçøèðåííÿ îïåðàòîðà minL . 

 Ïðàâèëüí³ñòü öüîãî òâåðäæåííÿ âèïëèâàº áåçïîñåðåäíüî ç ðåçóëüòàò³â, 
âèêëàäåíèõ ó [2, 10, 11]. 
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О ФУНКЦИИ ВЕЙЛЯ И ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ РАСШИРЕНИЯХ ПОЛУГЛАДКОГО 
СУЖЕНИЯ ПОЛОЖИТЕЛЬНО ОПРЕДЕЛЕННОГО ОПЕРАТОРА 
 
Â òåðìèíàõ àáñòðàêòíûõ êðàåâûõ óñëîâèé ïîñòðîåíû ôóíêöèÿ Âåéëÿ è ýêñò-
ðåìàëüíûå (ò. å. ôðèäðèõñîâñêîå è êðåéíîâñêîå) ðàñøèðåíèÿ ïîëóãëàäêîãî ñóæåíèÿ 
çàìêíóòîãî ñèììåòðè÷åñêîãî ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîãî îïåðàòîðà, äåéñòâó-
þùåãî â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå. 
 
ON WEYL FUNCTION AND EXTREMAL EXTENSIONS OF SEMI-SMOOTH 
RESTRICTION OF POSITIVELY DEFINED OPERATOR 
 
In the terms of abstract boundary conditions Weyl function and extremal extensions 
(i. e. Friedrichs and Krein ones) for semi-smooth restrictions of closed symmetric positi-
vely defined operator in Hilbert space are constructed. 
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