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МЕТОД МОМЕНТІВ ЗОБРАЖЕННЯ ФУНКЦІЇ РЯДОМ ТА ІНТЕГРАЛОМ 
 

Çàïðîâàäæåíî óçàãàëüíåí³ ìîìåíòí³ çîáðàæåííÿ ïîäâ³éíèõ ÷èñëîâèõ ïîñë³äîâ-
íîñòåé. Íà îñíîâ³ öèõ çîáðàæåíü îòðèìàíî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ñóì ðÿ-
ä³â ³ ðîçâèíåííÿ â ðÿäè çíà÷åíü ³íòåãðàë³â, à òàêîæ ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ 
ðîçä³ëåíèõ ð³çíèöü àíàë³òè÷íèõ ó êðóç³ ôóíêö³é. 

 
Äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ôóíêö³é çðó÷íî ïðîâîäèòè, ââàæàþ÷è ðîç-

ãëÿäóâàí³ ôóíêö³¿ ñóìàìè ðÿä³â çàäàíèõ ñèñòåì ôóíêö³é ÷è çíà÷åííÿìè 
³íòåãðàë³â ç â³äîìèìè ÿäðàìè. Ïðè öüîìó ðÿä ìîæå áóòè çá³æíèì ó òî÷êàõ 
ðîçá³æíîñò³ ³íòåãðàëà ÷è ³íòåãðàë ìîæå áóòè çá³æíèì ó òî÷êàõ ðîçá³æíîñò³ 
ðÿäó. Â îáèäâîõ âèïàäêàõ ôóíêö³þ ìîæíà çîáðàæàòè â îá’ºäíàíí³ ìíîæèí 
çá³æíîñò³ ðÿäó òà ³íòåãðàëà: â ìíîæèí³ ðîçá³æíîñò³ ðÿäó – çá³æíèì ó í³é 
³íòåãðàëîì, ó ìíîæèí³ ðîçá³æíîñò³ ³íòåãðàëà – çá³æíèì ó í³é ðÿäîì. Ó ïå-
ðåòèí³ ìíîæèí çá³æíîñò³ ôóíêö³þ ìîæíà çîáðàæàòè ðÿäîì ÷è ³íòåãðàëîì. 
Çàäà÷à ïðîäîâæåííÿ ôóíêö³¿, çàäàíî¿ ðÿäîì, ÷è çàäà÷à ïðîäîâæåííÿ 
ôóíêö³¿, çàäàíî¿ ³íòåãðàëîì, º ÷àñòèíîþ çàäà÷³ åôåêòèâíîãî çîáðàæåííÿ 
ôóíêö³¿ àíàë³òè÷íèì àïàðàòîì: ðÿäîì, ³íòåãðàëîì, äîáóòêîì, ëàíöþãîâèì 
äðîáîì. Ì³ðîþ åôåêòèâíîñò³ çîáðàæåííÿ ââàæàþòü ðîçì³ðè ìíîæèíè çá³æ-
íîñò³ àïàðàòó òà øâèäê³ñòü éîãî çá³æíîñò³ äî çîáðàæóâàíî¿ ôóíêö³¿. 

Ïèòàííÿ çîáðàæåííÿ ôóíêö³é ñïîñîáîì ìîìåíò³â âèâ÷àëîñÿ, çîêðåìà, â 
ðîáîòàõ [1, 2, 4]. Ó ñòàòò³ [3] çàïðîïîíîâàíî ðîçãëÿäàòè óçàãàëüíåí³ ìîìåíòè 
äåÿêî¿ ì³ðè íà äåÿê³é âèì³ðí³é ìíîæèí³. Ó [5] âèêëàäåíî ñïîñ³á îäåðæàííÿ 
³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü òâ³ðíèõ ôóíêö³é ïîñë³äîâíîñòåé óçàãàëüíåíèõ 
ìîìåíò³â. 

Ìåòîþ ö³º¿ ñòàòò³ º äîñë³äæåííÿ ïðîöåñó ³íòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ ñó-
ìè ðÿäó òà ïðîöåñó çîáðàæåííÿ ðÿäîì çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà íà îñíîâ³ ñïîñî-
áó ìîìåíò³â. Àêòóàëüí³ñòü çàïðîïîíîâàíîãî â ñòàòò³ ìåòîäó ñèñòåìàòèçàö³¿ 
çóìîâëåíà ïîòðåáîþ ðîçøèðåííÿ êëàñó çîáðàæóâàíèõ ôóíêö³é íà îñíîâ³ 
ïðèðîäíîãî ðîçøèðåííÿ êëàñó ïîñë³äîâíîñòåé ìîìåíò³â. Îäèí ³ç ñïîñîá³â 
ðîçøèðåííÿ îáèäâîõ êëàñ³â âèíèêàº âíàñë³äîê çàñòîñóâàííÿ ñôîðìóëüîâà-
íîãî â ñòàòò³ óçàãàëüíåííÿ ìîìåíòíîãî çîáðàæåííÿ íà âèïàäîê ïîäâ³éíèõ 
÷èñëîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé. 

Íîâèçíà ðåçóëüòàò³â ñòàòò³ ïîëÿãàº â ïîáóäîâ³ òâ³ðíèõ ôóíêö³é 
ïîñë³äîâíîñòåé óçàãàëüíåíèõ ìîìåíò³â çà êîæíèì ³íäåêñîì òà ¿õí³õ 
³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü, à òàêîæ ó ïîáóäîâ³ çàëåæíîãî â³ä ïàðàìåòðà 
³íòåãðàëà òà çîáðàæåííÿ ðÿäîì éîãî çíà÷åííÿ. Ïðèíöèïîâî âàæëèâèì º 
³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçä³ëåíî¿ ð³çíèö³ ïîõ³äíî¿ àíàë³òè÷íî¿ â êðóç³ 
ôóíêö³¿, íà îñíîâ³ ÿêîãî ìîæíà ê³ëüê³ñíî îö³íþâàòè â³äõèëåííÿ çíà÷åíü 
ôóíêö³¿ òà âñ³õ ¿¿ ïîõ³äíèõ ïðè â³äîìîìó â³äõèëåíí³ çíà÷åíü àðãóìåíòà. 

1. Ñóìè ðÿä³â ³ çíà÷åííÿ ³íòåãðàë³â íà îñíîâ³ ïîñë³äîâíîñò³ ìîìåíò³â. 
Îïèøåìî ñïîñ³á ïîáóäîâè ðÿä³â òà ³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü ¿õí³õ ñóì ³ 
ñïîñ³á ïîáóäîâè ³íòåãðàë³â ³ çîáðàæåíü ðÿäàìè ¿õí³õ çíà÷åíü íà îñíîâ³ 
óçàãàëüíåíèõ ìîìåíòíèõ çîáðàæåíü ïîäâ³éíèõ ÷èñëîâèõ ïîñë³äîâíîñòåé. 

Îçíà÷åííÿ. Óçàãàëüíåíèì ìîìåíòíèì çîáðàæåííÿì çàäàíî¿ ïîäâ³éíî¿ 

÷èñëîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ , 0ks
∞ ⊂ { }  íàçâåìî çîáðàæåííÿ ¿¿ ÷ëåí³â ó âèãëÿä³  

 , ( ) ( ) ( )k l ks a b d
Γ

= ζ ζ µ ζ∫   (1) 

íà øóêàí³é ìíîæèí³ Γ ⊂   ç ì³ðîþ ( )dµ ζ  íà í³é òà øóêàíèìè ïîñë³äîâíîñ-

òÿìè 
0

( )ka
∞ζ{ }  ³ 

0
( )b

∞ζ{ }  ç ïðîñòîðó 2 ; ( )L dΓ µ ζ( ) . 
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Ó âèïàäêó ,k ks s +=   çîáðàæåííÿ (1) ñï³âïàäàº ç óçàãàëüíåíèì ìîìåíò-

íèì çîáðàæåííÿì ÷èñëîâî¿ ïîñë³äîâíîñò³ 
0ns
∞ ⊂ { } , çàïðîâàäæåíèì ó [3]. 

Íåõàé ó ïîë³ êîìïëåêñíèõ ÷èñåë ³ â ïðîñòîð³ ôóíêö³é êîìïëåêñíèõ 
çì³ííèõ çàäàíî ïîñë³äîâíîñò³ 

 
0 0 0 0
,      ,      ( ) ,      ( )k kp q z w

∞ ∞ ∞ ∞ϕ ψ{ } { } { } { }  . (2) 

Íà îñíîâ³ ïîñë³äîâíîñò³ (1) ïðè âñ³õ ìîæëèâèõ íàáîðàõ ïîñë³äîâíîñòåé 
(2) ðîçãëÿíåìî ïðîöåñè: ïîáóäîâó ðÿäó òà çîáðàæåííÿ éîãî ñóìè ³íòåãðàëîì 
³ ïîáóäîâó ³íòåãðàëà òà çîáðàæåííÿ éîãî çíà÷åííÿ ðÿäîì. Óòâîðèìî ðÿä çà 
êîæíèì ³íäåêñîì ³ ïîêëàäåìî 

 ,
0

( ) ( ),          ( ; ; )k k k
k

f z p s z z p s
∞

=

= ϕ ∈ ϕ∑ D   , (3) 

 ,
0

( ) ( ),         ( ; ; )k k kg w q s w w q s
∞

=

= ψ ∈ ψ∑ D  


. (4) 

Çîáðàçèìî ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñò³ , 0ks
∞{ }  ó âèãëÿä³ (1) ³ ïðè êîæíîìó 

ζ ∈ Γ  ïîêëàäåìî 

 
0

( ; ) ( ) ( ),         ( ; ; )k k k
k

A z p a z z p a
∞

=

ζ = ζ ϕ ∈ ϕ∑ D , (5) 

 
0

( ; ) ( ) ( ),        ( ; ; )B w q b w w q b
∞

=

ζ = ζ ψ ∈ ψ∑ D  


. (6) 

Ï³äñòàâèìî (1) ó (3) ³ (4). Çà óìîâ ï³äñóìîâóâàííÿ ðÿäó ³íòåãðàë³â ³ ç 
óðàõóâàííÿì (5) ³ (6) îäåðæèìî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ 

 ( ) ( ; ) ( ) ( ),         ( ; )f z A z b d z A b
Γ

= ζ ζ µ ζ ∈∫   , (7) 

 ( ) ( ; ) ( ) ( ),       ( ; )k k kg w B w a d w B a
Γ

= ζ ζ µ ζ ∈∫  . (8) 

Ó âèïàäêàõ íåïîðîæí³õ ïåðåòèí³â ìíîæèí D  ³   ç îäíàêîâèìè íîìå-
ðàìè ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ (7) ³ (8) çä³éñíþþòü ïðîäîâæåííÿ çîáðàæåíèõ 
ðÿäàìè â (3) ³ (4) ôóíêö³é ç ìíîæèí D  íà ò³ ÷àñòèíè ìíîæèí  , ÿê³ íå 
ì³ñòÿòü òî÷îê ìíîæèí D . 

Óòâîðèìî ³íòåãðàëè â çîáðàæåííÿõ (7) ³ (8). Çîáðàæàþ÷è ï³ä³íòåãðàëüí³ 
ÿäðà ðÿäàìè çà ôîðìóëàìè (5) ÷è (6) çà âèáðàíèìè ïîñë³äîâíîñòÿìè ôóíê-
ö³é ç (2), çà óìîâ ïî÷ëåííîãî ³íòåãðóâàííÿ îäåðæàíèõ ðÿä³â, âðàõîâóþ÷è 
(1), îäåðæèìî ôîðìóëè (3) ³ (4) â³äïîâ³äíî çîáðàæåííÿ çíà÷åíü ³íòåãðàë³â 
ðÿäàìè. Ó âèïàäêàõ íåïîðîæí³õ ïåðåòèí³â ìíîæèí   ³ D  ç îäíàêîâèìè 
íîìåðàìè çîáðàæåííÿ (3) ³ (4) ðÿäàìè çä³éñíþþòü ïðîäîâæåííÿ çîáðàæåíèõ 
³íòåãðàëàìè â (7) ³ (8) ôóíêö³é ç ìíîæèí   íà ò³ ÷àñòèíè ìíîæèí D , ÿê³ íå 
ì³ñòÿòü òî÷îê ìíîæèí  . 

Ïîêëàäåìî äàë³ 

 
0

( ; ) ( ) ( ),          ( ; ) ( ; ; )F z w q f z w z w q f
∞

=

= ψ ∈ ψ∑ D  


, (9) 

 
0

( ; ) ( ) ( ),         ( ; ) ( ; ; )k k k
k

G w z p g w z w z p g
∞

=

= ϕ ∈ ϕ∑ D . (10) 

Ï³äñòàâèìî (7) ó (9) òà (8) ó (10). Çà óìîâ ï³äñóìîâóâàííÿ ðÿäó ³íòåã-
ðàë³â ³ ç óðàõóâàííÿì â³äïîâ³äíî (6) ³ (5) îäåðæèìî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ 

 ( ; ) ( ; ) ( ; ) ( ) ( ; ),       ( ; ) ( ; )F z w A z B w d G w z z w A B
Γ

= ζ ζ µ ζ = ∈∫  . (11) 
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Ó âèïàäêàõ íåïîðîæí³õ ïåðåòèí³â ìíîæèí D  ³   ³íòåãðàëüí³ çîáðà-
æåííÿ (11) çä³éñíþþòü ïðîäîâæåííÿ çîáðàæåíèõ ðÿäàìè â (9) ³ (10) ôóíê-
ö³é ç ìíîæèí D  íà ò³ ÷àñòèíè ìíîæèíè  , ÿê³ íå ì³ñòÿòü òî÷îê ìíîæèí D . 

Íåõàé çàäàíî çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà â (11). Çîáðàæàþ÷è ðÿäîì îäíå ç 
ï³ä³íòåãðàëüíèõ ÿäåð çà ôîðìóëîþ (6) ÷è (5) çà â³äïîâ³äíîþ ïîñë³äîâí³ñòþ 
ôóíêö³é ç (2), çà óìîâ éîãî ïî÷ëåííîãî ³íòåãðóâàííÿ îäåðæèìî ôîðìóëè (9) 
÷è (10) çîáðàæåííÿ ðÿäîì çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà. Ó âèïàäêàõ íåïîðîæí³õ 
ïåðåòèí³â ìíîæèí   ³ D  çîáðàæåííÿ (9) ÷è (10) ðÿäàìè çä³éñíþþòü ïðî-
äîâæåííÿ çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà â (11) ç ìíîæèíè   íà ò³ ÷àñòèíè ìíîæèí D , 
ÿê³ íå ì³ñòÿòü òî÷îê ìíîæèíè  . 

Óòâîðèìî ç ïîñë³äîâíîñòåé (1) ³ (2) çá³æíèé ïîäâ³éíèé ðÿä. Çà óìîâ 
âèðàæåííÿ ïîäâ³éíîãî ðÿäó ÷åðåç ïîâòîðí³, âðàõîâóþ÷è (9) ³ (10), îäåðæèìî 

 ,
0 0

( ; ) ( ) ( ) ( ; )k k k
k

F z w p q s z w G w z
∞ ∞

= =

= ϕ ψ =∑ ∑   


, 

 ( ; ) ( ; ; ; ; )z w p q s∈ ϕ ψD . (12) 

Ôîðìóëè (11) ³ (12) âèðàæàþòü ð³âí³ñòü ì³æ ñóìîþ ïîäâ³éíîãî ðÿäó òà 
çíà÷åííÿì ³íòåãðàëà. ßêùî ìíîæèíà çá³æíîñò³ ïîäâ³éíîãî ðÿäó òà ìíîæèíà 
çá³æíîñò³ ³íòåãðàëà ïåðåòèíàþòüñÿ, òî ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ çä³éñíþº 
ïðîäîâæåííÿ ñóìè ïîäâ³éíîãî ðÿäó, à çîáðàæåííÿ ïîäâ³éíèì ðÿäîì çä³éñ-
íþº ïðîäîâæåííÿ çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà. 

Ñóìó ïîäâ³éíîãî ðÿäó ìîæíà âèðàçèòè çíà÷åííÿì ³íòåãðàëà áåçïîñå-

ðåäíüî. Ñïðàâä³, çîáðàæàþ÷è â (12) ÷ëåíè ïîñë³äîâíîñò³ , 0ks
∞

{ }  ó âèãëÿä³ 

(1), çà óìîâ ï³äñóìîâóâàííÿ ðÿä³â ³íòåãðàë³â ³ ç óðàõóâàííÿì (5) ³ (6) 
îäåðæèìî çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà â çîáðàæåííÿõ (11). Ïðè öüîìó îäåðæóºìî 
òàêîæ ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ñóìè ïîäâ³éíîãî ðÿäó. 

Çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà ìîæíà âèðàçèòè ñóìîþ ïîäâ³éíîãî ðÿäó áåçïîñå-
ðåäíüî. Ñïðàâä³, çîáðàæàþ÷è â (11) ï³ä³íòåãðàëüí³ ÿäðà ðÿäàìè çà ôîðìó-
ëàìè (5) ³ (6), çà óìîâ ïî÷ëåííîãî ³íòåãðóâàííÿ îäåðæàíîãî ïîäâ³éíîãî ðÿäó, 
âðàõîâóþ÷è (1), îäåðæèìî ñóìó ïîäâ³éíîãî ðÿäó â çîáðàæåííÿõ (12). Ïðè 
öüîìó îäåðæóºìî òàêîæ çîáðàæåííÿ ïîäâ³éíèì ðÿäîì çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà. 

Ó ïðîöåñ³ ïåðåòâîðåííÿ ðÿäó â ³íòåãðàë íåìà íåîáõ³äíîñò³ çíàõîäèòè 
àíàë³òè÷íèé âèãëÿä ñóìè ðÿäó, ó ïðîöåñ³ ïåðåòâîðåííÿ ³íòåãðàëà â ðÿä 
íåìà íåîáõ³äíîñò³ çíàõîäèòè àíàë³òè÷íèé âèãëÿä çíà÷åííÿ ³íòåãðàëà. 

2. ²íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ðîçä³ëåíèõ ð³çíèöü àíàë³òè÷íèõ ó êðóç³ 

ôóíêö³é. Íåõàé çàäàíî ïîñë³äîâí³ñòü 
0

( )m
∞ϕ ζ{ }  íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é íà 

êóñêîâî-ãëàäê³é ë³í³¿ Γ . Ôóíêö³¿ ïîñë³äîâíîñò³ 
0

( )mf z
∞{ } , âèçíà÷åí³ ³íòåãðà-

ëîì òèïó Êîø³, ìàþòü ïîõ³äí³ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêó 0,1,2,n =   ó êîæí³é 
îäíîçâ’ÿçí³é îáëàñò³, ÿêà íå ì³ñòèòü òî÷îê ë³í³¿ Γ , ïðè÷îìó 

 ( )
1

( )!( )
2 ( )

n m
m n

nf z d
i z +

Γ

ϕ ζ
= ζ

π ζ −∫ . (13) 

Çâ³äñè, çàñòîñîâóþ÷è â ïðîöåñ³ ïåðåòâîðåíü ôîðìóëó äëÿ ð³çíèö³ ñòåïåí³â, 
îäåðæóºìî ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ 

 
( ) ( )

1 1
0

( ) ( ) ! 1 ( ) ,  
2 ( ) ( )

n n n
m m

mn

f z f w n d z w
z w i z w−ν + ν +

ν =Γ

−
= ϕ ζ ζ ≠

− π ζ − ζ −
∑∫ . (14) 

Ôîðìóëè âèãëÿäó (13) ³ (14) ìîæíà âñòàíîâèòè äëÿ ôóíêö³é, àíàë³òè÷-
íèõ ó êðóç³, çà óìîâ çîáðàæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â ¿õí³õ ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ó 
âèãëÿä³ (1). Ïðè öüîìó ïîÿâëÿþòüñÿ øèðø³ ìîæëèâîñò³ ïîáóäîâè ÿäåð ³í-
òåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü. 
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Òåîðåìà 1. Íåõàé çàäàíî ïîñë³äîâí³ñòü 
0

( )mf z
∞{ }  àíàë³òè÷íèõ ó êðó-

ãàõ ( ) :
mr mK z z z r= <{ }  ôóíêö³é 

 1
,

0

( ) (0)m m mf z f s z
∞

ν +
ν

ν =

= + ∑ , (15) 

ïîñë³äîâí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ÿêèõ ïðè êîæíîìó m =  
0,1,2,=   ìàº ïðèíàéìí³ îäíå óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó 

 , , ,( ) ( ) ( )k m k m m ms a b d+
Γ

= ζ ζ µ ζ∫   (16) 

íà øóêàí³é ìíîæèí³ Γ ⊂   ç ì³ðîþ ( )mdµ ζ  íà í³é ³ øóêàíèìè ïîñë³äîâ-

íîñòÿìè , 0
( )k ma

∞ζ{ }  ³ , 0
( )mb

∞ζ{ }  ç ïðîñòîðó 2 ; ( )mL dΓ µ ζ( ) . Íåõàé  

 ,
0

( ; ) ( ) k
m k m

k

A z a z
∞

=

ζ = ζ∑ , (17) 

 ,
0

( ; ) ( )m mB w b w
∞

=

ζ = ζ∑ 



, (18) 

ïðè÷îìó îáèäâà ðÿäè º çá³æíèìè ïðè êîæíîìó ζ ∈ Γ  â³äïîâ³äíî ó êðóãàõ 

( ) :
mp mK z z z p= <{ } , ( ) :

mq mK w w w q= <{ } , ³ 

(³) äîáóòîê öèõ ðÿä³â ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè íà ìíîæèí³ Γ  ç 
ì³ðîþ ( )mdµ ζ ; 

(³³) ìîæíà äèôåðåíö³þâàòè çà êîæíîþ çì³ííîþ z  ³ w  ï³ä çíàêîì ³í-
òåãðàëà 

 ( , ) ( , ) ( )m m mA z B w d
Γ

ζ ζ µ ζ∫ . (19) 

Íåõàé 
 ( ) : min ( , )

m m m mK z z z r pρ = < ρ ={ } ,  

 ( ) : min ( , )
m m m mK w w w r qσ = < σ ={ } . 

Òîä³ ïðè êîæíîìó 0,1,2,n =   äëÿ z w≠  ó ïðÿìîìó äîáóòêó êðóã³â 

( )
m

K zρ  ³ ( )
m

K wσ  ìàºìî 

 
( ) ( )

0

( ) ( )
( , ) ( , ) ( )

n n n n
m m

m m mn

f z f w n
A z B w d

z w z w

−ν ν

−ν ν
ν =Γ

− ∂ ∂ = ζ ζ µ ζ ν−   ∂ ∂
∑∫ . (20) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Çàñòîñóºìî ìåòîä ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿. Ïðè 0n =  
ïîòð³áíî äîâåñòè ³ñòèíí³ñòü ôîðìóëè 

 
( ) ( )

( , ) ( , ) ( )m m
m m m

f z f w
A z B w d

z w
Γ

−
= ζ ζ µ ζ

− ∫ . (21) 

Ñïðàâä³, ç (15), çàñòîñîâóþ÷è ôîðìóëó äëÿ ð³çíèö³ ñòåïåí³â, îäåðæóºìî 

 1 2 2 1
,

0

( ) ( )
( )m m

m

f z f w
s z z w z w zw w

z w

∞
ν ν − ν− ν − ν

ν
ν =

−
= + + + + + =

− ∑   

 ,
0 0

k
k m

k

s z w
∞ ∞

+
= =

= ∑ ∑ 



. (22) 
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Ïî÷ëåííî ³íòåãðóþ÷è äîáóòîê ðÿä³â (17) ³ (18) íà ìíîæèí³ Γ  ç ì³ðîþ 
( )mdµ ζ , âðàõîâóþ÷è (16), îäåðæóºìî 

 ,
0 0

( , ) ( , ) ( ) k
m m m k m

k

A z B w d s z w
∞ ∞

+
= =Γ

ζ ζ µ ζ = ∑ ∑∫ 



. (23) 

Íà ï³äñòàâ³ (22) ³ (23) îòðèìóºìî (21). 
Ïðèïóñòèìî ³ñòèíí³ñòü ôîðìóëè (20) ïðè íàòóðàëüíîìó n  ³ äîâåäåìî ¿¿ 

³ñòèíí³ñòü ïðè çíà÷åíí³ 1n + . 
Äèôåðåíö³þþ÷è (20) çà z  ³ çà w , â³äïîâ³äíî ìàºìî 

 
( 1) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( )

( )

n n n
m m mf z f z f w
z w z w

+ −
− =

− −
 

 
1

1
0

( , ) ( , ) ( )
n n

m m mn

n
A z B w d

z w

−ν+ ν

−ν+ ν
ν =Γ

∂ ∂ = ζ ζ µ ζ ν  ∂ ∂
∑∫ , 

 
( 1) ( ) ( )

2

( ) ( ) ( )

( )

n n n
m m mf w f z f w
z w z w

+ −
− + =

− −
 

 
1

1
0

( , ) ( , ) ( )
n n

m m mn

n
A z B w d

z w

−ν ν +

−ν ν +
ν =Γ

∂ ∂ = ζ ζ µ ζ ν  ∂ ∂
∑∫ , 

çâ³äêè â ðåçóëüòàò³ äîäàâàííÿ îáèäâîõ ð³âíîñòåé ìàºìî 

 
( 1) ( 1) 1

1

( ) ( )
( , ) ( , )

n n n
m m

m mn

f z f w
A z B w

z w z

+ + +

+
Γ

−  ∂= ζ ζ +− ∂∫  

 
1 1

1 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
n n n

m m m mn n

n
A z B w A z B w

z w w

−ν+ ν +

−ν+ ν +
ν =

∂ ∂ ∂ + ζ ζ + ζ ζ + ν  ∂ ∂ ∂
∑  

 
1 1

1
0

( , ) ( , ) ( )
n n

m m mn

n
A z B w d

z w

− −ν ν +

−ν ν +
ν =

∂ ∂ + ζ ζ µ ζ  ν  ∂ ∂ 
∑ . 

Ïîêëàâøè â ïåðø³é ñóì³ 1 jν − = , äîäàâøè îáèäâ³ ñóìè, âðàõîâóþ÷è 
ñï³ââ³äíîøåííÿ  

 
1

1 1
n n n

j j j
+     + =     + +     

, 

ÿêå ìîæíà ïåðåâ³ðèòè áåçïîñåðåäíüî, îäåðæèìî 

 
( 1) ( 1) 1

1

( ) ( )
( , ) ( , )

n n n
m m

m mn

f z f w
A z B w

z w z

+ + +

+
Γ

−  ∂= ζ ζ +− ∂∫  

 
1 1

1
0

1
( , ) ( , )

1

n n j j

m mn j j
j

n
A z B w

j z w

− − +

− +
=

+  ∂ ∂+ ζ ζ + + ∂ ∂ 
∑  

 
1

1
( , ) ( , ) ( )

n

m m mn
A z B w d

w

+

+

∂+ ζ ζ µ ζ
∂ 

, 

çâ³äêè çàì³íîþ 1j + = ν  òà âêëþ÷åííÿì ï³ä çíàêîì ñóìè îáèäâîõ êðàéí³õ 

äîäàíê³â, îäåðæóºìî ôîðìóëó (20) äëÿ çíà÷åííÿ 1n + . Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Íàñë³äîê 1. ßêùî â çîáðàæåíí³ (20) ìîæíà ïåðåõîäèòè äî ãðàíèö³ ï³ä 
çíàêîì ³íòåãðàëà ïðè w z→ , òî 

 ( 1) ( ) ( , ) ( , ) ( )
n

n
m m m mn

f z A z B w d
z

+

Γ

∂= ζ ζ µ ζ
∂∫ [ ] . (24) 
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Íàñë³äîê 2. Ïîêëàäàþ÷è â çîáðàæåíí³ (20) ïîñë³äîâíî 0w =  ³ 0z =  òà 
âðàõîâóþ÷è ðåçóëüòàòè äèôåðåíö³þâàííÿ (17) ³ (18) çà z  ³ w , â³äïîâ³äíî 
îäåðæèìî 

 ( ) ( )
,

0

1( ) (0) ! ( , ) ( ) ( )
( ) !

n n
n n

m m m m mn
f z f n z A z b d

n z

−ν

ν−ν
ν =Γ

∂= + ζ ζ µ ζ
− ν ∂

∑∫ , (25) 

 ( ) ( )
,

0

1( ) (0) ! ( , ) ( ) ( )
!

n
n n

m m m n m mf w f n w B w a d
w

ν

−νν
ν =Γ

∂= + ζ ζ µ ζ
ν ∂

∑∫ . (26) 

Íàñë³äîê 3. Ïîêëàâøè â çîáðàæåíí³ (21) ïîñë³äîâíî 0w =  ³ 0z = , ìà-
òèìåìî 

 0,( ) (0) ( , ) ( ) ( )m m m m mf z f z A z b d
Γ

= + ζ ζ µ ζ∫ , (27) 

 0,( ) (0) ( , ) ( ) ( )m m m m mf w f w B w a d
Γ

= + ζ ζ µ ζ∫ , (28) 

çâ³äêè øëÿõîì äèôåðåíö³þâàííÿ n  ðàç³â îäåðæóºìî 

 ( )
0,( ) ( , ) ( ) ( )

n
n

m m m mn
f z zA z b d

zΓ

∂= ζ ζ µ ζ
∂∫ [ ] , (29) 

 ( )
0,( ) ( , ) ( ) ( )

n
n

m m m mn
f w wB w a d

wΓ

∂= ζ ζ µ ζ
∂∫ [ ] . (30) 

Çàóâàæåííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ (1) ó 

âèãëÿä³ (16) ³ äëÿ ïîñë³äîâíîñòåé (2) ïîêëàäåìî 1,   ( ) k
k kp q z z= = ϕ = , 

( )w wψ = 
 . Òîä³ ç (11) ³ (12) îäåðæóºìî (23). 

Çàóâàæåííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä (15) ³ ï³äñòàâèìî â íüîãî 
çàì³ñòü êîåô³ö³ºíò³â çîáðàæåííÿ (16) ïðè 0=  äëÿ ðÿäó çà çì³ííîþ z  ³ 
ïðè 0k =  – äëÿ ðÿäó çà çì³ííîþ w . Òîä³ çà óìîâ ïî÷ëåííîãî ï³äñóìî-
âóâàííÿ ðÿäó ³íòåãðàë³â ³ ç óðàõóâàííÿì (17) ³ (18) îäåðæóºìî â³äïîâ³äíî 
³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ (27) ³ (28). 

Çàóâàæåííÿ 3. Ðîçãëÿíåìî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ (24)–(30). Ïîêëà-
äàºìî w z=  òà ïðèð³âíþºìî â³äïîâ³äí³ ôóíêö³¿ ÷è ïîõ³äí³ â ë³âèõ ÷àñòèíàõ. 
Òîä³ îäåðæóºìî ð³âíîñò³ ³íòåãðàë³â ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ. Â³äí³ìàºìî îäíó ç 
ôîðìóë â³ä ³íøî¿; îäåðæóºìî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ð³çíèöü çíà÷åíü 
ôóíêö³é ÷è ð³çíèöü çíà÷åíü ïîõ³äíèõ, à òàêîæ ð³çíèöü çíà÷åíü ôóíêö³é òà 
¿õí³õ ïîõ³äíèõ; ï³ñëÿ âèä³ëåííÿ ìíîæíèêà z w−  ó ïðàâèõ ÷àñòèíàõ äåÿê³ ç 
îäåðæàíèõ çîáðàæåíü ìîæóòü ïåðåòâîðèòèñÿ ó çîáðàæåííÿ (20) ÷è (21). 

Çàñòîñóºìî äîâåäåíó òåîðåìó äî ïîáóäîâè ³íòåãðàëüíîãî çîáðàæåííÿ 
(14). ²íòåãðàë òèïó Êîø³ çîáðàçèìî ñòåïåíåâèì ðÿäîì âèãëÿäó (15) ó êðóç³ 

0 0( ) : ,  0 ,  rK z z z z r r z= − < > ∉ Γ{ } , ðàä³óñ ÿêîãî íå ïåðåâèùóº â³äñòàí³ 

äî íàéáëèæ÷î¿ òî÷êè ë³í³¿ Γ . Ó çîáðàæåíí³ (13) ïîêëàäåìî 0n = , éîãî ÿäðî 
ðîçêëàäåìî â ñòåïåíåâèé ðÿä, ÿêèé ïî÷ëåííî ç³íòåãðóºìî. Êîåô³ö³ºíòè 
îòðèìàíîãî ðÿäó ìîæíà çîáðàçèòè ó âèãëÿä³ (16), ó ÿêîìó 

 , , 2
0 0 0

( )1 1 1( ) ,  ( ) ,   ( )
2( ) ( ) ( )

m
k m m mk

a b d d
iz z z

ϕ ζ
ζ = ζ = µ ζ = ⋅ ζ

πζ − ζ − ζ −  . 

Òâ³ðí³ ôóíêö³¿ (17) ³ (18) â³äïîâ³äíî íàáóäóòü âèãëÿäó 

 0 0( , ) ,       ( , )m m

z z
A z B w

z w

ζ − ζ −
ζ = ζ =

ζ − ζ −
. 



71 

Ï³äñòàâèâøè ¿õí³ ÷àñòèíí³ ïîõ³äí³ çà z  ³ çà w  ó çîáðàæåííÿ (20), îäåðæó-
ºìî çîáðàæåííÿ (14). Ìåòîäîì ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ïðîäîâæóºìî éîãî ç êðóãà 

( )rK z  íà îäíîçâ’ÿçíó îáëàñòü, ÿêà íå ì³ñòèòü òî÷îê ë³í³¿ Γ . 
²íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçä³ëåíî¿ ð³çíèö³ ïîõ³äíî¿ â³ä àíàë³òè÷íî¿ ó 

êðóç³ ôóíêö³¿ ìîæíà âñòàíîâèòè òàêîæ ó âèãëÿä³ ôîðìóëè (21), çàñòîñî-
âóþ÷è ñïîñ³á ¿¿ äîâåäåííÿ äëÿ ñàìî¿ ôóíêö³¿. 

Òåîðåìà 2. Íåõàé çàäàíî ïîäâ³éíó ïîñë³äîâí³ñòü ( )
0

( )n
mf z

∞{ }  àíàë³òè÷-

íèõ ó êðóãàõ ( ) :
mr mK z z z r= <{ }  ôóíêö³é 

 ( ) ( ) 1
,

0

( 1) !
( ) (0)

( 1) !
n n

m m n m
n

f z f s z
∞

ν +
ν +

ν =

ν + += +
ν +∑ , (31) 

ïîñë³äîâí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ñòåïåíåâèõ ðÿä³â ÿêèõ ìàº ïðèíàéìí³ îäíå 
óçàãàëüíåíå ìîìåíòíå çîáðàæåííÿ âèãëÿäó 

 , , , , , ,
( 1) !

( ) ( ) ( )
( 1) ! k n m k m n m n m n

k n
s a b d

k + +
Γ

+ + + ⋅ = ζ ζ µ ζ
+ + ∫ 



 (32) 

íà øóêàí³é ìíîæèí³ Γ ⊂   ç ì³ðîþ , ( )m ndµ ζ  íà í³é ³ øóêàíèìè ïîñë³äîâ-

íîñòÿìè , , 0
( )k m na

∞ζ{ }  ³ , , 0
( )m nb

∞ζ{ }  ç ïðîñòîðó 2 ,; ( )m nL dΓ µ ζ( ) . Íåõàé  

 , , ,
0

( ; ) ( ) k
m n k m n

k

A z a z
∞

=

ζ = ζ∑ , (33) 

 , , ,
0

( ; ) ( )m n m nB w b w
∞

=

ζ = ζ∑ 



 (34) 

³ îáèäâà ðÿäè º çá³æíèìè ïðè êîæíîìó ζ ∈ Γ  â³äïîâ³äíî â êðóãàõ 

( ) :
mp mK z z z p= <{ }  ³ ( ) :

mq mK w w w q= <{ } , ïðè÷îìó ¿õí³é äîáóòîê 

ìîæíà ïî÷ëåííî ³íòåãðóâàòè íà ìíîæèí³ Γ  ç ì³ðîþ , ( )m ndµ ζ . Íåõàé  

 ( ) : min ( , )
m m m mK z z z r pρ = < ρ ={ } , 

 ( ) : min ( , )
m m m mK w w w r qσ = < σ ={ } . 

Òîä³ â ïðÿìîìó äîáóòêó êðóã³â ( )
m

K zρ  ³ ( )
m

K wσ  äëÿ z w≠  ìàºìî 

 
( ) ( )

, , ,

( ) ( )
( , ) ( , ) ( )

n n
m m

m n m n m n

f z f w
A z B w d

z w
Γ

−
= ζ ζ µ ζ

− ∫ . (35) 

Íàñë³äîê 1. ßêùî â çîáðàæåíí³ (35) ìîæíà ïåðåõîäèòè äî ãðàíèö³ ï³ä 
çíàêîì ³íòåãðàëà ïðè w z→ , òî 

 ( 1)
, , ,( ) ( , ) ( , ) ( )n

m m n m n m nf z A z B z d+

Γ

= ζ ζ µ ζ∫ . (36) 

Íàñë³äîê 2. Ïîêëàâøè â çîáðàæåíí³ (35) ïîñë³äîâíî 0w =  ³ 0z = , 
îäåðæèìî 

 ( ) ( )
, 0, , ,( ) (0) ( , ) ( ) ( )n n

m m m n m n m nf z f z A z b d
Γ

= + ζ ζ µ ζ∫ , (37) 

 ( ) ( )
, 0, , ,( ) (0) ( , ) ( ) ( )n n

m m m n m n m nf w f w B w a d
Γ

= + ζ ζ µ ζ∫ . (38) 
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Çàóâàæåííÿ 1. Ðîçãëÿíåìî ñòåïåíåâèé ðÿä (31) ³ ï³äñòàâèìî â íüîãî çà-
ì³ñòü êîåô³ö³ºíò³â çîáðàæåííÿ (32) äëÿ ðÿäó çà çì³ííîþ z  ïðè 0=  ³ äëÿ 
ðÿäó çà çì³ííîþ w  – ïðè 0k = . Òîä³ çà óìîâ ïî÷ëåííîãî ï³äñóìîâóâàííÿ 
ðÿäó ³íòåãðàë³â ³ ç óðàõóâàííÿì (33) ³ (34) â³äïîâ³äíî îäåðæóºìî ³íòåãðàëüí³ 
çîáðàæåííÿ (37) ³ (38). 

Çàóâàæåííÿ 2. Ðîçãëÿíåìî ôîðìóëè (36)–(38) ³, â³äí³ìÿâøè îäíó ç íèõ 
â³ä ³íøî¿, îäåðæèìî ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ ð³çíèöü çíà÷åíü ïîõ³äíèõ; 
ÿêùî â ïðàâ³é ÷àñòèí³ âèä³ëèòüñÿ ìíîæíèê z w− , òî îäåðæèìî ³íòåãðàëüíå 
çîáðàæåííÿ ðîçä³ëåíî¿ ð³çíèö³ ïîõ³äíî¿. 

Îäåðæàí³ ³íòåãðàëüí³ çîáðàæåííÿ àíàë³òè÷íèõ â êðóç³ ôóíêö³é ³ ðîçä³-
ëåíèõ ð³çíèöü ¿õí³õ ïîõ³äíèõ ó âèïàäêó ïåðåòèíó êðóãà çá³æíîñò³ ðÿäó ç 
ìíîæèíîþ çá³æíîñò³ ³íòåãðàëà àíàë³òè÷íî ïðîäîâæóþòü çîáðàæóâàí³ ôóíê-
ö³¿ íà òó ÷àñòèíó ìíîæèíè çá³æíîñò³ ³íòåãðàëà, ÿêà ðîçì³ùåíà ïîçà êðóãîì 
çá³æíîñò³ ðÿäó. 
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МЕТОД МОМЕНТОВ ПРЕДСТАВЛЕНИЯ ФУНКЦИИ РЯДОМ И ИНТЕГРАЛОМ 
 
Ââåäåíû îáîáùåííûå ìîìåíòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ äâîéíûõ ÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé. Íà îñíîâàíèè ýòèõ ïðåäñòàâëåíèé ïîëó÷åíû èíòåãðàëüíûå ïðåäñòàâëå-
íèÿ ñóìì ðÿäîâ è ðàçëîæåíèÿ â ðÿäû çíà÷åíèé èíòåãðàëîâ, à òàêæå èíòåãðàëü-
íûå ïðåäñòàâëåíèÿ ðàçäåëåííûõ ðàçíîñòåé àíàëèòè÷åñêèõ â êðóãå ôóíêöèé. 
 
METHOD OF MOMENTS FOR FUNCTION REPRESENTATION BY SERIES AND INTEGRAL 
 
The generalized moment representations of double numerical sequences are introduced. 
On the base of moments proposed the integral representations are obtained for the series 
sums and representations by integral value series, and, besides, the integral representa-
tions of divided differences of circle-analytical functions. 
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