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ПРО ДЕЯКІ ОБЛАСТІ ЗБІЖНОСТІ БАГАТОВИМІРНОГО J -ДРОБУ 
 

Äîñë³äæåíî çá³æí³ñòü áàãàòîâèì³ðíîãî J -äðîáó ç êîìïëåêñíèìè ÷àñòèííèìè 
÷èñåëüíèêàìè ³ çíàìåííèêàìè òà ä³éñíèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè â 

äåÿêèõ îáëàñòÿõ ïðîñòîðó N . 
 

Ôóíêö³îíàëüí³ íåïåðåðâí³ äðîáè ( g -äðîáè, J -äðîáè, C -äðîáè) âèêî-
ðèñòîâóþòü ïðè äîñë³äæåíí³ ãîëîìîðôíèõ ³ ìåðîìîðôíèõ ôóíêö³é [3, 4]. 
Ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ äðîáè (ÃËÄ) º áàãàòîâèì³ðíèì óçàãàëüíåííÿì íåïåðåðâ-
íèõ äðîá³â [2]. 

ÃËÄ âèãëÿäó  
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, (1) 

äå 1 2 1 2( , , , ) ,   ,   ( ) , , ,N
N kz z z N i k i i i= ∈ ∈ =z   , – ìóëüòè³íäåêñ; ( )i ka , 

( ) ,  1 ,  1 ,  1i k pb i N p k k≤ ≤ ≤ ≤ ≥ , – êîìïëåêñí³ ñòàë³, ïðè÷îìó âñ³ ( ) 0i ka ≠ , 

íàçèâàþòü áàãàòîâèì³ðíèì J -äðîáîì. 
ßêùî ³ñíóº ä³éñíà ñòàëà 0M >  òàêà, ùî  

 ( ) ( ),    ,   1 ,   1 ,   1
1 2 1 2

i k i k p
M Ma b i N p k k

N N
≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥

+ +
, 

òî ÃËÄ (1) íàçèâàþòü îáìåæåíèì, à ÿêùî âñ³ êîåô³ö³ºíòè ( )i ka  ³ ( )i kb  – 

ä³éñí³ ÷èñëà, òî ÃËÄ (1) íàçèâàþòü ä³éñíèì. 
Êàæóòü, ùî ÃËÄ çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî ³ñíóº ñê³í÷åííà ãðàíèöÿ ïîñë³äîâ-

íîñò³ éîãî ï³äõ³äíèõ äðîá³â. 
Äëÿ îáìåæåíèõ ³ ä³éñíèõ áàãàòîâèì³ðíèõ J-äðîá³â âèãëÿäó (1) âèâ÷åíî 

âëàñòèâîñò³ òà âñòàíîâëåíî îçíàêè çá³æíîñò³ [2]. Ìåòîþ ö³º¿ ðîáîòè º 
äîñë³äæåííÿ çá³æíîñò³ ÃËÄ (1) ç êîìïëåêñíèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè ³ 
çíàìåííèêàìè òà ä³éñíèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè â äåÿêèõ îáëàñòÿõ 

ïðîñòîðó N . 
Íàâåäåìî ïîòð³áí³ äëÿ äîñë³äæåííÿ çá³æíîñò³ áàãàòîâèì³ðíîãî J -äðîáó 

òåîðåìè. 

Òåîðåìà 1 [1]. Íåõàé ³ñíóþòü äîäàòí³ ñòàë³ ,  ,  1,  
2(1 )

πδ ψ δ < ψ <
+ δ

, 

òàê³, ùî äëÿ âñ³õ ìîæëèâèõ ìóëüòè³íäåêñ³â åëåìåíòè ÃËÄ 
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ψ −∑ , 

 1 ,      1 ,      1pi N p k k≤ ≤ ≤ ≤ ≥ , 

äå 0 ( ) ( )0;   ,   i k i ki p= ψ  – äåÿê³ ä³éñí³ ÷èñëà òàê³, ùî ( ) ,  1i k pi Nψ ≤ ψ ≤ ≤ , 

 0 ( ) ( )1 ,    0;    0,   0 (1 ) cos ,   1 ,   1i k i k pp k k p p i N p k≤ ≤ ≥ ≥ ≤ ≤ − δ ψ ≤ ≤ ≤ ≤ , 

1k ≥ .  
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 Òîä³ 

(³) çíà÷åííÿ âñ³õ ï³äõ³äíèõ äðîá³â ÃËÄ (2) ñê³í÷åíí³ é ðîçì³ùåí³ ó 
ï³âïëîùèí³  

 0
0 0:  Re ( ) 1iV w we p− ψ= ≥ −{ } ; 

(³³) ³ñíóþòü ñê³í÷åíí³ ãðàíèö³ ïîñë³äîâíîñòåé ïàðíèõ 2nf{ }  ³ íåïàð-

íèõ 2 1nf −{ }  ï³äõ³äíèõ äðîá³â ÃËÄ (2); 

(³³³)  ÃËÄ (2) çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 
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Òåîðåìà 2 [2]. Íåõàé ( ),   ,   ,   1N
nF f D D n= ∈ ⊂ ≥z z{ }  – ïîñë³-

äîâí³ñòü ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é â îáëàñò³ ,D  ð³âíîì³ðíî îáìåæåíèõ âñåðå-
äèí³ .D  

ßêùî ïîñë³äîâí³ñèòü ( )nf z{ }  çá³ãàºòüñÿ ó êîæí³é òî÷ö³ ìíîæèíè 

D∆ ⊂ , ÿêà º 2N -âèì³ðíèì îêîëîì, N -âèì³ðíèì ä³éñíèì îêîëîì àáî 
N− âèì³ðíèì êîìïëåêñíèì îêîëîì òî÷êè 0z D∈ , òî ( )nf z{ }  çá³ãàºòüñÿ 

ð³âíîì³ðíî íà êîæí³é êîìïàêòí³é ï³äìíîæèí³ ìíîæèíè D  äî ãîëîìîðô-
íî¿ ôóíêö³¿ â .D  

Íåõàé  
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– n -é ï³äõ³äíèé äð³á áàãàòîâèì³ðíîãî J -äðîáó (1). 

Ñïðàâäæóºòüñÿ íàñòóïíà òåîðåìà. 

Òåîðåìà 3. Íåõàé äëÿ åëåìåíò³â áàãàòîâèì³ðíîãî J -äðîáó (1) âèêîíó-
þòüñÿ òàê³ óìîâè: 

(à) ( ) ( ) ( ),       0,     1 ,    1 ,    1i k i k i k pb id d i N p k k= ≥ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ ; 

(á) ( )i ka  – íåíóëüîâ³ êîìïëåêñí³ ñòàë³, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü íåð³âíîñò³ 
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 01 ,      1 ,    1,    0pi N p k k i≤ ≤ ≤ ≤ ≥ = , (3) 

äå 00 1;  1,  ,  1n n N< δ < = ≤ ≤  , – äåÿê³ äîäàòí³ ÷èñëà, à ( )i kg{ }  – ïîñë³-

äîâí³ñòü ä³éñíèõ ÷èñåë òàêèõ, ùî 

 0 ( )0,     0 1 ,     1 ,    1 ,    1i k pg g i N p k k≥ ≤ ≤ − δ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ . (4) 

Òîä³ 
 (³) ïîñë³äîâíîñò³ ïàðíèõ 2 ( )nf z{ }  ³ íåïàðíèõ 2 1( )nf − z{ }  ï³äõ³äíèõ 

äðîá³â ÃËÄ (1) çá³ãàþòüñÿ äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é â îáëàñò³ 

 1 2( , , , , , ) :
cos arg ( )

n
N n
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P d d iz
d iz

δ = − > −
z
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   , 

 arg ( ) ,     1
2(1 )nd iz n N

π− < ≤ ≤ + δ 
, (5) 
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inf i k
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d d= , ïðè÷îìó çá³æí³ñòü áóäå ð³âíîì³ðíîþ íà êîæí³é êîìïàêò-

í³é ï³äìíîæèí³ îáëàñò³ 1 2( , , , , , )NP d δ   ; 

 (³³) ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ äî ôóíêö³¿, ãîëîìîðôíî¿ â 1 2( , , , , , )NP d δ   , 
ÿêùî 
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J -äð³á (1) çâåäåìî äî âèãëÿäó 
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äå 1 ,  1 ,  1pi N p k k≤ ≤ ≤ ≤ ≥ . Òîä³ äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèíäåêñó ( ),i k  

1 ,  1 ,  1pi N p k k≤ ≤ ≤ ≤ ≥ , ³ç óìîâ (3) îòðèìóºìî 
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. (7) 

Íà ï³äñòàâ³ óìîâ (4) ìàºìî 

 0 ( ) ( )0,    0 (1 ) cos ,    1 ,   1 ,   1i k i k pp p i N p k k≥ ≤ ≤ − δ α ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ . (8) 

Òîìó äëÿ êîæíîãî 1 2( , , , , , )NP d∈ δz     ³ äëÿ áóäü-ÿêîãî ìóëüòèíäåêñó 

( ),  1 ,  1 ,  1pi k i N p k k≤ ≤ ≤ ≤ ≥ , îòðèìóºìî 

 ( ) ( )
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1 cos arg( ) cosk k

k
k k

i i
i k i n i k

i k i i

r d iz
d iz d iz

= ≤ < + − ≤ α
− −

( )
 

 . (9) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ (9), íåð³âí³ñòü (7) çàïèøåìî ó 
âèãëÿä³ 
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Îòæå, êîìïîíåíòè ÃËÄ (6) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè òåîðåìè 1 òîä³ é ëèøå 
òîä³, êîëè 1 2( , , , , , )NP d∈ δz    . 

²ç òâåðäæåííÿ (³³) òåîðåìè 1 âèïëèâàº, ùî ïîñë³äîâíîñò³ ïàðíèõ ³ íå-
ïàðíèõ ï³äõ³äíèõ äðîá³â ÃËÄ (6) çá³ãàþòüñÿ äî ñê³í÷åííèõ çíà÷åíü äëÿ âñ³õ 

1 2( , , , , , )NP d∈ δz    , ³, êð³ì òîãî, ç òâåðäæåííÿ (³) ö³º¿ òåîðåìè çàêëþ-
÷àºìî, ùî çíà÷åííÿ âñ³õ ÃËÄ 
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ðîçì³ùåí³ ó â³äïîâ³äíèõ ï³âïëîùèíàõ 

 (1)
(1) (1) (1) (1) 1( , ) :  Re ( ) 1 ,    1ii

i i i iV p w we p i N
− αα = ≥ − ≤ ≤{ } . 

²ç íåð³âíîñòåé (8) âèïëèâàº, ùî â îáëàñò³ 1 2( , , , , , )NP d δ    âñ³ ( )
(1) ( ) 0.n

iQ ≠z  

Î÷åâèäíî, ùî 
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– ãîëîìîðôí³ ôóíêö³¿ â îáëàñò³ (5). 

Íåõàé 
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2(1 )i id iz πα ≤ − <

+ δ
, 

11 ,i N≤ ≤  òî ç óìîâ (8) ³ (9) ïðè 1n ≥  ìàºìî 
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2(1 )

1 (1 ) cos
2(1 )

CN M

π
+ δ< =

π− − δ
+ δ

, 

òîáòî ïîñë³äîâí³ñòü ( )nf z{ }  ð³âíîì³ðíî îáìåæåíà âñåðåäèí³ îáëàñò³ 

1 2( , , , , , )NP d δ   . ²ç òåîðåìè 2 âèïëèâàº, ùî ïîñë³äîâíîñò³ ïàðíèõ ³ 
íåïàðíèõ ï³äõ³äíèõ äðîá³â ÃËÄ (6) ð³âíîì³ðíî çá³ãàþòüñÿ äî ãîëîìîðôíèõ 
ôóíêö³é íà êîæí³é êîìïàêòí³é ï³äìíîæèí³ îáëàñò³ (5). Òâåðäæåííÿ (³³) 
îòðèìóºìî ³ç òâåðäæåííÿ (³³³) òåîðåìè 1 ³ òåîðåìè 2. 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Íàñòóïíà òåîðåìà ñòîñóºòüñÿ îáëàñò³ çá³æíîñò³ áàãàòîâèì³ðíîãî J -äðî-
áó ç ä³éñíèìè ÷àñòèííèìè ÷èñåëüíèêàìè. 

Òåîðåìà 4. Íåõàé áàãàòîâèì³ðíèé J -äð³á (1) òàêèé, ùî ( ) ( ) ,i k i kb id=  

( ) 0,  1 ,  1 ,  1i k pd i N p k k≥ ≤ ≤ ≤ ≤ ≥ , à âñ³ ( )i ka  – äîäàòí³ ä³éñí³ ñòàë³.  

Òîä³ 

 (³) ïîñë³äîâíîñò³ ïàðíèõ 2 ( )nf z{ }  ³ íåïàðíèõ 2 1( )nf − z{ }  ï³äõ³äíèõ 

äðîá³â ÃËÄ (1) çá³ãàþòüñÿ äî ãîëîìîðôíèõ ôóíêö³é â îáëàñò³ 

 ( , ) :  arg ( ) ,    1
2(1 )nR d d iz n N

 πδ = − < ≤ ≤ + δ 
z , 
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äå ( )
( )
inf ,  i k
i k

d d= δ  – äåÿêà ñòàëà, 0 1< δ < , ïðè÷îìó çá³æí³ñòü áóäå ð³âíî-

ì³ðíîþ íà êîæí³é êîìïàêòí³é ï³äìíîæèí³ îáëàñò³ ( , )R d δ ; 

 (³³) ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ äî ôóíêö³¿, ãîëîìîðôíî¿ â ( , ),R d δ  ÿêùî ³ñíóº 

ä³éñíà ñòàëà 0M >  òàêà, ùî ,  1nd iz M n N− ≥ ≤ ≤ , ³, êð³ì òîãî, 

 
1

2
( )

( )1

max i k
i kk

a
−∞

=

  = ∞ 
 ∑ . 

Ä î â å ä å í í ÿ. ßêùî âñ³ ( ) 0,i ka >  òî óìîâè (5) ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè 

êîæíîìó 0,  1n n N> ≤ ≤ . 

Íåõàé K  – äîâ³ëüíà êîìïàêòíà ï³äìíîæèíà îáëàñò³ ( , )R d δ . Òîä³ â³ðí³ 

òàê³ âêëþ÷åííÿ: 1 2( , , , , , ) ( , )NK P d R d⊂ δ ⊂ δ    äëÿ äåÿêèõ äîñèòü ìàëèõ 

0,  1n n N> ≤ ≤ . Òîìó òåîðåìà 2 º íàñë³äêîì òåîðåìè 1. 

Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 

Äîñë³äæåíî îáëàñò³ çá³æíîñò³ äëÿ áàãàòîâèì³ðíèõ J -äðîá³â, â³äì³íí³ â³ä 
â³äîìèõ ðàí³øå. Ïîä³áí³ ðåçóëüòàòè äëÿ íåïåðåðâíèõ J -äðîá³â íàì 
íåâ³äîì³. 
 
 1. Àíòîíîâà Ò. Ì. Áàãàòîâèì³ðíå óçàãàëüíåííÿ òåîðåìè ïðî ïàðàáîë³÷í³ îáëàñò³ 

çá³æíîñò³ íåïåðåðâíèõ äðîá³â // Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. – 1999. – 42, 
¹ 4. – Ñ. 7–12. 

 2. Áîäíàð Ä. È. Âåòâÿùèåñÿ öåïíûå äðîáè. – Êèåâ: Íàóê. äóìêà, 1986. – 176 ñ. 
 3. Äæîóíñ Ó., Òðîí Â. Íåïðåðûâíûå äðîáè. Àíàëèòè÷åñêàÿ òåîðèÿ è ïðèëîæåíèÿ. 

– Ì.: Ìèð, 1985. – 414 ñ. 
 4. Wall H. S. Analytic theory of continued fractions. – New York: Van Nostrand, 

1948. – 433 p. 
 
О НЕКОТОРЫХ ОБЛАСТЯХ СХОДИМОСТИ МНОГОМЕРНОЙ J -ДРОБИ 
 
Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü ìíîãîìåðíîé J -äðîáè ñ êîìïëåêñíûìè ÷àñòíûìè ÷èñëè-
òåëÿìè è çíàìåíàòåëÿìè è âåùåñòâåííûìè ÷àñòíûìè ÷èñëèòåëÿìè â íåêîòî-

ðûõ îáëàñòÿõ ïðîñòðàíñòâà N . 
 
ON SOME REGIONS OF CONVERGENCE OF MULTIDIMENSIONAL J -FRACTION 
 
We investigate the convergence of multidimensional J -fraction with complex partial 
numerators and denominators and real partial numerators in some regions of 

space N . 
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