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ОЦІНКА ШВИДКОСТІ ЗБІЖНОСТІ ЛАНЦЮГОВОГО ДРОБУ NÖRLUND’A 
 

Äîñë³äæåíî çá³æí³ñòü ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ ëàíöþãîâîãî äðîáó, â ÿêèé ðîçâè-

âàºòüñÿ â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ¥àóññà 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
. 

Âñòàíîâëåíî îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³.  
 
 Ã³ïåðãåîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ º îäíèì ç íàéâàæëèâ³øèõ êëàñ³â ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é ìàòåìàòè÷íî¿ ô³çèêè. Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ ã³ïåð-
ãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà 
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äå 0,  ,  ,  ;  0, 1, 2, ,  ( ) ( 1) ( 1),  ( ) 1ka b c z c k∈ ≠ − − α = α α + α + − α =  . 

Åôåêòèâíèì àïàðàòîì íàáëèæåííÿ ôóíêö³¿ (1) º ëàíöþãîâ³ äðîáè. Ðîç-
âèíåííÿ ó ëàíöþãîâ³ äðîáè áóëè ïîáóäîâàí³ äëÿ â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåò-

ðè÷íèõ ôóíêö³é 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
 Nörlund’îì [2] ³ 

( , ; ; )
( , 1; 1; )

F a b c z
F a b c z+ +

 ¥à-

óññîì [1].  

 Òåîðåìà Nörlund’à [2]. Â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ¥àóññà 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
 ðîçâèâàºòüñÿ ó ëàíöþãîâèé äð³á  
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( 1)( )k k
a k b k a b ka z z z b z z

c k c k c k
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+ − + +
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Äð³á (2) çá³ãàºòüñÿ â îáëàñò³ 1: Re
2

z z
 ∈ < 
 

 . 

Ëàíöþãîâèé äð³á çá³ãàºòüñÿ â øèðîêîìó ðîçóì³íí³, ÿêùî ³ñíóº ãðàíèöÿ 
ïîñë³äîâíîñò³ éîãî ï³äõ³äíèõ äðîá³â (ìîæëèâî, ð³âíà íåñê³í÷åííîñò³) ³ ó 
âóçüêîìó ðîçóì³íí³ – ÿêùî ³ñíóº ñê³í÷åííà ãðàíèöÿ ïîñë³äîâíîñò³ éîãî ï³ä-
õ³äíèõ äðîá³â.  

Ó òåîðåì³ Nörlund’à âñòàíîâëåíî çá³æí³ñòü ëàíöþãîâîãî äðîáó (2) ó 
øèðîêîìó ðîçóì³íí³. Ïðî çá³æí³ñòü ëàíöþãîâèõ äðîá³â, ó ÿê³ ðîçâèâàþòüñÿ 
â³äíîøåííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ôóíêö³é ¥àóññà ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ 
ãîâîðèòüñÿ ëèøå òå, ùî òàê³ äðîáè çá³ãàþòüñÿ â äåÿêîìó îêîë³ ïî÷àòêó 
êîîðäèíàò [1], ðàä³óñ ÿêîãî íå óòî÷íþºòüñÿ. Àêòóàëüíîþ º çàäà÷à âñòà-
íîâëåííÿ îáëàñò³ çá³æíîñò³ ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ ëàíöþãîâîãî äðîáó (2) òà 
âñòàíîâëåííÿ îö³íîê ïîõèáîê àïðîêñèìàö³é ï³äõ³äíèìè äðîáàìè öüîãî äðîáó. 

Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ïîáóäîâàíî äåÿêó íåîáìåæåíó îáëàñòü, ó ÿê³é 
ëàíöþãîâèé äð³á Nörlund’à çá³ãàºòüñÿ ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³, à òàêîæ âñòà-
íîâëåíî îö³íêó øâèäêîñò³ éîãî çá³æíîñò³. 

Òåîðåìà. Íåõàé ïàðàìåòðè ã³ïåðãåîìåòðè÷íî¿ ôóíêö³¿ ¥àóññà çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè  

 1,  ,  ,          
2

a ba b c c+
+ +∈ > . 
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Òîä³ ëàíöþãîâèé äð³á (2) çá³ãàºòüñÿ ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ äî ôóíêö³¿  
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â îáëàñò³  

 1: Re 1
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D z z z z
 = ∈ − ≥ − 
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 . (5) 

Äëÿ 

 z D P B∈ =  ,  

 1: Re 1 ,  : 0
2

P z z z z B z z M
 = ∈ − ε − ≥ − = ∈ < ≤ 
 

 { } , (6) 

äå ,  Mε  – äåÿê³ ä³éñí³ äîäàòí³ ÷èñëà, ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà øâèäêîñò³ 
çá³æíîñò³  
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 2,3,n =  , (7) 

äå ( )nf z  – n -íà àïðîêñèìàíòà ëàíöþãîâîãî äðîáó (2),  

 ( 1),        ( 1)
1 1k k

a k b kR M M R M M
c k c k

+ +′ ′′= + = +
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 2 1
k

a b k
c k

+ + +δ = ε
+

. 

Ä î â å ä å í í ÿ. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíàêó çá³æíîñò³ Ïð³í´ñãåéìà [2] òà 
åêâ³âàëåíòí³ ïåðåòâîðåííÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó [3], ìîæíà äîâåñòè, ùî äð³á 
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çá³ãàºòüñÿ ó âóçüêîìó ðîçóì³íí³ â äåÿê³é îáëàñò³ G , ÿêùî ³ñíóþòü òàê³ äî-

äàòí³ ôóíêö³¿ ( ),  ,  0,kg z z G k∈ = ∞ , ùî äëÿ êîæíîãî ,  z z G∈ , âèêîíóþòüñÿ 

íåð³âíîñò³ 
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≥ + = ∞ . (8) 

Ïîêàæåìî, ùî â îáëàñò³ (5) äëÿ ëàíöþãîâîãî äðîáó (2) âèêîíóþòüñÿ 
óìîâè (8), ÿêùî ( )kg z  âèáðàòè íàñòóïíèì ÷èíîì: 

 ( ) 1 ,         1,k
a kg z z z k
c k

+= − = ∞
+

. (9) 

Çã³äíî ç ôîðìóëàìè (3) ³ (9) íåð³âíîñò³ (8) ìîæåìî çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 2 11 1a b k a kz z z
c k c k

+ + + +− ≥ − +
+ +

 

 
1( 1)( 1) 1(1 ) 1

( )( 1) 1
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−+ + + + + + + ⋅ − ⋅ − + + + + + 
, 

 1,k = ∞ .  (10) 

Íåð³âí³ñòü (10) ï³ñëÿ äåÿêèõ ñïðîùåíü íàáóäå âèãëÿäó 
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Îñê³ëüêè 

 1Re Re
2 1 2 1 2

c k c kz z z
a b k a b k

+ +− ≥ − ≥ −
+ + + + + +

, 

òî íåð³âí³ñòü (8) âèêîíóºòüñÿ â îáëàñò³ (5). Îòæå, äð³á (2) çá³ãàºòüñÿ ó âóçü-
êîìó ðîçóì³íí³ äëÿ êîæíîãî ,  z z D∈ . 

Âñòàíîâèìî îö³íêó øâèäêîñò³ çá³æíîñò³ ëàíöþãîâîãî äðîáó (2) â îáëàñò³ 
(6). Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äð³á  
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Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ: 
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äå 0, ,  0, 1n p n= ∞ = − . Ìåòîäîì ìàòåìàòè÷íî¿ ³íäóêö³¿ çà k  ëåãêî ïîêà-
çàòè, ùî 
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k kQ z Q z n k n≥ = ∞ = − . 

Îö³íèìî ð³çíèöþ ì³æ ñóñ³äí³ìè ï³äõ³äíèìè äðîáàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó (2): 
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äå ( ),  ( )n nf z f z  – ï³äõ³äí³ äðîáè ëàíöþãîâèõ äðîá³â (2), (12) â³äïîâ³äíî. 

Ðîçãëÿíåìî ëàíöþãîâèé äð³á âèãëÿäó 
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+
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( )( )i kg z  âèçíà÷åí³ çã³äíî ç (9). 

Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ ïàðíî¿ ÷àñòèíè ëàíöþãîâîãî äðîáó [3] òà 
åêâ³âàëåíòíèõ ïåðåòâîðåíü, ìîæíà ïåðåâ³ðèòè, ùî äð³á (12) º ïàðíîþ ÷àñ-

òèíîþ ëàíöþãîâîãî äðîáó (13). Çã³äíî ç óìîâàìè (8) â îáëàñò³ D  ëàíöþãîâèé 
äð³á (13) º äðîáîì ç äîäàòíèìè åëåìåíòàìè. Éîãî ï³äõ³äí³ äðîáè ìàþòü 
âëàñòèâ³ñòü âèëêè [3] ³ òîìó äëÿ n m>  çàïèøåìî 
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 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )n m m mf z f z f z f z−− ≤ −    , 

äå ( )nf z  – ï³äõ³äí³ äðîáè ëàíöþãîâîãî äðîáó (13). 

Îö³íèìî ð³çíèöþ ì³æ ñóñ³äí³ìè ï³äõ³äíèìè äðîáàìè ëàíöþãîâîãî äðîáó 
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 ( ) ( )

1

( )
( ) ( ),     ( ) ( ) ,    0, ,    0, 1

( )
D
n

n n k
n n p p

k p
k

a z
Q z b z Q z b z n p n

b z= +
= = + = ∞ = −

  
 .  

Òîä³ 

 1( )
( )

1

( )
( ) ( )

( )

pn
p p n

p

a z
Q z b z

Q z

+

+

= +
 
 . (15) 

Âðàõîâóþ÷è ôîðìóëó 

 

2

1
2 2 1 2 1 2

(2 1) (2 )

1 1

( )

( ) ( )

( ) ( )

m

k
k

m m m m
m m

k k
k k

a z

f z f z

Q z Q z

=
− −

−

= =

− =
∏

∏ ∏


 

 
, (16) 

îö³íèìî øâèäê³ñòü çá³æíîñò³ äðîáó (13) â îáëàñò³ D . ßêùî âèêîíóºòüñÿ íå-

ð³âí³ñòü 1 Re 1
2

z z z− ε − ≥ − , òî çã³äíî ç óìîâîþ 1
2

a bc + +> , ÿêà íà-

êëàäåíà íà ïàðàìåòðè ôóíêö³¿ (1), âèêîíóºòüñÿ íåð³âí³ñòü  
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Îòæå, â îáëàñò³ D  êîåô³ö³ºíòè äðîáó (13) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (18), äå 

( )( )i kg z  âèçíà÷åí³ ôîðìóëîþ (9). 
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Íà ï³äñòàâ³ íåð³âíîñò³ (18) çàïèøåìî 
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à òàêîæ íåð³âíîñò³ (19) ³ (20), îòðèìóºìî îö³íêó çâåðõó äëÿ ð³çíèö³ àïðîê-

ñèìàíò 2 2( ) ( )n mf z f z−  : 

 2 2 2 2 1( ) ( ) ( ) ( )n m m mf z f z f z f z−− ≤ − ≤     
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. 

Âðàõîâóþ÷è, ùî  

 1 1 2 2 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )n n n n n nf z f z f z f z f z f z− − −− ≤ − ≤ −    

³ ïåðåõîäÿ÷è â íåð³âíîñò³ (21) äî ãðàíèö³ ïðè n → ∞ , îòðèìóºìî îö³íêó (7). ◊ 

Ç îö³íêè (7) âèïëèâàº ð³âíîì³ðíà çá³æí³ñòü ï³äõ³äíèõ äðîá³â ëàíöþãîâî-

ãî äðîáó (2) íà êîìïàêòàõ îáëàñò³ D . Âðàõîâóþ÷è, ùî â îêîë³ òî÷êè 0z =  

äð³á (2) çá³ãàºòüñÿ äî ôóíêö³¿ 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
, òåîðåìó ïðî ºäèí³ñòü ³ 

ïðèíöèï àíàë³òè÷íîãî ïðîäîâæåííÿ, äîõîäèìî âèñíîâêó, ùî ëàíöþãîâèé 

äð³á (2) çá³ãàºòüñÿ äî ôóíêö³¿ 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
 â îáëàñò³ D . 
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ОЦЕНКА СКОРОСТИ СХОДИМОСТИ НЕПРЕРЫВНОЙ ДРОБИ NÖRLUND ’A 
 
Èññëåäîâàíà â óçêîì ñìûñëå ñõîäèìîñòü íåïðåðûâíîé äðîáè, â êîòîðóþ ðàçëàãà-

åòñÿ îòíîøåíèå ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé Ãàóññà 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
. Óñòà-

íîâëåíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè. 
 
ESTIMATION OF SPEED OF CONVERGENCE OF NÖRLUND CONTINUED FRACTION 
 
The convergence (in the restricted sense) for continued fraction, being the expansion of 

Gauss hypergeometric functions ratio, 
( , ; ; )

( 1, 1; 1; )
F a b c z

F a b c z+ + +
 is investigated. The estima-

tion of speed of convergence is obtained. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 01.12.02 


