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ЗБІЖНІСТЬ ГІЛЛЯСТИХ ЛАНЦЮГОВИХ ДРОБІВ З КОМПЛЕКСНИМИ 
ЕЛЕМЕНТАМИ ТА ЇХ ПАРНИХ ЧАСТИН 
 

Äîâåäåíî îçíàêè çá³æíîñò³ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ äðîá³â ³ ¿õ ïàðíèõ ÷àñòèí. 
Äîñë³äæåíî çá³æí³ñòü îäíîãî êëàñó ôóíêö³îíàëüíèõ ã³ëëÿñòèõ ëàíöþãîâèõ 
äðîá³â. Âñòàíîâëåíî áàãàòîâèì³ðíèé àíàëîã òåîðåìè Äæîóíñà – Òðîíà ïðî 
ïàðí³ ìíîæèíè çá³æíîñò³ íåïåðåðâíèõ äðîá³â. 

 
Îá’ºêòîì äîñë³äæåííÿ º ã³ëëÿñòèé ëàíöþãîâèé äð³á (ÃËÄ) âèãëÿäó 
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 Ïàðíîþ (íåïàðíîþ) ÷àñòèíîþ ÃËÄ (1) ââàæàòèìåìî ïîñë³äîâí³ñòü 2kf{ }  

2 1 ,  0,1,2,kf k+ = ({ }) . Ïàðíà (íåïàðíà) ÷àñòèíà ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ, ÿêùî 
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÷àñòèíà ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ àáñîëþòíî, ÿêùî çá³ãàºòüñÿ ðÿä 

 2 2 2 2 1 2 1
1 1

       k k k k
k k

f f f f
∞ ∞

− + −
= =

 − − 
 ∑ ∑ .  

 Â³äîìî, ùî ïàðíà òà íåïàðíà ÷àñòèíè ÃËÄ âèãëÿäó (1) ç äîäàòíèìè 
åëåìåíòàìè çá³ãàþòüñÿ çàâæäè. Óìîâè çá³æíîñò³ ïàðíî¿ ³ íåïàðíî¿ ÷àñòèí 
ÃËÄ ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè âñòàíîâëåíî ó áàãàòîâèì³ðíîìó àíàëîç³ 
òåîðåìè Âàí Ôëåêà [3, òåîðåìà 3.13], áàãàòîâèì³ðíèõ àíàëîãàõ ïàðàáîë³÷íèõ 
òåîðåì [3, òåîðåìè 3.22, 3.23; 1]. Äîñë³äæåíî ïèòàííÿ ïðî àáñîëþòíó çá³æ-
í³ñòü ïàðíî¿ ³ íåïàðíî¿ ÷àñòèí ÃËÄ ñïåö³àëüíîãî âèãëÿäó [3, òåîðåìà 4.28]. 
Ïðè öüîìó âñ³ åëåìåíòè äîñë³äæóâàíèõ ÃËÄ çàäîâîëüíÿëè îäíîòèïí³ óìîâè. 
Âëàñòèâîñò³ ï³äïîñë³äîâíîñòåé àïðîêñèìàíò ÃËÄ ç åëåìåíòàìè, ùî çàäî-
âîëüíÿþòü ð³çíîòèïí³ óìîâè íà ïàðíèõ ³ íåïàðíèõ ïîâåðõàõ, âèâ÷åí³ ìàëî. 
Äåÿê³ âëàñòèâîñò³ òàêèõ ÃËÄ ç ä³éñíèìè åëåìåíòàìè ðîçãëÿíóòî â ðîáîò³ 
[2]. Ó ö³é ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî ÃËÄ ç êîìïëåêñíèìè åëåìåíòàìè.  

Òåîðåìà 1. Ñóêóïí³ñòü óìîâ  
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äå ( ) ( ),  i k i kg ε  – äåÿê³ ä³éñí³ ÷èñëà òàê³, ùî  
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º äîñòàòíüîþ äëÿ àáñîëþòíî¿ çá³æíîñò³ ïàðíî¿ ÷àñòèíè ÃËÄ (1) ³ âèêî-
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 Ïîêàæåìî ñïî÷àòêó, ùî ïðè âèêîíàíí³ óìîâ (2)–(4) äëÿ çàëèøê³â ÃËÄ 
(1), ùî âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (10), ñïðàâäæóþòüñÿ òàê³ íåð³âíîñò³: 
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ßêùî îö³íêà (11) ñïðàâäæóºòüñÿ äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü 2 1,  2 2k k= + = +  , 
p< , òî, âðàõîâóþ÷è óìîâè (2)–(4), îäåðæèìî 
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1,2,k =  , ùî åëåìåíòè ÃËÄ (1) çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (2), (3), (6), ðîçá³ãà-

ºòüñÿ õî÷à á îäèí ç ðÿä³â 
1 1

,  k k
k k

∞ ∞

= =

α β∑ ∑ , äå ,  ,  1,2,k k kα β =  , âèçíà÷àþòü-

ñÿ çà ôîðìóëàìè (8), ³, êð³ì òîãî, ³ñíóº òàêå íåâ³ä’ºìíå ö³ëå ÷èñëî p , ùî  

 2 2 1
(2 1) (2 1) (2 1) ,   1 2 1 2 1 1n p

i n i n i n rQ g n , , ,  r , n ,  i ,N+ +
+ + +≥ + ε = = + = , (14) 

òî ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ ³ 

 
1

2 1
(1)

2
(1)1 1 1

1 (1 ),       1,2,
1

m mN
i

m k
i ki k k

a
f f m

g

+

= = =

 − ≤ − β = α + ∑ ∏ ∏  , (15) 

äå lim k
k

f f
→∞

=  – çíà÷åííÿ ÃËÄ (1). 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Ñïî÷àòêó çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîíàíí³ óìîâ (14) ³ (3) 

 
2 1

(2 1)2 2 1
(2 ) (2 ) 2 2 1

1 (2 1)n

N
i nn p

i n i n n p
i i n

a
Q b

Q
+

++ +
+ +

= +

≥ − ≥∑  

 
2 1

(2 1)
(2 ) (2 ) (2 )

(2 1)1n

N
i n

i n i n i n
i ni

a
b g

g
+

+

+=

≥ − ≥ + ε∑ , 

òîáòî îö³íêà  
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 2 2 1
( ) ( )( ) ,       1 2n p

i k i ki kQ g n , ,+ + ≥ + ε =  , (16) 

ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè 2k n=  ³ 2 1k n= + . Òîìó 

 
2 2 1

(2 ) (2 1)2 2 1 2 2 1
(2 1) (2 1) (2 )2 2 1 2 2 1

1 1(2 ) (2 ) (2 1)n n

N N
i n i nn p n p

i n i n i nn p n p
i ii n i n i n

a a
Q b Q

b Q Q
+

++ + + +
− − + + + +

= = +

 
= + − ≥ 

 
∑ ∑  

 
2 2 2 1

(2 ) (2 1)(2 )
(2 1) 2 2 1 2

(2 )1 1 1(2 ) (2 ) (2 1)n n n

N N N
i n i ni n

i n n p p
i ni i ii n i n i n

a aa
b

b Q b Q
+

+
− + +

= = = +

≥ + − ≥∑ ∑ ∑  

 
2 2 2 1

(2 ) (2 1)(2 )
(2 1)

(2 ) (2 1)(2 ) (2 ) (2 )1 1 1
( )

n n n

N N N
i n i ni n

i n
i n i ni n i n i ni i i

a aa
b

b gg b
+

+
−

+= = =

≥ + − ≥
+ ε∑ ∑ ∑  

 
2 2

(2 )(2 )
(2 1) (2 ) (2 ) (2 )

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )1 1
( )

n n

N N
i ni n

i n i n i n i n
i n i n i n i ni i

aa
b b g

b g b−
= =

≥ + − − − ε =
+ ε∑ ∑ ( )  

 
2 2 2

(2 ) (2 )(2 )
(2 1) (2 1) (2 1)

(2 ) (2 ) (2 ) (2 )1 1 1n n n

N N N
i n i ni n

i n i n i n
i n i n i n i ni i i

a aa
b g

b g b− − −
= = =

≥ + − + ≥ + ε
+ ε∑ ∑ ∑ . 

Öå îçíà÷àº, ùî îö³íêà (16) ñïðàâäæóºòüñÿ ³ ïðè 2 1k n= − . Çà ³íäóêö³-

ºþ äîõîäèìî âèñíîâêó ïðî ¿¿ ïðàâèëüí³ñòü äëÿ âñ³õ 1,2 1k n= + . 
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëó ð³çíèö³ äâîõ àïðîêñèìàíò ÃËÄ (1), ïîçíà÷åí-

íÿ (10), (13), îö³íêè (11), (16), äëÿ áóäü-ÿêèõ íàòóðàëüíèõ ,m n  îäåðæèìî  

 
1 2 2 1

2 1 2 1

( ) ( )
1 1

2 2 2 2 2 1
2 2 2, , , 1
( ) ( )

1 1

m

m m

i k i kN
k k

m p n m m m
m m p ni i i

i k i k
k k

c g

f f

Q Q+

+ +

= =
+ + +

+ +=

= =

− ≤ ≤
∏ ∏

∑
∏ ∏

 

 
1 2 2 1

2 1

( ) 2 1
( )1

2
( ) ( )2, , , 1 1

( )
1

m

m

i k mN
i kk

m
i k i kmi i i k

i k
k

c
g

g
Q+

+

+
=

= =

=

≤
+ ε

∏
∑ ∏

∏ 
. 

Ïðè äîâåäåíí³ òåîðåìè 1 ïîêàçàíî, ùî 

 
1 2 2 1

2 1

( ) 2 1
( )1

2
( ) ( )2, , , 1 1

( )
1

m

m

i k mN
i kk

m
i k i kmi i i k

i k
k

c
g

g
Q+

+

+
=

= =

=

≤
+ ε

∏
∑ ∏

∏ 
 

 
1

2 1
(1)

(1)1 1 1

1 (1 )
1

m mN
i

k
i ki k k

a

g

+

= = =

 ≤ − β + α ∑ ∏ ∏ , 

òîìó 

1

2 1
(1)

2 2 2
(1)1 1 1

1 (1 )
1

m mN
i

m p n m k
i ki k k

a
f f

g

+

+ +
= = =

 − ≤ − β + α ∑ ∏ ∏ , 

çâ³äêè çà óìîâè ðîçá³æíîñò³ õî÷à á îäíîãî ç ðÿä³â 
1 1

,  k k
k k

∞ ∞

= =

α β∑ ∑  ïðè m → ∞  

âèïëèâàº çá³æí³ñòü ÃËÄ (1), à ïðè n → ∞  – îö³íêà (15). ◊ 
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 Ïðèêëàä 1. Ðîçãëÿíåìî ôóíêö³îíàëüíèé ÃËÄ âèãëÿäó (1), äå 

 ( ) ( 1) ( )(1 ) ,          2,3,
ki k i k i k ia g g z k−= − =  , 

 
2

2

(2 1) (2 1) (2 ) (2 )1 (1 ) ,         1
k

k

N

i k i k i k i i k
i

b g g z b− −= − − =∑ , 

 ( )0 1,    1,2,i kg k< < =  . 

 Âèáðàâøè ( ) 0,  1,2,i k kε = =  , íåâàæêî ïåðåêîíàòèñü, ùî óìîâè (2)–(4) 

ñïðàâäæóþòüñÿ ïðè 
1

1
k

k

N

i
i

z
=

≤∑ , òîìó ïàðíà ÷àñòèíà ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ.  

 ßêùî 
1

1
k

k

N

i
i

z
=

≤∑  ³ ( ) ( )
1

(1 ),    1,2, ,    1
p

p

N

i k i k i
i

g k z
=

ε = ε − = ε = − ∑ , òî 

ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè (2)–(4), (6), ,  1, 2,k kβ = ε =  , ³ ÃËÄ (1) çá³ãàºòüñÿ. 

 Òåîðåìà 3. ßêùî åëåìåíòè ÃËÄ âèãëÿäó 

 
( )

1 1
1D

k

N
i k

k i

a∞

= =
∑  (17) 

çàäîâîëüíÿþòü òàê³ óìîâè: 

 
2 2

(2 ) 1 1 (2 )
21 1

11 1
p p

N N

i p i p
i i

a g a
g= =

 + ≥ + ε + − 
 ∑ ∑ , 

 1,2, ,    1,2 1,     1,rp r p i N= = − = ,  (18) 

 
2 1

(2 1) 1 2 2
1

(1 )
p

N

i p
i

a g g
+

+
=

≤ − − ε∑ , 

 1,2, ,    1,2 ,     1,rp r p i N= = = , (19) 

äå 1 2 1 2,  ,  ,  g g ε ε  – äåÿê³ ä³éñí³ ÷èñëà òàê³, ùî  

 2 2
1 2 1 1 2 2 1 20 1,  0 1,  0 1 ,  0 1 ,  0g g g g< < < < ≤ ε ≤ − ≤ ε < − ε + ε ≠ , (20) 

òî ÃËÄ (17) çá³ãàºòüñÿ ³ øâèäê³ñòü éîãî çá³æíîñò³ õàðàêòåðèçóºòüñÿ 
íåð³âí³ñòþ 

 
1

1
(1) 2 1 2 2

2
1 2 2 1 1 21

1
1

m m mN
i

m
i

a g g g
f f

g g g g

+

=

− − ε     − ≤      + ε + ε −     ∑ , (21) 

äå f  – çíà÷åííÿ ÃËÄ (17). 

 Ä î â å ä å í í ÿ. Öÿ òåîðåìà º íàñë³äêîì òåîðåìè 2. Ä³éñíî, ÿêùî â óìî-
âàõ (2), (3) ïîêëàñòè (2 1) 1 (2 ) 2 (2 1) 1 (2 ) 2,    ,    ,    i k i k i k i kg g g g− −= = ε = ε ε = ε , 

1, 2,k =  , îäåðæèìî óìîâè (18), (19), à çà óìîâ (20) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè 

(4), (6). Îñê³ëüêè 1 2
2 1 2

1 2
,  ,  1,2,k k k

g g−
ε ε

α = α = =  , òî ðÿä 
1

k
k

∞

=

α∑  ðîçá³ãàºòüñÿ 

ïðè 2 2
1 2 0ε + ε ≠ . Êð³ì òîãî, 2 1

(2 1) 1 11n
i nQ g+

+ = ≥ + ε , à öå îçíà÷àº, ùî óìîâà (14) 

ñïðàâäæóºòüñÿ ïðè 0p = . Òàêèì ÷èíîì, óñ³ óìîâè òåîðåìè 2 âèêîíàíî, 

òîìó ÃËÄ (17) çá³ãàºòüñÿ, ³ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà (21). ◊ 
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 Öþ òåîðåìó ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê áàãàòîâèì³ðíèé àíàëîã îäíî¿ ç 
òåîðåì ïðî ïàðí³ ìíîæèíè çá³æíîñò³ íåïåðåðâíèõ äðîá³â [4, òåîðåìà 4.46]. 

 Ïàðíîþ ìíîæèíîþ çá³æíîñò³ ÃËÄ (17) º ïàðà ï³äìíîæèí 1 2,E E  

êîìïëåêñíî¿ ïëîùèíè òàêèõ, ùî âèêîíàííÿ óìîâè  

 ( ) ( )1 22 1 2,      ,     1,2, ,    1,2 ,    1,ri n i na E a E n r n i N− ∈ ∈ = = = , 

çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü ÃËÄ (17). 

 Âèáèðàþ÷è ïåâíèì ÷èíîì ÷èñëà 1 2 1 2,  ,  ,  g g ε ε  ³, ìîæëèâî, íàêëàäàþ÷è 
íà åëåìåíòè ÃËÄ (17) ïåâí³ äîäàòêîâ³ óìîâè, íà îñíîâ³ òåîðåìè 3 ìîæíà 
âñòàíîâèòè âèãëÿä äåÿêèõ ïàðíèõ ìíîæèí çá³æíîñò³ äëÿ ÃËÄ (15). 

 Ïðèêëàä 2. Ìíîæèíè 

 1 2 2
1

(1 )
:

g g
E z z

N
− − ε = ≤ 

 
,  

 1 1
2

2

11: 1 Re
g

E z z z
g N

− − ε  = − − ≤  
  

, 

äå ÷èñëà 1 2 1 2,  ,  ,  g g ε ε  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (20), óòâîðþþòü ïàðíó ìíî-
æèíó çá³æíîñò³ ÃËÄ (17), ïðè÷îìó çá³æí³ñòü áóäå ð³âíîì³ðíîþ â³äíîñíî 

1 2,E E . 

Ïðèêëàä 3. Ìíîæèíè 

 1 2 2
1

(1 )
:

g g
E z z

N
− − ε = ≤ 

 
, 

 1 1
2

2

cos1: 1 Re i g
E z z z e

g N
ϕ ϕ − − ε  = − − ≤  

  
, 

äå ÷èñëà 1 2 1 2,  ,  ,  ,  g g ε ε ϕ  âèáèðàºìî ç óìîâ  

 1 2 1 1
10 1,     1,    0 1
2

g g g< < < < ≤ ε ≤ − , 

 2 2
2 2 1 20 1 ,      0,        0 2g≤ ε < − ε + ε ≠ ≤ ϕ < π , (22) 

óòâîðþþòü ïàðíó ìíîæèíó çá³æíîñò³ ÃËÄ (17), ïðè÷îìó çá³æí³ñòü áóäå 

ð³âíîì³ðíîþ â³äíîñíî 1 2,E E . 

Ïðèêëàä 4. Íåõàé äëÿ åëåìåíò³â ÃËÄ (17) ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà óìîâà: 

 (2 ) (2 1) ( )arg ,    ,        1,2,i k i k i ka k−= ϕ − π < ϕ ≤ π =  . 

Òîä³ ìíîæèíè 

 1 2 2
1

(1 )
:

g g
E z z

N
− − ε = ≤ 

 
, 

 2 1 1
2

1: 1 1E z Nz g N z
g

  = + ≥ + ε + −  
  

, 

äå ÷èñëà 1 2 1 2,  ,  ,  g g ε ε  çàäîâîëüíÿþòü óìîâè (22), óòâîðþþòü ïàðíó 
ìíîæèíó çá³æíîñò³ ÃËÄ (17), ïðè÷îìó çá³æí³ñòü áóäå ð³âíîì³ðíîþ â³äíîñíî 

1 2,E E . 
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СХОДИМОСТЬ ВЕТВЯЩИХСЯ ЦЕПНЫХ ДРОБЕЙ 
С КОМПЛЕКСНЫМИ ЭЛЕМЕНТАМИ И ИХ ЧЕТНЫХ ЧАСТЕЙ 
 
Äîêàçàíû ïðèçíàêè ñõîäèìîñòè âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðîáåé è èõ ÷åòíûõ ÷àñòåé. 
Èññëåäîâàíà ñõîäèìîñòü îäíîãî êëàññà ôóíêöèîíàëüíûõ âåòâÿùèõñÿ öåïíûõ äðî-
áåé. Óñòàíîâëåí ìíîãîìåðíûé àíàëîã òåîðåìû Äæîóíñà – Òðîíà î ïàðíûõ ìíî-
æåñòâàõ ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ äðîáåé. 
 
CONVERGENCE OF BRANCHED CONTINUED FRACTIONS 
WITH COMPLEX ELEMENTS AND THEIR EVEN PARTS 
 
Sufficient conditions of convergence for the branched continued fractions and their 
even parts have been proved. Convergence of some functional branched continued frac-
tions has been investigated. The multidimensional analogue of Jones – Thron’s theorem 
about twin convergence regions for continued fractions have been established. 
 
Íàö. óí-ò «Ëüâ³â. ïîë³òåõí³êà», Ëüâ³â Îäåðæàíî 
 02.12.02 
 
 


