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СИНТЕЗ ЛІНІЙНОЇ АНТЕННОЇ РЕШІТКИ З ХВИЛЕВОДНИМИ 
ВИПРОМІНЮВАЧАМИ 
 

Ó âàð³àö³éí³é ïîñòàíîâö³ ðîçãëÿíóòî çàäà÷ó ñèíòåçó õâèëåâîäíî¿ àíòåííî¿ 
ðåø³òêè çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ íàïðÿìëåíîñò³. Ïðè ðîçâ’ÿçó-
âàíí³ ïðÿìî¿ çàäà÷³ âðàõîâàíî âçàºìîâïëèâ îêðåìèõ åëåìåíò³â ðåø³òêè. Ïðî-
âåäåíî äîñë³äæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíîãî íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ. Îäåðæàíî 
ë³í³éíå ð³âíÿííÿ, äîñë³äæåííÿ ÿêîãî äàº ìîæëèâ³ñòü ðîçãëÿíóòè ïèòàííÿ 
íåºäèíîñò³ òà ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â. Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ÷èñëîâèõ ðîçðà-
õóíê³â. 

 
 Âñòóï. Ó ïðîöåñ³ ðîçðîáêè ³ ïðîåêòóâàííÿ àíòåííèõ ñèñòåì âèíèêàº 
ðÿä òåîðåòè÷íèõ ³ îá÷èñëþâàëüíèõ ïðîáëåì, ïîâ’ÿçàíèõ ç³ ñïåöèô³êîþ äî-
ñë³äæóâàíî¿ ñèñòåìè òà ¿¿ ìàòåìàòè÷íîþ ìîäåëëþ. Ñêëàäí³ñòü ìàòåìàòè÷íî¿ 
ìîäåë³ çàëåæèòü, íàñàìïåðåä, â³ä ì³ðè àäåêâàòíîñò³, ç ÿêîþ îïèñóºòüñÿ 
àíòåííà ñèñòåìà, òà õàðàêòåðèñòèêè íàïðÿìëåíîñò³, ÿêà îïèñóº öþ ñèñòåìó. 
Âèõîäÿ÷è ç ïðàêòè÷íèõ ïîòðåá, çà õàðàêòåðèñòèêó íàïðÿìëåíîñò³ â áàãà-
òüîõ âèïàäêàõ âèáèðàþòü àìïë³òóäíó ä³àãðàìó. Çàäà÷àì ìàòåìàòè÷íîãî ìî-
äåëþâàííÿ (ñèíòåçó) àíòåí ð³çíîãî òèïó çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ä³àãðàìîþ 
íàïðÿìëåíîñò³ (ÄÍ), òåîðåòè÷íèì ³ ïðèêëàäíèì àñïåêòàì, ÿê³ âèíèêàþòü 
ïðè öüîìó, ïðèñâÿ÷åíî ìîíîãðàô³¿ [1, 12]. 
 Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à àìïë³òóäíî-ôàçîâîãî ñèí-
òåçó çà çàäàíîþ àìïë³òóäíîþ ÄÍ äëÿ õâèëåâîäíî¿ àíòåííî¿ ðåø³òêè. Ïðÿìà 
çàäà÷à (çàäà÷à àíàë³çó) äëÿ òàêî¿ ðåø³òêè áóëà ñôîðìóëüîâàíà â ðîáîò³ [8], 
à â [14] öÿ ïîñòàíîâêà óòî÷íåíà ç ìåòîþ á³ëüø åôåêòèâíîãî âèêîðèñòàííÿ 
äëÿ çàäà÷³ ñèíòåçó. 
 Àíàëîã³÷íèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ àíàë³çó õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè 
ó ïðèïóùåíí³ îäíîìîäîâîãî õàðàêòåðó åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ â îêðåìèõ 
õâèëåâîäàõ çàïðîïîíîâàíî ó [18], äå òàêîæ âðàõîâóºòüñÿ âçàºìîâïëèâ îêðå-
ìèõ õâèëåâîä³â. Â ðåçóëüòàò³ ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðÿìî¿ çàäà÷³ îòðèìàíî ìàòðè-
öþ âçàºìíèõ ïðîâ³äíîñòåé. Ïðîòå äëÿ òîãî, ùîá âèçíà÷èòè ÄÍ ðåø³òêè, ïðè 
òàêîìó ï³äõîä³ íåîáõ³äíî ïðîâåñòè ðÿä äîäàòêîâèõ îá÷èñëåíü, ùî çíà÷íî 
çá³ëüøóº ÷àñ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ àíàë³çó. Ñòðîã³øèé åëåêòðîäèíàì³÷íèé 
ï³äõ³ä ³ç óðàõóâàííÿì áàãàòîìîäîâîãî õàðàêòåðó åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ 
ðîçãëÿíóòî â ðîáîòàõ [16, 17]. Àíàë³ç ÷èñëîâèõ ðåçóëüòàò³â ïîêàçóº, ùî äëÿ 
ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàíü äîñòàòíüî îáìåæèòèñü îäíîìîäîâèì íàáëèæåííÿì, 
îñê³ëüêè ïîõèáêà îá÷èñëåíü ó öüîìó âèïàäêó íå ïåðåâèùóº 1–5%.  
 Çàãàëüíó ìåòîäèêó ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ñèíòåçó çà çàäàíîþ àìïë³òóä-
íîþ ÄÍ, îñíîâí³ òåîðåòè÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ íàâåäåíî â [1]. Âèêîðèñòàºìî ö³ 
ïîëîæåííÿ äëÿ ñèíòåçó àíòåííî¿ ðåø³òêè, îêðåìèìè åëåìåíòàìè (âè-
ïðîì³íþâà÷àìè) ÿêî¿ º ïðÿìîêóòí³ õâèëåâîäè. Çàäà÷ó ñèíòåçó â òàê³é 
ïîñòàíîâö³ äëÿ õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè ñôîðìóëüîâàíî âïåðøå. 
 ßê ³ ó [8], ðîçãëÿäàºìî äâîâèì³ðíó ìîäåëü ðåø³òêè. Òàêà ìàòåìàòè÷íà 
ìîäåëü äîñòàòíüî òî÷íî ç òî÷êè çîðó ïðàêòè÷íèõ âèìîã îïèñóº õàðàêòåð 
åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ó õâèëåâîäí³é ðåø³òö³ – ñèñòåì³ öèë³íäðè÷íèõ õâè-
ëåâîä³â ïðÿìîêóòíîãî ïåðåòèíó, ó âèïàäêó, êîëè ðîçì³ð îäí³º¿ ³ç ñòîð³í 
ïðÿìîêóòíèêà çíà÷íî ïåðåâèùóº ðîçì³ð ³íøî¿. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. 
 Ïðÿìà çàäà÷à. Çàïðîïîíîâàíà ìîäåëü õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè º ñèñòåìîþ 
N  ïëîñêèõ ï³âáåçìåæíèõ õâèëåâîä³â îäíàêîâî¿ øèðèíè  , ðîçòàøîâàíèõ 
íà â³ääàë³ L  îäèí â³ä îäíîãî. Õâèëåâîäè ðîçì³ùåí³ â îáëàñòÿõ 1, , NV V . 

Âèïðîì³íþâàííÿ â³äáóâàºòüñÿ â îäíîð³äíèé ï³âïðîñò³ð 0V . Ãðàíèö³ õâèëå-

âîä³â º ³äåàëüíî ïðîâ³äíèìè, à ãðàíèöÿ ï³âïðîñòîðó ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ÷àñ-
òèí: ³äåàëüíî ïðîâ³äíèõ ôëàíö³â ³ â³äêðèòèõ ê³íö³â õâèëåâîä³â. 
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 Ðîçãëÿíåìî âèïàäîê, êîëè â ñèñòåì³ õâèëåâîä³â çáóäæóºòüñÿ åëåêòðî-
ìàãí³òíå ïîëå H -ïîëÿðèçàö³¿ 

 0, ,0 ,                  ,0,y x zH E E= =H E{ } { } . 

Ó öüîìó âèïàäêó âñ³ êîìïîíåíòè åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ âèðàæàþòüñÿ ÷å-
ðåç êîìïîíåíòó ( , )yH x z : 

 
( , ) ( , )

,          
y y

x z

H x z H x zi iE E
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∂ ∂
= − =

ωε ∂ ωε ∂
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 Åëåêòðîìàãí³òíå ïîëå â äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ï³âïðîñòîðó 0V  ìîæíà ðîçðà-

õóâàòè, ÿêùî â³äîì³ ôóíêö³¿ ( ),  1, , ,  2 1jI z j N N M= = + , ðîçïîä³ëó ïîëÿ â 

àïåðòóðàõ õâèëåâîä³â [8, ôîðìóëà (15.6)]. Âèêîðèñòîâóþ÷è öþ ôîðìóëó, 
âëàñòèâîñò³ åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ íà ìåæ³ ï³âïðîñòîðó òà â àïåðòóðàõ 
õâèëåâîä³â, îäåðæèìî ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ôóíêö³é ( )jI z : 
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 2 2( 1) ;      ;      ( / )nz j d d L k nζ = − − = + µ = − π  , 

ïàðàìåòð 0n  âêàçóº íà òèï õâèë³, ÿêà ìîæå ïîøèðþâàòèñü ó õâèëåâîä³. 

Ó ôîðìóë³ (1) ( ) ( )m
jI ζ  – ïîëå â àïåðòóð³ j -ãî õâèëåâîäà çà óìîâè, ùî 

m -é õâèëåâîä çáóäæåíèé íîðìàëüíîþ õâèëåþ ç îäèíè÷íîþ àìïë³òóäîþ, à 
âñ³ ³íø³ õâèëåâîäè íå çáóäæóþòüñÿ. ßêùî çáóäæóþòüñÿ óñ³ õâèëåâîäè îä-
íî÷àñíî é àìïë³òóäó íîðìàëüíî¿ õâèë³, ÿêà ðîçïîâñþäæóºòüñÿ â m -ìó õâè-
ëåâîä³, ïîçíà÷èòè ÷åðåç ma , òî ïîâíå ïîëå â àïåðòóð³ j -ãî õâèëåâîäà áóäå 

ìàòè âèãëÿä 

 ( )( ) ( )
M

m
j m j

m M

I a I
=−

ζ = ζ∑ . (5) 

Íàäàë³ ïîêëàäåìî 0 0n = , òîáòî ðîçãëÿäàòèìåìî âèïàäîê, êîëè ó õâè-

ëåâîä³ ïîøèðþºòüñÿ ò³ëüêè îäíà á³æó÷à õâèëÿ. Ðîçâ’ÿçàâøè ñèñòåìó (1)–
(4), îòðèìóºìî ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ ïðè çàäàíèõ ïàðàìåòðàõ ðåø³òêè. 

 Îáåðíåíà çàäà÷à. ßê ïðàâèëî, ïðè äîñë³äæåíí³ ò³º¿ ÷è ³íøî¿ àíòåííî¿ 
ñèñòåìè âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ðîçâ’ÿçóâàòè îáåðíåíó çàäà÷ó (çàäà÷ó ñèíòå-
çó), òîáòî âèçíà÷àòè ïåâí³ ïàðàìåòðè ñèñòåìè çà çàäàíèìè õàðàêòåðèñòèêà-
ìè âèïðîì³íþâàííÿ. Ó ö³é ðîáîò³ ÿê òàêó õàðàêòåðèñòèêó çàäàºìî àìïë³-
òóäíó ÄÍ. 
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 Çàäà÷à ñèíòåçó ïîëÿãàº ó âèçíà÷åíí³ êîìïëåêñíèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóä-
æåííÿ îêðåìèõ õâèëåâîä³â, ÿê³ äîçâîëèëè áè ñòâîðèòè àìïë³òóäíó ÄÍ, 
áëèçüêó äî çàäàíî¿. Îñê³ëüêè ìîâà éäå ïðî áëèçüê³ñòü àìïë³òóäíèõ ÄÍ, òî 
ïðèðîäíî, ÿê ³ â [1], âèêîðèñòîâóâàòè âàð³àö³éíó ïîñòàíîâêó çàäà÷³ ñèíòåçó. 
Çà êðèòåð³é îïòèì³çàö³¿ âèáèðàºìî ôóíêö³îíàë 

 2 2( )
f IH HF fασ = − + αa a . (6) 

Òóò 1, , Na a=a { }  – âåêòîð íåâ³äîìèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóäæåííÿ îêðåìèõ 

õâèëåâîä³â; F  – çàäàíà àìïë³òóäíà ÄÍ (ä³éñíà äîäàòíà ôóíêö³ÿ); f  – 

ñèíòåçîâàíà àìïë³òóäíà ÄÍ ðåø³òêè; 
fH⋅  òà 

IH⋅  – íîðìè ó ïðîñòîðàõ 

ä³àãðàì íàïðÿìëåíîñò³ òà êîåô³ö³ºíò³â çáóäæåííÿ â³äïîâ³äíî; α  – âàãîâèé 
ìíîæíèê (ó â³äïîâ³äíîìó ³íòåãðàëüíîìó ð³âíÿíí³, ÿêå áóäå çàïèñàíî íèæ÷å, 
â³í â³ä³ãðàâàòèìå ðîëü ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàö³¿). Çîáðàæåííÿ ïîâíî¿ ÄÍ 
ðåø³òêè ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè ma  ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ ä³¿ äåÿêîãî ë³í³é-

íîãî îïåðàòîðà A  íà ö³ êîåô³ö³ºíòè. Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè (15.16) ³ 
(15.17) ç [8], à òàêîæ ì³ðêóâàííÿ ç [14], öå çîáðàæåííÿ çàïèøåìî ó ôîðì³ 

 ( ) ( )
M

m m
m M

f a f
=−

ξ = ≡ ξ∑Aa . (7) 

äå 
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m
m j
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ξ = ζ ζξ ζ∑ ∫




 (8) 

– ÄÍ m -ãî õâèëåâîäà; ξ  – óçàãàëüíåíà êóòîâà êîîðäèíàòà ( sinξ = θ , 

[ / 2, / 2]θ ∈ −π π ). Òàêèì ÷èíîì, çà ôîðìóëàìè (7), (8) îòðèìóºìî çàìêíåíèé 
âèðàç äëÿ ÄÍ ðåø³òêè, êîëè â³äîì³ ¿¿ ôîðìà òà ñòðóìè çáóäæåííÿ â àïåð-
òóðàõ õâèëåâîä³â. 

Ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ. 
 Ïðÿìà çàäà÷à. Ñèñòåìà (1) º ñèñòåìîþ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 1-ãî ðîäó 
ç ÿäðàìè, ùî ìàþòü ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü. Äëÿ ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ö³º¿ ñèñòåìè âèêîðèñòîâóºìî ìåòîä ñàìîðåãóëÿðèçàö³¿ [9]. Íà ïðàêòèö³, ç 
óðàõóâàííÿì ñïåö³àëüíî¿ ñòðóêòóðè ÿäåð (2) ³ (3), âîíà çâîäèòüñÿ äî ñèñòå-
ìè ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ç êë³òêîâî-òåïë³öåâîþ ìàòðèöåþ. Ó ðîáî-
òàõ [6, 7] ðîçðîáëåíî åôåêòèâí³ ìåòîäè, ùî äîçâîëÿþòü ðîçãëÿäàòè ñèñòåìè 
âåëèêèõ ïîðÿäê³â. Öå äàº ìîæëèâ³ñòü äîñë³äæóâàòè çàäà÷³ âèïðîì³íþâàííÿ 
äëÿ õâèëåâîäíèõ ðåø³òîê ç âåëèêèì ÷èñëîì åëåìåíò³â. Îäíàê, êîëè âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ ðåø³òêè ç íåâåëèêèì ÷èñëîì åëåìåíò³â, äîñèòü åôåêòèâíèì º 
ìåòîä êîëîêàö³é [5], ÿêèé çàñòîñîâóºìî â ö³é ðîáîò³.  

Ó êîæíîìó ç õâèëåâîä³â âèáèðàºìî îäíàêîâèé íàá³ð òî÷îê êîëîêàö³é 
( ) ( )
1 , , ,  1, ,l l

M l Kζ ζ = { } , ó ÿêèõ áóäåìî âèçíà÷àòè çíà÷åííÿ ôóíêö³é 
( ) ( )m
jI ζ . Îòðèìàºìî áëî÷íó ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ðîçì³ðó 

N K×  äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åíü ôóíêö³é ( ) ( )m
jI ζ  ó òî÷êàõ êîëîêàö³é. Çàïèñó 

ö³º¿ ñèñòåìè òóò íå íàâîäèìî ÷åðåç ãðîì³çäê³ñòü. 
 Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçàâøè â³äïîâ³äíó ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü, îòðè-
ìàºìî ðîçâ’ÿçîê ïðÿìî¿ çàäà÷³ (çàäà÷³ àíàë³çó) â ÿâíîìó âèãëÿä³, ÿêèé áó-
äåìî âèêîðèñòîâóâàòè äëÿ çàäà÷³ ñèíòåçó. 

 Îáåðíåíà çàäà÷à. Ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ñèíòåçó, ÿêå ïîëÿãàº ó çíàõîä-
æåíí³ ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà (6), ìîæíà çä³éñíþâàòè ÿê øëÿõîì éîãî ïðÿ-
ìî¿ ì³í³ì³çàö³¿ ´ðàä³ºíòíèìè ìåòîäàìè, òàê ³ øëÿõîì ïåðåõîäó äî â³äïîâ³ä-
íîãî ð³âíÿííÿ Åéëåðà. Ñêîðèñòàâøèñü íåîáõ³äíîþ óìîâîþ åêñòðåìóìó 
ôóíêö³îíàëà (6) (ð³âí³ñòþ íóëþ éîãî ïîõ³äíî¿ çà Ãàòî [10]), îäåðæèìî ð³â-
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íÿííÿ Åéëåðà â³äíîñíî øóêàíîãî âåêòîðà a : 

 ( exp ( arg ))f F i f∗ ∗α = − +a A A , (9) 

äå ∗A  – îïåðàòîð, ñïðÿæåíèé äî A  [1]. Ð³âíÿííÿ (9) – íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ 
òèïó Ãàììåðøòåéíà. Òàê³ ð³âíÿííÿ, ÿê ïðàâèëî, íå ìàþòü ºäèíîãî ðîçâ’ÿç-
êó. Ïðè çì³í³ õàðàêòåðíîãî åëåêòðîô³çè÷íîãî ïàðàìåòðà k , ùî ì³ñòèòüñÿ ó 
ÿäð³, ö³ ðîçâ’ÿçêè ìîæóòü ãàëóçèòèñü. Äëÿ àíàë³çó ê³ëüêîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ³ ¿õ 
ÿê³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê çðó÷í³øå âèêîðèñòîâóâàòè â³äïîâ³äíå äî (9) ð³â-
íÿííÿ ñòîñîâíî ÄÍ f : 

 ( exp ( arg ))f f F i f∗ ∗α + =AA AA , (10) 

àáî â ðîçøèðåí³é ôîðì³ 

 
1 1

1 1

( ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) exp ( arg ( ))f f d F i f d
− −

′ ′ ′ ′ ′ ′ ′α ξ + ξ ξ ξ ξ = ξ ξ ξ ξ ξ∫ ∫K K , (11) 

äå ÿäðî ìàº âèãëÿä 

 ( , ) ( ) ( )
M

m m
m M

f f∗

=−

′ ′ξ ξ = ξ ξ∑K , (12) 

òóò ( )mf
∗ ′ξ  – ôóíêö³ÿ, ñïðÿæåíà äî ( )mf ′ξ . 

 Íàâåäåìî äåÿê³ âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11). 

 1°. ßêùî ( )f ξ  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (11), òî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíà 

ôóíêö³ÿ ( )f∗ ξ  òàêîæ º éîãî ðîçâ’ÿçêîì. 

 2°. ßêùî ( )f ξ  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (11), òî ( )ie fγ ξ , äå γ  – äîâ³ëüíà 
ä³éñíà êîíñòàíòà, òàêîæ º ðîçâ’ÿçêîì.  

 3°. Ë³í³éíà òà íåë³í³éíà ÷àñòèíè â ð³âíÿíí³ (11) º ³íâàð³àíòíèìè â³äíîñíî 
âëàñòèâîñò³ ïàðíîñò³ ôàçîâî¿ ä³àãðàìè arg ( )f ξ  ç îãëÿäó íà ñèìåòð³þ 

ñèñòåìè âèïðîì³íþâà÷³â ³ ó âèïàäêó ñèìåòðè÷íî¿ ÄÍ ( )F ξ .  

Âëàñòèâ³ñòü 3° äîçâîëÿº ïðîâîäèòè äîñë³äæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ 
(11) îêðåìî â êëàñàõ ñèìåòðè÷íèõ ³ íåñèìåòðè÷íèõ ôàçîâèõ ä³àãðàì. 
 ßê âèïëèâàº ç ôîðìóëè (12), ó çàãàëüíîìó âèïàäêó ÿäðî ( , )′ξ ξK  º 
êîìïëåêñíîçíà÷íèì. Äëÿ ïðîâåäåííÿ àíàë³òè÷íèõ ³ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íèõ 
äîñë³äæåíü ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11), çã³äíî ç ìåòîäèêîþ ãàëóæåíü 
íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü [4], íåîáõ³äíî, ùîá ÿäðî áóëî ä³éñíèì. Ðîçãëÿíåìî 
âèïàäîê, êîëè ìîæíà îòðèìàòè òàêå ÿäðî. 
 Ç ö³ºþ ìåòîþ çàñòîñóºìî ìåòîä Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà [5] äëÿ ðîçâ’ÿçó-

âàííÿ ïðÿìî¿ çàäà÷³. Ôóíêö³¿ ( ) ( )m
jI ζ  ïîäàìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( )

1

( ) ( ),      
N

m m
j i i

i

I b m M M
=

ζ = ψ ζ = − ÷∑ , 

äå 
( 1)

( ) cosi
i − πψ ζ = ζ


 – ñèñòåìà áàçîâèõ ôóíêö³é; ( )m

ib  – íåâ³äîì³ 

êîìïëåêñí³ êîåô³ö³ºíòè. Çàñòîñóâàâøè ìåòîä Áóáíîâà – Ãàëüîðê³íà äî 
ñèñòåìè (1), îòðèìàºìî òàêèé âèðàç äëÿ ôóíêö³é ( )mf ξ : 

 ( )

1

( ) cos ( ) ( , )
M N

m
m j i

j M i

f j kd b g i
=− =

ξ = δ ξ ξ∑ ∑ , 

äå 
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sin sin
2, 0,, ,

( , )        
1, 0.

, ,
2

j

i ik k
i jk

i ig i k k
j

i k

    π π− ξ + ξ    π     ≠ + ≠ ξ π πξ = δ = − ξ + ξ
= 

 π = ξ

 


 




 

Ó öüîìó âèïàäêó ÿäðî ( , )′ξ ξK  ð³âíÿííÿ (11) áóäå ä³éñíèì ³ äîñë³äæåííÿ 
ê³ëüêîñò³ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ òà ¿õ âëàñòèâîñòåé ìîæíà ïðîâîäèòè 
àíàëîã³÷íî, ÿê ó [13]. Äëÿ òàêîãî äîñë³äæåííÿ íåîáõ³äíî âèïèñàòè â³äïîâ³äíå 
äî (11) ë³í³éíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ. Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó âîíî ìàº 
âèãëÿä 

 
1

01

( )1( ) ( , , ) 1 ( )
( , )
F

f kd f d
f kd

−

′ ξ′ ′ ′ν ξ = ξ ξ − ξ ξ ′α ξ 
∫ K  . (13) 

Ó ð³âíÿíí³ (13) ï³äêðåñëåíî çàëåæí³ñòü éîãî ÿäðà ( , )′ξ ξK  â³ä õàðàêòåð-

íîãî åëåêòðîô³çè÷íîãî ïàðàìåòðà ðåø³òêè 0;  ( , )kd f kd′ξ  – ä³éñíèé ðîçâ’ÿçîê 

(íàçâåìî éîãî òðèâ³àëüíèì), ãàëóæåííÿ â³ä ÿêîãî äîñë³äæóºòüñÿ [15]. 
 Ó ïðàêòè÷íèõ çàñòîñóâàííÿõ, êîëè íåîáõ³äíî âèçíà÷àòè áåçïîñåðåäíüî 
êîåô³ö³ºíòè çáóäæåííÿ õâèëåâîä³â ma , ìîæíà ðîçâ’ÿçóâàòè ð³âíÿííÿ (9). 

Îá÷èñëþâàëüíà ñõåìà ìàº âèãëÿä 

 ( ),        
M

n nm m n
m M

a d a b n M M
=−

α + = = − ÷∑ a , (14) 

äå 

 
1

1

( ) ( )nm m nd f f d∗

−

= ξ ξ ξ∫ , 

 
1

1

( ) ( ) exp ( arg ( )) ( )n nb F i f f d
−

= ξ ξ ξ ξ∫a . 

 Ðîçâ’ÿçîê íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè (14) çä³éñíþºìî çà äîïîìîãîþ òàêîãî 
³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó: 

 ( 1) ( 1) ( )( ),          
M

p p p
n nm m n

m M

a d a b n M M+ +

=−

α + = = − ÷∑ a , (15) 

òóò 0,1,2,p =   – íîìåð ³òåðàö³¿. Òàêèì ÷èíîì, íà êîæíîìó êðîö³ 

ðîçâ’ÿçóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü ç ìàòðèöåþ ( )E Dα + , äå 
E  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ. 
 Ç îïåðàòîðíî¿ ôîðìè çàïèñó ð³âíÿííÿ (14) (ôîðìóëà (9)) âèïëèâàº, ùî 

ìàòðèöÿ D  º äîäàòíî íàï³ââèçíà÷åíà. Çã³äíî ç [11], 1( ) 1E D −α + ≤  äëÿ 

äîâ³ëüíîãî 0α > , ùî çàáåçïå÷óº çá³æí³ñòü ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó (15). Âèçíà-
÷èâøè ìàòðèöþ, îáåðíåíó äî ( )E Dα + , ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ (15) ìîæíà çà-
ïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 ( 1) 1 ( )( ) ( ),       p p
n na E D b n M M+ −= α + = − ÷a . 

Çá³æí³ñòü òàêîãî ³òåðàö³éíîãî ïðîöåñó äîâîäèòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê ó [2]. 

×èñåëüí³ ðåçóëüòàòè. Ð³âíÿííÿ (11) º íåë³í³éíèì ³íòåãðàëüíèì ð³âíÿí-
íÿì òèïó Ãàììåðøòåéíà. Äîñë³äæåííÿ âëàñòèâîñòåé ³ òèï³â éîãî ðîçâ’ÿçê³â 
çä³éñíþºòüñÿ ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ð³çíèõ òèï³â 
ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ çàäàâàëè ð³çí³ ïî÷àòêîâ³ íàáëèæåííÿ äëÿ ôóíêö³¿ 
arg ( )f ξ . Ç âèêîðèñòàííÿì ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â îäåðæàíî òðè ð³çíèõ òèïè 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11), ÿê³ â³äïîâ³äàþòü íóëüîâ³é, ïàðí³é ³ íåïàðí³é ôàçî-
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â³é ÄÍ arg ( )f ξ . Øóêàí³ îïòèìàëüí³ êîåô³ö³ºíòè çáóäæåííÿ na  âèçíà÷àëè 

çà äîïîìîãîþ ôóíêö³¿ ( )f ξ : 

 1 exp ( arg ) ,        n na f F i f n M M∗= − − = − ÷
α

A [ ] . (16) 

Äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó n -íó êîìïîíåíòó îïåðàòîðà ∗A  çàïèñóºìî ó 
ôîðì³ 

 
1

1

( ) ( )n ng g f d∗ ∗

−

= ξ ξ ξ∫A . 

 ²ñíóâàííÿ ð³çíèõ òèï³â ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11) ïîêàæåìî íà ïðèêëàä³ 
ñèíòåçó õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè ç 11N =  âèïðîì³íþâà÷³â. Ðîçì³ðè ðåø³òêè 
íàñòóïí³: 1,  / 4L k= = = π  . Äîñë³äæåííÿ ïðîâîäèëè äëÿ çàäàíî¿ àìïë³-
òóäíî¿ ÄÍ 

 4 4( ) cos (arcsin ) cosF ξ = ξ = θ . 

Íà ðèñ. 1à íàâåäåíî ð³çí³ ôàçîâ³ ÄÍ arg ( )f ξ , ÿê³ â³äïîâ³äàþòü íóëüî-

âîìó, ïàðíîìó òà íåïàðíîìó íàáëèæåííþ ôóíêö³¿ 0arg ( )f ξ  (êðèâ³ 1, 2, 3) 

ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ ð³âíÿííÿ (11) ìåòîäîì ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Àìïë³-
òóäíà ÄÍ ( )f ξ , ÿêà îòðèìóºòüñÿ ïðè öüîìó, º îäíàêîâîþ äëÿ öèõ òðüîõ 

íàáëèæåíü (äèâ. ðèñ. 1á, äå íàâåäåíî òàêîæ çàäàíó àìïë³òóäíó ÄÍ ( )F ξ ). 
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Рис. 1 
Àìïë³òóäè îïòèìàëüíèõ êîåô³ö³ºíò³â çáóäæåííÿ na , îòðèìàí³ çà ôîð-

ìóëîþ (16), çîáðàæåíî íà ðèñ. 2. Íàâåäåí³ ÷èñåëüí³ ðåçóëüòàòè ñâ³ä÷àòü, ùî 
³ñíóº òðè òèïè ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ (11) ç îäí³ºþ ³ ò³ºþ æ àìïë³òóäíîþ ³ 
ð³çíèìè ôàçîâèìè ÄÍ. Ê³ëüê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ çàëåæèòü íå 
ò³ëüêè â³ä ðîçì³ð³â ðåø³òêè, àëå é â³ä çàäàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ÄÍ ( )F ξ . Òàê, 

äëÿ ÄÍ 16( ) cos (arcsin )F ξ = ξ  ïðè âêàçàíèõ ïàðàìåòðàõ ðåø³òêè ³ñíóº äâà 
òèïè ðîçâ’ÿçê³â – îäèí ç íåïàðíîþ ôàçîâîþ ÄÍ, à äðóãèé – ç ôàçîâîþ ÄÍ 
òèïó 0, π[ ] , ÿêèé îòðèìóºìî ïðè çàäàíí³ íóëüîâîãî òà ïàðíîãî ïî÷àòêîâîãî 

íàáëèæåíü 0arg ( )f ξ . 
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 Рис. 2 Рис. 3 



172 

 Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ ÿê³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê íàáëèæåííÿ ñèíòåçî-
âàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ÄÍ ( )f ξ  äî çàäàíî¿ ( )F ξ  çàëåæíî â³ä âåëè÷èíè ïàðà-

ìåòðà kd . Íà ðèñ. 3 íàâåäåíî ãðàô³êè çàëåæíîñò³ çíà÷åííÿ ñåðåäíüîêâàä-
ðàòè÷íîãî â³äõèëåííÿ σ  (ó ëîãàðèôì³÷íîìó ìàñøòàá³) â³ä kd  äëÿ ðåø³òîê 
ç ê³ëüê³ñòþ âèïðîì³íþâà÷³â 7,  11,  13N =  (êðèâ³ 1, 2, 3) ïðè çíà÷åíí³ ïàðà-
ìåòðà 2α =  ó ôóíêö³îíàë³ σ . ßê áà÷èìî íà ðèñóíêó, ïðè çá³ëüøåíí³ 
åëåêòðîô³çè÷íîãî ðîçì³ðó ðåø³òêè (ê³ëüêîñò³ åëåìåíò³â) ñåðåäíüîêâàäðà-
òè÷íå â³äõèëåííÿ çàäàíî¿ ³ ñèíòåçîâàíî¿ àìïë³òóäíèõ ÄÍ çìåíøóºòüñÿ. Ïðè 
ïåâíèõ çíà÷åííÿõ ïàðàìåòðà kd  öå â³äõèëåííÿ º çíà÷íî ìåíøèì, ùî ìîæ-
íà ïîÿñíèòè ðåçîíàíñíèì õàðàêòåðîì åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ïðè òàêèõ 
ðîçì³ðàõ õâèëåâîä³â. 
 Âèêîíàíî äîñë³äæåííÿ ïîâåä³íêè âëàñíèõ çíà÷åíü ð³âíÿííÿ (13). Ïðè 
ìàëèõ çíà÷åííÿõ kd  ³ñíóº îäíà âëàñíà ôóíêö³ÿ, ÿêà â³äïîâ³äàº âëàñíîìó 
çíà÷åííþ 0 1ν = . Ïðè çá³ëüøåíí³ kd  íàñòóïí³ âëàñí³ çíà÷åííÿ iν  çðîñòà-

þòü â³ä íóëÿ ³ ñòàþòü ð³âíèìè îäèíèö³. Â³äïîâ³äí³ çíà÷åííÿ kd  º òî÷êàìè 
ãàëóæåííÿ. Öå ï³äòâåðäæóþòü äîñë³äæåííÿ ³ñíóâàííÿ ð³çíèõ òèï³â ðîçâ’ÿç-
ê³â ð³âíÿííÿ (11). Ñàìå ïðè öèõ kd , äå 1iν = , âèíèêàþòü éîãî ³íø³ ðîçâ’ÿç-

êè, ÿê³ ìàþòü ôàçîâ³ ÄÍ arg ( )f ξ , â³äì³íí³ â³ä íóëüîâî¿. 

Âèñíîâêè. Çàïðîïîíîâàíèé àíàë³òèêî-÷èñåëüíèé ï³äõ³ä ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷³ ñèíòåçó õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè òà äîñë³äæåííÿ â³äïîâ³äíîãî íåë³í³éíî-
ãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ äàþòü ìîæëèâ³ñòü â³äïîâ³ñòè íà ïèòàííÿ, ïîâ’ÿçà-
í³ ç íåºäèí³ñòþ ðîçâ’ÿçê³â öüîãî ð³âíÿííÿ òà ¿õ ãàëóæåííÿì. 
 Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü ðîçâ’ÿçóâàííÿ íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ äî-
çâîëÿº îòðèìóâàòè ð³çí³ òèïè ðîçâ’ÿçê³â. Öå º âàæëèâèì ÿê äëÿ êðàùîãî 
íàáëèæåííÿ äî çàäàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ÄÍ, òàê ³ äëÿ îòðèìàííÿ òàêèõ êîåô³ö³-
ºíò³â çáóäæåííÿ õâèëåâîä³â na , ÿê³ º çðó÷í³øèìè äëÿ ïðàêòè÷íî¿ ðåàë³-

çàö³¿. 
 Óçàãàëüíåííÿ ïîñòàíîâêè ö³º¿ ïðîáëåìè âèìàãàº, íàñàìïåðåä, ïåðåõîäó 
äî òðèâèì³ðíî¿ ìîäåë³ õâèëåâîäíî¿ ðåø³òêè òà âðàõóâàííÿ âåêòîðíîãî õà-
ðàêòåðó åëåêòðîìàãí³òíîãî ïîëÿ ó ïðÿì³é çàäà÷³. Äîñë³äæåííÿ òåîðåòè÷íèõ 
ïèòàíü, ïîâ’ÿçàíèõ ç íåºäèí³ñòþ ðîçâ’ÿçê³â â³äïîâ³äíèõ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü ³ 
ãàëóæåííÿì öèõ ðîçâ’ÿçê³â, âèìàãàº ðîçâèíåííÿ â³äïîâ³äíèõ àíàë³òèêî-÷è-
ñåëüíèõ ìåòîä³â, ÿê³ çàïðîïîíîâàíî â [3, 13]. 
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СИНТЕЗ ЛИНЕЙНОЙ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ С ВОЛНОВОДНЫМИ ИЗЛУЧАТЕЛЯМИ 
 
Â âàðèàöèîííîé ïîñòàíîâêå ðàññìîòðåíà çàäà÷à ñèíòåçà âîëíîâîäíîé àíòåííîé 
ðåøåòêè ïî çàäàííîé àìïëèòóäíîé äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè. Ïðè ðåøåíèè 
ïðÿìîé çàäà÷è ó÷èòûâàåòñÿ âçàèìîâëèÿíèå îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ðåøåòêè. Ïðî-
âåäåíî èññëåäîâàíèå ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóþùåãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ. Ïîëó÷åíî 
ëèíåéíîå óðàâíåíèå, èññëåäîâàíèå êîòîðîãî äàåò âîçìîæíîñòü ðàññìîòðåòü âî-
ïðîñû íååäèíñòâåííîñòè è âåòâëåíèÿ ðåøåíèé. Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåí-
íûõ ðàñ÷åòîâ. 
 
LINEAR ANTENNA ARRAY SYNTHESIS, CONSISTING OF WAVEGUIDE RADIATORS 
 
The synthesis problem of waveguide antenna array according to the prescribed 
amplitude radiation pattern in the variational statement is considered The mutual 
coupling of separate array elements is taken into account in the process of solution of 
the direct problem. The investigation of solution of the corresponding nonlinear 
equation is carried out. The linear equation is obtained; investigation of this equation 
allows to consider the questions of non-uniqueness and branching of solutions. The 
results of numerical calculations are presented. 
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