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СТРУКТУРА РОЗВ’ЯЗКІВ ЗАДАЧІ СИНТЕЗУ МІКРОСМУЖКОВОЇ РЕШІТКИ 
ЗА ЗАДАНОЮ АМПЛІТУДНОЮ ДІАГРАМОЮ НАПРЯМЛЕНОСТІ 
 

Äîñë³äæåíî çàãàëüíó ñòðóêòóðó ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿí-
íÿ, ÿêå âèíèêàº â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïðîåêòóâàííÿ ì³êðîñìóæêîâèõ àí-
òåííèõ ðåø³òîê, ó âèïàäêó, êîëè â óìîâàõ çàäà÷³ çàäàþòüñÿ âèìîãè ëèøå äî 
àìïë³òóäíî¿ ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ çàäà÷ öüîãî êëàñó 
õàðàêòåðíèì º ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â, ÿêå çàëåæèòü â³ä âåëè÷èíè ô³çè÷íèõ 
ïàðàìåòð³â ðåø³òêè òà âëàñòèâîñòåé çàäàíî¿ àìïë³òóäíî¿ ä³àãðàìè íà-
ïðÿìëåíîñò³. Îòðèìàíî ð³âíÿííÿ äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ãàëóæåííÿ òà 
àíàë³òè÷íå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³. Öå äîçâîëÿº 
ëîêàë³çóâàòè ³ñíóþ÷³ ðîçâ’ÿçêè, ùî çíà÷íî ñïðîùóº çíàõîäæåííÿ ïîâíèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ÷èñåëüíèìè ìåòîäàìè. 

 
1. Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ çàäà÷ àíàë³çó òà ñèíòåçó ì³êðîñìóæêîâèõ 

àíòåííèõ ðåø³òîê. Ðîçãëÿíåìî ì³êðîñìóæêîâó àíòåííó ðåø³òêó (ÌÑÀÐ) ç 
2 1N M= +  ³äåíòè÷íèõ ³ îäíàêîâî îð³ºíòîâàíèõ ïðÿìîêóòíèõ âèïðîì³íþâà-

÷³â äîâæèíè   ³ øèðèíè d  (ðèñ. 1à). Ââåäåìî äåêàðòîâó é çâ’ÿçàíó ç íåþ 
ñôåðè÷íó ñèñòåìè êîîðäèíàò, ïî÷àòîê ÿêèõ ñï³âïàäàº ç ïëîùèíîþ ³äåàëüíî 
ïðîâ³äíîãî åêðàíó, à â³ñü OZ  º ïåðïåíäèêóëÿðíîþ äî ö³º¿ ïëîùèíè. Âèïðî-
ì³íþâà÷³, ïî ÿêèõ ïðîò³êàº ñòðóì, º ³äåàëüíî ïðîâ³äíèìè íåñê³í÷åííî òîí-
êèìè ä³ëÿíêàìè, ðîçì³ùåíèìè íà ïîâåðõí³ ìàãí³òîä³åëåêòðèêà ó ïëîùèí³ 
z h= . Ìàãí³òîä³åëåêòðèê (îáëàñòü 1) ³ âåðõí³é ï³âïðîñò³ð (îáëàñòü 2) ìàþòü 
â³äïîâ³äí³ ïîñò³éí³ ä³åëåêòðè÷íó ε  ³ ìàãí³òíó µ  ïðîíèêíîñò³. 
 Øèðîêîãî çàñòîñóâàííÿ ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷ àíàë³çó ÌÑÀÐ íàáóâ 
ñïåêòðàëüíèé ìåòîä, ðîçâèíóòèé, çîêðåìà, ó ðîáîòàõ [5, 10, 11]. Äëÿ ñòâî-
ðåííÿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ àíòåííî¿ ðåø³òêè çàñòîñîâóþòü â³äïîâ³äí³ ñïðî-
ùåííÿ, çîêðåìà, ïðèéìàþòü, ùî ãóñòèíà ïîâåðõíåâîãî ñòðóìó º â³äîìîþ ³ 
çàäàºòüñÿ ïåâíîþ ôóíêö³ºþ. Ìîæëèâ³ñòü âèêîðèñòàííÿ òàêîãî íàáëèæåííÿ 
âèïëèâàº ç òîãî, ùî ì³êðîñìóæêîâèé âèïðîì³íþâà÷ º ðåçîíàíñíîþ ñèñòå-
ìîþ é åôåêòèâíî âèïðîì³íþº íà ò³é ÷àñòîò³, ÿêà º ðåçîíàíñíîþ äëÿ îáëàñò³ 
ï³äêëàäêè ì³æ åêðàíîì ³ âèïðîì³íþâà÷åì. Ïðè öüîìó âçàºìíèé âïëèâ âè-
ïðîì³íþâà÷³â çì³íþº ëèøå êîìïëåêñí³ àìïë³òóäè ñòðóì³â, àëå íå çì³íþº 
ãóñòèíè ïîâåðõíåâèõ ñòðóì³â.  
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Рис. 1 
Ðîçãëÿíåìî îêðåìèé ì³êðîñìóæêîâèé âèïðîì³íþâà÷ (ðèñ. 1á) ó ëîêàëü-

í³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò n n nX O Y′ ′ ′ . Ïîêëàäåìî, ùî òî÷êà nO′  ëåæèòü ó ïëîùèí³ 

XOY  ³ ìàº êîîðäèíàòè ( , )n nx y . Áóäåìî ââàæàòè, ùî â óìîâàõ, áëèçüêèõ äî 

ðåçîíàíñíèõ, ïîâåðõíåâà ãóñòèíà ñòðóìó â³äîìà é âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ 

 ( , ) ( , ) ( , )n n n x n n x y n n yx y J x y J x y′ ′ ′ ′ ′ ′= +J i i . 

 Ãóñòèíà ïîâåðõíåâîãî ñòðóìó â ïëîùèí³ ðåø³òêè º ñóìîþ ïîâåðõíåâèõ 
ãóñòèí, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü îêðåìèì âèïðîì³íþâà÷àì. Íà ö³é ï³äñòàâ³ çã³äíî ç 
[5] îäåðæóºìî âèðàçè äëÿ ñïåêòðàëüíî¿ ãóñòèíè ñòðóìó àíòåííî¿ ðåø³òêè 
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äå 1 2 1 2,  ;  sin cos ,  sin sinx yks ks s s= = = ϑ ϕ = ϑ ϕæ æ  – óçàãàëüíåí³ êóòîâ³ 

êîîðäèíàòè; ,  x yJ J   – ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º ïîâåðõíåâî¿ ãóñòèíè ñòðóìó; nI  

– êîìïëåêñíà àìïë³òóäà ñòðóìó íà n -ìó âèïðîì³íþâà÷³. Ñóìàðíèé âåêòîð 

ñïåêòðàëüíî¿ ãóñòèíè ñòðóìó äîð³âíþº J J⊥ ⊥= +J i i    , äå ,  ⊥i i   – îäè-

íè÷í³ îðòè ïðîåêö³¿ õâèëüîâîãî âåêòîðà æ  íà ïëîùèíó XOY , ïðè÷îìó  
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yx
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r r

⊥= + = × = +i i i i i i ææ
æ æ æ

æ æ
[ ] . 

Âåêòîðíà ä³àãðàìà íàïðÿìëåíîñò³ (ÄÍ) ðåø³òêè â óçàãàëüíåí³é ñèñòåì³ 
êîîðäèíàò ìàº âèãëÿä 
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 ßêùî êîìïëåêñí³ àìïë³òóäè ñòðóì³â íà âèïðîì³íþâà÷àõ , ,nI n M M= − ÷  

º â³äîìèìè, òî ñï³ââ³äíîøåííÿ (1)–(4) äîçâîëÿþòü îá÷èñëþâàòè âñ³ çîâí³øí³ 



153 

õàðàêòåðèñòèêè ðåø³òêè, çîêðåìà, òàê³, ÿê ôîðìà ä³àãðàìè íàïðÿìëåíîñò³, 
ð³âåíü áîêîâèõ ïåëþñòîê, êîåô³ö³ºíò íàïðÿìëåíî¿ ä³¿, íàïðÿìîê ãîëîâíîãî 
ìàêñèìóìó, ïîòóæí³ñòü, ùî âèïðîì³íþºòüñÿ ó â³ëüíèé ïðîñò³ð, òà ³í.  

 Ïîêëàäàþ÷è 0ε >  ó âèðàçàõ (3) ³ âðàõîâóþ÷è, ùî 1 2 1 2( , ),  ( , )x yJ s s J s s   º 

íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè ñâî¿õ àðãóìåíò³â, ïåðåêîíóºìîñü, ùî ïðè 
2 2
1 2 1s s+ ≤  ôóíêö³¿ 1 2 1 2( , ),  ( , )s s s s⊥ψ ψ   º íåïåðåðâíèìè. Çâ³äñè âèïëèâàº ¿õ 

³íòåãðîâí³ñòü ç êâàäðàòîì. Ôîðìóëó (2) áóäåìî ðîçãëÿäàòè ÿê ðåçóëüòàò ä³¿ 

ë³í³éíîãî îïåðàòîðà A  ç êîìïëåêñíîãî ñê³í÷åííîâèì³ðíîãî ïðîñòîðó N  ó 
êîìïëåêñíèé ñê³í÷åííîâèì³ðíèé ïðîñò³ð âåêòîðíîçíà÷íèõ íåïåðåðâíèõ 

ôóíêö³é ³ç áàçèñîì 1 2( )
1 2( , )n n Mik x s y s

n M
e s s+

=−ψ{ } . Î÷åâèäíî, ùî îïåðàòîð A  º 

ö³ëêîì íåïåðåðâíèì [3], à ìíîæèíà éîãî çíà÷åíü ( )R A  íàëåæèòü âåêòîðíî-

çíà÷íîìó ïðîñòîðó êîìïëåêñíèõ íåïåðåðâíèõ íà êîìïàêò³ 2G ⊂   ôóíêö³é 

( ) ( ) ( )G C G C G= ⊕C . Ó ïðîñòîð³ ( )GC  ââåäåìî ñåðåäíüîêâàäðàòè÷íó ìåòðè-
êó, ÿêà ïîðîäæóºòüñÿ ñêàëÿðíèì äîáóòêîì 

 1 2 1 2 1 2( , ) , ,f f f f⊥ ⊥= + =f f  ( ) ( )  

 1 1 2 2 1 2 1 1 2 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )
G

f s s f s s f s s f s s ds ds⊥ ⊥ = ⋅ + ⋅  ∫∫    

òà â³äïîâ³äíîþ éîìó íîðìîþ  

 (2) (2) (2)
( ) ( ) ( )

1/2
(2) (2)

( , )
G G G

C C
f f⊥ = = + 

 Cf f f  , 

³ ïîçíà÷àòèìåìî éîãî íàäàë³ ÷åðåç (2) (2) (2)
( ) ( ) ( )G G G

C C= ⊕C . 

 Ñêàëÿðíèé äîáóòîê ³ íîðìó ó ïðîñòîð³ N
IH =   ââîäèìî òàê: 

 
1/2

(1) (2) 2
1 2( , ) ,        

I I

M M

H n n nH
n M n M

I I I
=− =−

 = =  
 ∑ ∑I I I . 

 Çàçíà÷èìî, ùî àìïë³òóäíî-ôàçîâèé ðîçïîä³ë ñòðóì³â íà âèïðîì³íþâà-
÷àõ 1, , ,M M MI I I− − +=I { }  îäíîçíà÷íî çâ’ÿçàíèé ç âåêòîðîì ñòîðîíí³õ íà-

ïðóã íà âõîäàõ âèïðîì³íþâà÷³â 1, , ,M M M IU U U H− − += ∈U { }  ìàòðèöåþ 

âçàºìíèõ îïîð³â Z  òàêèì ñï³ââ³äíîøåííÿì [5]: 

 ( ) =Z I U . (5) 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è öþ ñèñòåìó, îäåðæóºìî çàëåæí³ñòü êîìïëåêñíèõ àìïë³òóä 
ñòðóì³â íà âèïðîì³íþâà÷àõ â³ä âõ³äíèõ íàïðóã: 

 1( )−=I Z U , 

ÿêà ñóì³ñíî ç³ ñï³ââ³äíîøåííÿìè (2)–(4) äîçâîëÿº îá÷èñëþâàòè ÄÍ ðåø³òêè 
ç óðàõóâàííÿì âçàºìíîãî âïëèâó âèïðîì³íþâà÷³â ³ ðîçâ’ÿçóâàòè çàäà÷³ êîí-
ñòðóêòèâíîãî ñèíòåçó. 
 Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ñèíòåçó ì³êðîñìóæêîâî¿ àíòåííî¿ ðåø³òêè ç 

2 1N M= +  âèïðîì³íþâà÷³â, ïîêëàäàþ÷è, ùî ¿¿ åëåìåíòè ðîçì³ùåí³ âçäîâæ 

îñ³ OY . Íåõàé íåîáõ³äíà àìïë³òóäíà ÄÍ 
1/22 2( ) ( ) ( )Q F Q F Q⊥= +F ( ) ( )[ ]  

çàäàíà ñâî¿ìè êîìïîíåíòàìè ( ),  ( )F Q F Q⊥   – íåïåðåðâíèìè íåâ³ä’ºìíèìè 

ôóíêö³ÿìè ç êîìïàêòíèì íîñ³ºì 2G ⊂  , äå 1 2( , )Q s s= . 
 Çàäà÷à ñèíòåçó ïîëÿãàº ó ì³í³ì³çàö³¿ ö³ëüîâî¿ ôóíêö³¿ [9] 
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IH =  . Ð³âíÿííÿ Åéëåðà äëÿ ôóíêö³¿ Fα

σ  º ñèñòåìîþ íåë³-

í³éíèõ ð³âíÿíü â³äíîñíî âåêòîðà I : 

 ( , )2( ) m n
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ik P P Q
n m

m M G

I I Q e dQ−

=−

α = − ψ +∑ ∫∫  

 

( , )arg
( , )( ) ( ) ( ) ( )

M
ik P Qm

m
n m M

i I e
ik P Q

G

F Q Q F Q Q e e dQ=−−⊥ ⊥
∑

 + ψ + ψ  ∫∫   , (7) 

äå 1 2( , ) ( ) ( ) ,   m n m n m nP P Q x x s y y s n M M− = − + − = − ÷ . 

 Îñê³ëüêè îïåðàòîð A , îçíà÷åíèé ôîðìóëîþ (2), º ö³ëêîì íåïåðåðâíèì, 
òî äëÿ ôóíêö³îíàëà (6) ñïðàâäæóþòüñÿ óìîâè òåîðåìè 2 ç [8], çã³äíî ç ÿêîþ 

ó ïðîñòîð³ N  ³ñíóº ïðèíàéìí³ îäíà òî÷êà ∗I , íà ÿê³é ôóíö³îíàë (6) íà-
áóâàº àáñîëþòíîãî ì³í³ìóìó. ×åðåç òå ùî ñèñòåìà ð³âíÿíü (7) îäåðæàíà ç 
íåîáõ³äíî¿ óìîâè ì³í³ìóìó ôóíêö³îíàëà, òî âîíà ìàº ïðèíàéìí³ îäèí ðîç-
â’ÿçîê. 
 Äëÿ äîñë³äæåííÿ ê³ëüêîñò³ òà ÿê³ñíèõ õàðàêòåðèñòèê ³ñíóþ÷èõ ðîç-
â’ÿçê³â ïåðåéäåìî â³ä ñèñòåìè (7) äî åêâ³âàëåíòíîãî ¿é ³íòåãðàëüíîãî ð³â-
íÿííÿ. Ïîä³ÿâøè íà îáèäâ³ ñòîðîíè ð³âíÿííÿ (7) îïåðàòîðîì A  òà âðà-
õîâóþ÷è, ùî ìíîæèíà íóë³â öüîãî îïåðàòîðà ñêëàäàºòüñÿ ò³ëüêè ç íóëüî-
âîãî åëåìåíòà, îäåðæóºìî íåë³í³éíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ â³äíîñíî ìíîæíè-
êà ñèíòåçîâàíî¿ ÄÍ ( )f QΣ : 

 
2
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f Q Q Q Q k f Q dQΣ Σ
′ ′ ′ ′α = − +∫∫ K  

 arg ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( , ; ) i f Q

G

F Q Q F Q Q Q Q k e dQΣ ′⊥ ⊥′ ′ ′ ′ ′ ′+ ψ + ψ∫∫ K [ ] , (8) 

äå ( , )
1 1 2 2( , ; ) ,   ( , ) ( ) ( )m

M
ik P Q Q

m m m
m M

Q Q k e P Q Q x s s y s s
′−

=−

′ ′ ′ ′= − = − + −∑K . Ïî-

êëàäåìî, ùî 1 2 1 1 2 2( , ) : 1,  1G s s s a s a= ≤ ≤ ≤ ≤{ } , à ðåø³òêà º åêâ³äèñ-

òàíòíîþ ç â³äñòàííþ ì³æ âèïðîì³íþâà÷àìè yd  ïî îñ³ OY  òà àáñöèñàìè 

âèïðîì³íþâà÷³â 0,  nx n M M= = − ÷ . Ââåäåìî ïàðàìåòð yc k d= . Ó öüîìó 

âèïàäêó îòðèìóºìî ôîðìóëó äëÿ âèçíà÷åííÿ ÿäðà ( , ; )Q Q k′K :  

 ( )
sin ( )

2( , ; )
sin ( )

2

M
icn s s

r
n M

cN s s
s s c e

c s s

′−

=−

′−
′ = ≡

′−
∑K . (9) 

 Ââåäåìî ïîçíà÷åííÿ 

 
1

1

2
1 2 1 2 1( ) ( , )

a

a

p s s s ds
−

= ∫  , (10) 

 
1

1

2 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )
a

a

p s F s s s s F s s s s ds⊥ ⊥

−

 = ψ + ψ ∫   . (11) 
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Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (9)–(11) ð³âíÿííÿ (8) íàáóâàº âèãëÿäó 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( )
a

r
a

f s p s s s c f s dsΣ Σ
−

′ ′ ′ ′α = − +∫ K  

 
2

2

2arg ( )
2 2 2 2 2( ) ( , ; )

a
i f s

r
a

p s s s c e dsΣ ′

−

′ ′ ′+ ∫ K . (12) 

 Çà çíàéäåíèìè ðîçâ’ÿçêàìè öüîãî ð³âíÿííÿ îïòèìàëüíèé àìïë³òóäíî-
ôàçîâèé ðîçïîä³ë ñòðóì³â ó ðåø³òö³ îá÷èñëþºìî çà ôîðìóëîþ  

 
2 2 ,( )1 ( ) ( ) ( ) nik P Q

n

G

I Q Q f Q e dQ−⊥
Σ= − ψ + ψ +

α ∫∫ [ ]  

 (arg ( ) ( , ))1 ( ) ( ) ( ) ( ) ni f Q k P Q

G

F Q Q F Q Q e dQΣ −⊥ ⊥+ ψ + ψ
α ∫∫  [ ] , 

 n M M= − ÷ . (13) 

 Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷ó ñèíòåçó ë³í³éíî¿ ÌÑÀÐ çâåäåíî äî çíàõîäæåííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â íåë³í³éíîãî ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (12). Íàâåäåìî äåÿê³ 
âëàñòèâîñò³ öèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ íåñêëàäíî ïåðåâ³ðèòè: 

 1°. ßêùî 2( )f s
∗Σ  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (12), òî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåíà 

ôóíêö³ÿ 2( )f s
∗Σ  òàêîæ º éîãî ðîçâ’ÿçêîì. 

 2°. ßêùî 2( )f s
∗Σ  – ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (12), òî 2( )ie f s

∗

β
Σ , äå β  − äîâ³ëüíà 

ä³éñíà ñòàëà, – òàêîæ éîãî ðîçâ’ÿçîê, òîáòî ³ñíóº îäíîïàðàìåòðè÷íà 
ñ³ì’ÿ ðîçâ’ÿçê³â. 

 3°. ßêùî ôóíêö³¿ ,  ,  ,  F F⊥ ⊥ψ ψ   çàäîâîëüíÿþòü óìîâè  

 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ),            ( , ) ( , )F s s F s s F s s F s s⊥ ⊥− = − =  , (14) 

 1 2 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ,       ( , ) ( , )s s s s s s s s⊥ ⊥ψ − = ψ ψ − = ψ  , (15) 

òî 1 2( )p s  ³ 2 2( )p s  – ïàðí³ ôóíêö³¿, à ³íòåãðàëüí³ îïåðàòîðè ó ïðàâ³é 

÷àñòèí³ (12) º ³íâàð³àíòíèìè â³äíîñíî òèïó ïàðíîñò³ ôóíêö³¿ 2arg ( )f sΣ . 

 Ðîçãëÿíåìî ð³âíÿííÿ (12) ó ïðîñòîð³ ä³éñíèõ íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é 

2 2,C a a−[ ] : 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( )
a

r
a

f s p s s s c f s dsΣ Σ
−

′ ′ ′ ′α = − +∫ K  

 
2

2

2 2 2 2 2 2( ) ( , ; ) sgn ( )
a

r
a

p s s s c f s dsΣ
−

′ ′ ′ ′+ ∫ K .  (16) 

Âèêîíàâøè ó (16) çàì³íó 

 1 2 2 2( ) ( ) ( )p s f s f sΣ Σ=  , (17) 

îäåðæóºìî ð³âíÿííÿ 
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2

2

2 2 2 2 2( ) ( , ; ) ( )
a

a

f s s s c f s dsΣ Σ
−

′ ′ ′α + =∫ K    

 
2

2

1 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) sgn ( )
a

r
a

p s p s s s c f s dsΣ
−

′ ′ ′ ′= ∫ K  ,  (18) 

äå 
2 2

2 2

2 2 1 2 1 2

( )
2

( )
2

sin
( , ; ) ( ) ( )

sin

cN s s

c s s
s s c p s p s

′−

′−
′ ′= ⋅K  – ä³éñíå ñèìåòðè÷íå ÿäðî. 

Çàçíà÷èìî, ùî ë³í³éíèé îïåðàòîð ó ð³âíÿíí³ (18) 

 
2

2

1 2 2 2 2( , ; ) ( )
a

a

A f s s c f s dsΣ Σ
−

′ ′ ′= ∫ K    

º äîäàòíèì, îñê³ëüêè º äîäàòíîþ äëÿ äîâ³ëüíîãî 0f ≠  éîãî êâàäðàòè÷íà 
ôîðìà: 

 
2 2

2 2

1 2 2 2 2 2 2( , ) ( , ; ) ( ) ( )
a a

a a

A f f s s c f s f s ds ds
− −

′ ′ ′= =∫ ∫ K  

 
2 2

2 2

2 2

2 2

1 2 1 2 2 2 2 2

( )
2

( )
2

sin
( ) ( ) ( ) ( )

sin

a a

a a

cN s s

c s s
p s p s f s f s ds ds

− −

′−

′−
′ ′ ′= ⋅ =∫ ∫  

 
2

2

2

2

1 2 2 2( ) ( ) 0
aM

icns

n M a

p s e f s ds
=− −

= >∑ ∫ . 

 Çã³äíî ç îçíà÷åííÿì äîäàòíîãî îïåðàòîðà [2, 4] îïåðàòîð 1A  º ³íâàð³-

àíòíèì â³äíîñíî êîíóñà íåâ³ä’ºìíèõ ôóíêö³é ó ïðîñòîð³ 2 2,C a a−[ ] . Çâ³äñè 
âèïëèâàº ìîæëèâ³ñòü ³ñíóâàííÿ íåâ³ä’ºìíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ (18). Ä³é-

ñíî, ïîêëàäàþ÷è ó (18) 2sgn ( ) 1f sΣ
′ ≡ , îäåðæóºìî ë³í³éíå ³íòåãðàëüíå ð³â-

íÿííÿ Ôðåäãîëüìà äðóãîãî ðîäó 

 
2 2

2 2

2 2 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2( ) ( , ; ) ( ) ( ) ( ) ( , ; )
a a

r
a a

f s s s c f s ds p s p s s s c dsΣ Σ
− −

′ ′ ′ ′ ′ ′α + =∫ ∫K K   , 

ó ÿêîìó â³äîìà ôóíêö³ÿ 
2

2

2 1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( ) ( , ; )
a

r
a

S s p s p s s s c ds
−

′ ′ ′= ∫ K  º äîäàòíîþ. 

Îñê³ëüêè 1A  − äîäàòíèé ³íòåãðàëüíèé îïåðàòîð ³ç ñèìåòðè÷íèì ÿäðîì K , 
òî âñ³ éîãî âëàñí³ çíà÷åííÿ º ä³éñíèìè é äîäàòíèìè. Âíàñë³äîê öüîãî îäíî-
ð³äíå ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ  

 
2

2

2 2 2 2 2( ) ( , ; ) ( )
a

a

f s s s c f s dsΣ Σ
−

′ ′ ′− α = ∫ K    

ìàº ëèøå òðèâ³àëüíèé ðîçâ’ÿçîê ÷åðåç òå, ùî ïàðàìåòð 0− α <  ³ íå ìîæå 

ñï³âïàäàòè í³ ç îäíèì ³ç âëàñíèõ çíà÷åíü îïåðàòîðà 1A . Òàêèì ÷èíîì, çã³ä-
íî ç [2, 4] ð³âíÿííÿ 

 
2

2

2 2 2 2 2 2( ) ( , ; ) ( ) ( )
a

a

f s s s c f s ds S sΣ Σ
−

′ ′ ′α + =∫ K    
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ïðè äîâ³ëüíîìó 0α >  ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê ó êëàñ³ íåâ³ä’ºìíèõ ôóíêö³é, 

ÿêèé íàäàë³ ïîçíà÷èìî ÷åðåç 
1 2( )f sΣ

 . Îñê³ëüêè ÿäðî 2 2( , ; )K s s c′  – âèðîäæå-

íå, òî ðîçâ’ÿçîê 
1 2( )f sΣ

  çíàõîäèìî, çîêðåìà, ó âèãëÿä³ ë³í³éíî¿ êîìá³íàö³¿ 

ïîñë³äîâíîñò³ ôóíêö³é 2
1 2( )

Micns

n M
p s e

=−
{ } . Êð³ì òîãî, ÿêùî âèêîíóþòüñÿ 

óìîâè (14), (15), òî 
1 2( )f sΣ

  – ïàðíà ôóíêö³ÿ. 

 Ïîðÿä ³ç ðîçâ’ÿçêîì 
1 2( )f sΣ

  íåë³í³éíå ð³âíÿííÿ (18) ìàº ùå îäèí ä³éñ-

íèé ðîçâ’ÿçîê 
2 2( )f sΣ

 , ÿêèé ó äåÿêèõ òî÷êàõ â³äð³çêà 2 2,a a−[ ]  ïåðåõîäèòü 

÷åðåç íóëü. ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè (14), (15), òî 2 0s =  – òî÷êà ïåðåõîäó 

ôóíêö³¿ 
2 2( )f sΣ

  ÷åðåç íóëü ³ 
2 2( )f sΣ

  – íåïàðíà ôóíêö³ÿ.  

 Îòæå, çã³äíî ç (17) ä³éñíèìè ðîçâ’ÿçêàìè íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ (12) ó 
ïðîñòîð³ 2 2,C a a−[ ]  º ôóíêö³¿ 

 
1 1 2 22 2 1 2 2 2 1 2( ) ( ) ( ),         ( ) ( ) ( )f s f s p s f s f s p sΣ Σ Σ Σ= = / / , 

ÿê³ íàäàë³ íàçèâàòèìåìî â³äïîâ³äíî ïåðâèííèìè ðîçâ’ÿçêàìè ïåðøîãî é 
äðóãîãî òèï³â. 

 2. Ïðî ñòðóêòóðó ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ñèíòåçó. Àíàëîã³÷í³, ÿê ó [1, 6, 7], 
äîñë³äæåííÿ ïîêàçóþòü, ùî äëÿ ð³âíÿííÿ (12) º õàðàêòåðíèì ãàëóæåííÿ 
ðîçâ’ÿçê³â çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà yc kd= , ÿêèé ðàçîì ç ÷èñëîì M  õàðàê-

òåðèçóº åëåêòðè÷í³ ðîçì³ðè ðåø³òêè. Çàçíà÷èìî, ùî âëàñòèâîñò³ â³äãàëóæó-
íèõ ðîçâ’ÿçê³â çàëåæàòü ÿê â³ä âåëè÷èíè ïàðàìåòðà c , òàê ³ â³ä âëàñòèâîñ-

òåé ôóíêö³é ,  ,  ,  F F⊥ ⊥ψ ψ  . Âèêîðèñòîâóþ÷è ìåòîäèêó, ðîçâèíóòó â 
ðîáîòàõ [6, 7], îïèñ âëàñòèâîñòåé â³äãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â íàâåäåìî, îïóñêà-
þ÷è ïðîì³æí³ ïåðåòâîðåííÿ. 

Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó ãàëóæåííÿ ïåðâèííîãî ðîçâ’ÿçêó ïåðøîãî òèïó 

1 2( )f sΣ . Ïîêëàäàþ÷è ó ð³âíÿíí³ (12) 2 2 2( ) ( ) ( )f s u s iv sΣ = + , ïåðåéäåìî äî 

åêâ³âàëåíòíî¿ éîìó ñèñòåìè: 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( )
a

r
a

u s p s s s c u s ds
−

′ ′ ′ ′α = − +∫ K  

 
2

2

2
2 2 2 2 22 2

2 2

( )
( ) ( , ; )

( ) ( )

a

r
a

u s
p s s s c ds

u s v s−

′
′ ′ ′+

′ ′+
∫ K , 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( )
a

r
a

v s p s s s c v s ds
−

′ ′ ′ ′α = − +∫ K  

 
2

2

2 2
2 2 2 2 2 2

2 2

( )
( ) ( , ; )

( ) ( )

a

r
a

v s
p s s s c ds

u s v s−

′
′ ′ ′+

′ ′+
∫ K . (19) 

Íåõàé  

 
12 2 2 2 2,      ( ) ( , ) ( ),     ( ) 0 ( )l lc c u s f s c w s v s sΣ= + µ = + = + ω , 

äå lc  – òî÷êè ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ; 2 2( ), ( )w s sω  – øóêàí³ ìàë³ ðîçâ’ÿçêè, 

òîáòî 2 2( ) ( )( ) 0,  ( ) 0C G C G
w s s→ ω →  ïðè 0µ → . Ðîçêëàäàþ÷è ï³ä³íòåã-

ðàëüí³ ôóíêö³¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü (19) ó ð³âíîì³ðíî çá³æí³ ðÿäè çà ñòåïåíÿìè 
( )w s , ( )sω  ³ µ , îäåðæóºìî ñèñòåìó äâîõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
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äëÿ çíàõîäæåííÿ ìàëèõ ðîçâ’ÿçê³â ( ), ( )w s sω : 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( ) ( , )
a

r l l
a

w s p s s s c w s ds a s c
−

′ ′ ′ ′α = − + µ +∫ K  

 
2

2

2 2 2 2 2
2

( , ; ) ( ) ( )
a

p m n
mnp l

m n p a

A s s c w s s ds
∞

+ + ≥ −

′ ′ ′ ′+ µ ω∑ ∫ , (20) 

 
2

2

1
1

2
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ; )

( , )

a

l r l
la

s
s p s p s f s c s s c ds

f s cΣ
Σ−

′ω′ ′ ′ ′ ′αω = − +′∫ K[ ]  

 
2

2

2 2 2 2 2
2

( , ; ) ( ) ( )
a

p m n
mnp l

m n p a

B s s c w s s ds
∞

+ + ≥ −

′ ′ ′ ′+ µ ω∑ ∫ , (21) 

äå 
2

2

2 001 2 2 2( , ) ( , ; )
a

a

a s c A s s c ds
−

′ ′= ∫ . Ó ð³âíÿííÿõ (20), (21) â³äì³ííèìè â³ä òîòîæ-

íîãî íóëÿ ïðè 3m n p+ + ≤  º êîåô³ö³ºíòè:     001 101 020 002 120,  ,  ,  ,  A A A A A ; 

011 110 012 210 030 111,  ,  ,  ,  ,  B B B B B B . Íåîáõ³äí³ ç íèõ äëÿ çàïèñó â³äãàëóæåíèõ 

ðîçâ’ÿçê³â ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 
1001 2 2 2 2 1 2 2( , ; ) ( ) ( ) ( , )l lA s s c p s p s f s cΣ

′ ′ ′ ′= − ×[ ]  

 

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2
2 2

( ) ( )
cos

2 2
( )

sin
2

( ) ( )
( , ; ) ctg

2 2

l

l

l
r l

N s s Nc s s

c s s

s s c s s
s s c

′ ′− −

′−

 ′ ′− − ′× − 
  

K , 

 

1

020 2 2 2 22
2

( )1( , ; ) ( , ; )
2 ( , )

l r l
l

F s
A s s c s s c

f s cΣ

′′ ′= −
′

K ; 

 

1

2 2
110 2 2 2 22

2

( )
( , ; ) ( , ; )

( , )
l r l

l

p s
B s s c s s c

f s cΣ

′
′ ′= −

′
K , 

 
1

2 2
011 2 2 001 2 2

2

( )
( , ; ) ( , ; )

( , )l l
l

p s
B s s c A s s c

f s cΣ

′
′ ′= − ′ , 

 

1

030 2 2 2 23
2

( )
( , ; ) ( , ; )

2 ( , )
l r l

l

F s
B s s c s s c

f s cΣ

′′ ′= −
′

K . 

 Ë³í³éíà ñèñòåìà ð³âíÿíü, îäåðæàíà íà îñíîâ³ ñèñòåìè (20), (21), ìàº 
âèãëÿä 

 
2

2

2 1 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ; ) ( )
a

r l
a

w s p s s s c w s ds
−

′ ′ ′ ′α = − ∫ K , (22) 

 
2

2

1
1

2
2 2 2 1 2 2 2 2 2

2

( )
( ) ( ) ( ) ( , ) ( , ; )

( , )

a

l r l
la

s
s p s p s f s c s s c ds

f s cΣ
Σ−

′ω′ ′ ′ ′ ′αω = − ′∫ K[ ] . (23) 

Â³äì³òèìî, ùî ð³âíÿííÿ ö³º¿ ñèñòåìè º íåçâ’ÿçàíèìè ñòîñîâíî íåâ³äîìèõ 
ôóíêö³é, à òîìó ¿õ ðîçâ’ÿçêè ìîæíà çíàõîäèòè äëÿ êîæíîãî ç ð³âíÿíü îêðå-
ìî. Àíàëîã³÷í³, ÿê ó ïîïåðåäíüîìó ïóíêò³, ì³ðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî ïðè 
áóäü-ÿêîìó 0α >  ð³âíÿííÿ (22) ìàº ëèøå òðèâ³àëüí³ ðîçâ’ÿçêè. Çàâäÿêè 
öüîìó çíàõîäæåííÿ òî÷îê ãàëóæåííÿ ïðè ô³êñîâàíîìó çíà÷åíí³ ïàðàìåòðà 
α  çâîäèòüñÿ äî çíàõîäæåííÿ òàêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòðà lc , ïðè ÿêèõ ³ñíó-

þòü â³äì³íí³ â³ä 
1 2( , )lf s cΣ  ³ â³ä òîòîæíîãî íóëÿ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (23). 
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 Çíàéäåìî âëàñí³ ôóíêö³¿ ð³âíÿííÿ (23) ó òî÷êàõ ãàëóæåííÿ ïåðøîãî 

òèïó ( )
1
lc c= . Îñê³ëüêè 

1 2( , )f s cΣ  º ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ (12), òî ñïðàâäæó-

ºòüñÿ òîòîæí³ñòü 

 
2

2

1 12 2 2 1 2 2 2 2 2( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ; )
a

r
a

f s c p s p s f s c s s c dsΣ Σ
−

′ ′ ′ ′ ′α ≡ −∫ K[ ] . (24) 

Çàì³íîþ 
12 2 2( , ) ( ) ( , )h s c s f s cΣ= ω /  ïåðåòâîðèìî ð³âíÿííÿ (23) äî âèãëÿäó 

 
2

2

1 12 2 2 2 1 2 2 2 2 2 2( , ) ( , ) ( ) ( ) ( , ) ( , ; ) ( , )
a

r
a

h s c f s c p s p s f s c s s c h s c dsΣ Σ
−

′ ′ ′ ′ ′ ′α = −∫ K[ ] . (25) 

Âèêîðèñòîâóþ÷è òîòîæí³ñòü (24), íà îñíîâ³ ð³âíÿííÿ (25) îäåðæóºìî 

 
2

2

12 2 1 2 2 2 2 2 2 2( ) ( ) ( , ) ( , ; ) ( , ) ( , ) 0
a

r
a

p s p s f s c s s c h s c h s c dsΣ
−

′ ′ ′ ′ ′ ′− − =∫ K ( )[ ] . (26) 

Áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ïåðåêîíóºìîñü, ùî ïðè äîâ³ëüíîìó c  ð³âíÿííÿ 
(26) çàäîâîëüíÿº ôóíêö³ÿ  

 1 2( , ) consth s c ≡ . (27) 

Äðóãîþ ôóíêö³ºþ, ùî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (26), º ôóíêö³ÿ  

 
( ) ( ) 1

( ) ( )1 2 1 2
2 2 1 1( , ) tg 1 tg

2 2

l l
l lc s c s

h s c
−

 = ⋅ + η 
 

, (28) 

äå ( )
1
lη  – ïàðàìåòð âëàñíî¿ ôóíêö³¿. Òî÷êè ãàëóæåííÿ ( )

1
lc  ³ ïàðàìåòðè ( )

1
lη  

1,2,l =  , îòðèìóºìî ç ñèñòåìè òðàíñöåíäåíòíèõ ð³âíÿíü 

 
2

2

2

1
2 2

1

2 2 1 2 2 2

cos
2

cos sin
2 2

( ) ( ) ( , ) 0
a

a

Ncs

cs cs
p s p s f s c dsΣ

− + η
− ⋅ =∫ [ ] , 

 
2

2

2

1
2 2

1

2 2 1 2 2 2

sin
2

cos sin
2 2

( ) ( ) ( , ) 0
a

a

Ncs

cs cs
p s p s f s c dsΣ

− + η
− =⋅∫ [ ] . (29) 

Îòæå, íà ï³äñòàâ³ ð³âíîñòåé (27), (28) îðòîíîðìîâàíèìè âëàñíèìè ôóíê-

ö³ÿìè ð³âíÿííÿ (23) ó òî÷êàõ ( )
1
lc  º ôóíêö³¿ 

 

( )
1 2

1 1

( )
( ) 1 2
1

( ) ( )
2 1 2 1( ) ( ) ( )

1 2 1 2 2 1 1( ) ( )
1 2

tg
2

1 tg
2

, ,
( , ) ,    ( , )

l

l
l

l l
l l l

l l

c s

c s

f s c f s c
s c s c

d d

Σ Σ

+ η

 
 ϕ = ϕ = ⋅ + γ 
 
 

( ) ( )
,  (30) 

äå ( ) ( ) ( )
1 2 1,  ,  l l ld d γ  – êîíñòàíòè îðòîãîíàëiçàöi¿.  

 ßêùî 1 2 1 2( , ),  ( , )F s s F s s⊥   º ïàðíèìè çà 2s  ôóíêö³ÿìè, òî ( )
1 0lη = , à 

ñèñòåìà (29) çâîäèòüñÿ äî îäíîãî ð³âíÿííÿ 

 
2

2

2

1
2

2 2 1 2 2 2
2

2

cos
( ) ( ) ( , ) 0

cos

a

a

Ncs

cs
p s p s f s c dsΣ

−

− =⋅∫ [ ] . 
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 Îðòîíîðìîâàíèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ñïðÿæåíîãî ç (23) ð³âíÿííÿ  

 
2

2

1

1

2 2 1 2 2
2 2 2 2 2

2

( ) ( ) ( , )
( , ) ( , ; ) ( , )

( , )

a

r
a

p s p s f s c
s c s s c s c ds

f s c
Σ

Σ −

−
′ ′ ′αψ = ψ∫ K  

ó òî÷êàõ ( )
1
lc  º ôóíêö³¿ 

 1

( )
2 2 1 2 2 1( )

1 2 1
1

( ) ( ) ( , )
( , )

l
l

p s p s f s c
s c

d

Σ−
ψ = , 

 

( )
1 2

1

( )
( ) 1 2
1

( )
2 2 1 2 2 1( ) ( )

2 2 1 1( )
2

tg
2

1 tg
2

( ) ( ) ( , )
( , )

l

l
l

l
l l

l

c s

c s

p s p s f s c
s c

d

Σ

+ η

 −  ψ = ⋅ + γ 
 
 

. (31) 

 Âèêîíóþ÷è íàä ñèñòåìîþ íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü (20), (21) àíàëîã³÷í³, ÿê 
ó [6, 7], ïåðåòâîðåííÿ ç âèêîðèñòàííÿì ôóíêö³é (30), (31), îäåðæóºìî (ó 

ïåðøîìó íàáëèæåíí³) âèðàçè äëÿ â³äãàëóæåíèõ ó òî÷êàõ ( )
1
lc  ðîçâ’ÿçê³â 

ð³âíÿííÿ (12) ó âèãëÿä³  

 
11,2

(1) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 1 001 2 1 020 2 1 1( , ) ( , ) ( , ) ( , )l l lf s c f s c s c s c hΣΣ = + α + α µ ±[ ]  

 

( )
1 2

1

( )
1 2

( )
2 1 1/2 3/2

1 1
1 ( )

1

2

2

tg( , )
( )

1 tg

l

l

l

l

c s

c s

f s c
i h O

d
Σ

 
 ± ⋅ + γ µ + µ 
 + η 

, (32) 

äå 

 
2

2

( ) ( ) (1) ( ) ( )
001 2 1 2 1 2 1 1( , ) ( , ) ( , ; ) ( , )

a
l l l l

a

s c a s c R s c a c d
−

α = + τ τ τ∫ , 

 
2

2

( ) (1) ( ) 2 ( )
020 2 1 020 2 2 1 2 2 1 2( , ) ( , ; ) ( , )

a
l l l

a

s c g s s c s c ds
−

′ ′ ′α = ϕ∫ , 

 
2

2

(1) ( ) ( ) (1) ( ) ( )
020 2 2 1 020 2 2 1 2 1 020 2 1( , ; ) ( , ; ) ( , ; ) ( , ; )

a
l l l l

a

g s s c A s s c R s c A s c d
−

′ ′= + τ τ τ∫ , 

(1) ( )
2 2 1, ; )( lR s s c′  – ðåçîëüâåíòà Ôðåäãîëüìà ÿäðà ( )

2 2 1 1 2
1 , ; ( )

( )
( )ls s c p s′ ′

−α
K . Êî-

åôiöiºíò 1h  âèçíà÷àºìî ç â³äïîâ³äíîãî ð³âíÿííÿ ðîçãàëóæåííÿ [6]. 

 Äëÿ ïàðíèõ çà 2s  ôóíêö³é 1 2 1 2( , ),  ( , )F s s F s s⊥   ïåðâèííèé ðîçâ’ÿçîê 

1 2( , )f s cΣ  ìàº òàêîæ òî÷êè ãàëóæåííÿ äðóãîãî òèïó ( )
2
lc c= . Ïðè÷îìó êðàò-

í³ñòü îäèíè÷íîãî âëàñíîãî çíà÷åííÿ ð³âíÿííÿ (23) ó öèõ òî÷êàõ äîð³âíþº 
òðüîì, à îðòîíîðìîâàí³ âëàñí³ ôóíêö³¿ âèçíà÷àòüñÿ ôîðìóëàìè 

 1 1

( )
( ) 2 2 2
2

( ) ( )
2 2 2 2( ) ( )

1 2 2 2 2 2 2
1 2

1

1 tg
2

( , ) ( , )
( , ) ,     ( , )

l
l

l l
l l

c s

f s c f s c
s c s c

b b
Σ Σ

+ η

 
 

ϕ = ϕ = ⋅ + γ 
 
 

, 

 

( )
2 2

1

( )
( ) 2 2 2
2

( )
2 2( )

3 2 2
3

tg
2

1 tg
2

( , )
( , )

l

l
l

l
l

c s

c s

f s c
s c

b
Σ

+ η

ϕ = ⋅ , 

äå 1 2 3 2,  ,  ,  b b b γ  − êîíñòàíòè îðòîãîíàë³çàö³¿, çàëåæí³ â³ä ³íäåêñó l . 
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 Îðòîíîðìîâàíèìè âëàñíèìè ôóíêö³ÿìè ñïðÿæåíîãî ç (23) ð³âíÿííÿ ó 

òî÷êàõ ( )
2
lc  º: 

 ( )
1

( )
2 2 1 2 2 2( )

1 2 2
1

( ) ( ) ( , )
( , )

l
l

l

p s p s f s c
s c

d

Σ−
ψ = , 

 1

( )
( ) 2 2 2
2

( )
2 2 1 2 2 2( ) ( )

2 2 2 2( )
2

1

1 tg
2

( ) ( ) ( , )
( , )

l
l

l
l l

l c s

p s p s f s c
s c

d

Σ

+ η

 
−  

ψ = ⋅ + γ 
 



, 

 

( )
2 2

1

( )
( ) 2 2 2
2

( )
2 2 1 2 2 2( )

3 2 2 ( )
2

tg
2

1 tg
2

( ) ( ) ( , )
( , )

l

l
l

l
l

l

c s

c s

p s p s f s c
s c

d

Σ

+ η

−
ψ = ⋅ , 

äå ( ) ( ) ( ) ( )
1 2 3 2,  ,  ,  l l l ld d d γ  – êîíñòàíòè îðòîãîíàëiçàöi¿. Òî÷êè ãàëóæåííÿ ( )

2
lc  ³ 

ïàðàìåòðè âëàñíèõ ôóíêö³é ( )
2
lη  âèçíà÷àþòüñÿ ³ç ñèñòåìè òðàíñöåíäåíòíèõ 

ð³âíÿíü 

 
2

2

2 2

1
2 22 2

2

2 2 1 2 2 2

cos cos
2 2

cos sin
2 2

( ) ( ) ( , ) 0
a

a

Ncs cs

cs cs
p s p s f s c dsΣ

− + η

⋅
− ⋅ =∫ [ ] , 

 
2

2

2 2

1
2 22 2

2

2 2 1 2 2 2

sin sin
2 2

cos sin
2 2

( ) ( ) ( , ) 0
a

a

Ncs cs

cs cs
p s p s f s c dsΣ

− + η
− =⋅∫ [ ] . 

 Çàçíà÷èìî, ùî âëàñí³ ôóíêö³¿ 1 2,  ϕ ϕ  òà 1 2,  ψ ψ  º ïàðíèìè, ôóíêö³¿ 3ϕ  

òà 3ψ  − íåïàðíèìè. Íà ï³äñòàâ³ öüîãî, âðàõîâóþ÷è âëàñòèâ³ñòü 3° ïðî 
çáåðåæåííÿ òèïó ïàðíîñò³ ôóíêö³é îïåðàòîðàìè ïðàâî¿ ÷àñòèíè ñèñòåìè 
ð³âíÿíü (19), äîñë³äæåííÿ ãàëóæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â ö³º¿ ñèñòåìè ïðîâîäèìî 
îêðåìî â êëàñàõ ïàðíèõ ³ íåïàðíèõ ôóíêö³é. 
 Çîêðåìà, ó êëàñ³ ïàðíèõ ôóíêö³é ìàº ì³ñöå äâîâèì³ðíèé âèïàäîê ãàëó-
æåííÿ, äîñë³äæåííÿ ÿêîãî ïðîâîäÿòüñÿ àíàëîã³÷íî, ÿê ó [6, 7], ç âèêîðèñòàí-

íÿì âëàñíèõ ôóíêö³é 1 2,  ϕ ϕ  òà 1 2,  ψ ψ . Â³äãàëóæåí³ â òî÷êàõ ( )
2
lc  ó êëàñ³ 

ïàðíèõ ôóíêö³é ðîçâ’ÿçêè â ïåðøîìó íàáëèæåíí³ ìàþòü âèãëÿä 

 
11,2

(2) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 2 001 2 2 020 2 2 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )l l lf s c f s c s c s c hΣΣ = + α + α µ ±[ ]  

 1

( )
2 2

( )
2 2 1/2 3/2

2 2( )
( ) 22
2 2

( , ) 1 ( )

1 tg
l

l

l
l c s

f s c
i h O

d

Σ
 
 ± ⋅ + γ µ + µ 
 + η 

. (33) 

Ôóíêö³¿ ( ) ( )
001 2 2 020 2 2( , ) ( , ),  l ls c s cα α  ³ êîåô³ö³ºíò 2h  âèçíà÷àºìî àíà-

ëîã³÷íî, ÿê ó [6]. 
 Ó êëàñ³ íåïàðíèõ ôàçîâèõ ÄÍ ìàº ì³ñöå îäíîâèì³ðíèé âèïàäîê 

ãàëóæåííÿ, à â³äãàëóæåí³ ó òî÷êàõ ( )
2
lc  ðîçâ’ÿçêè ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ 

ìàþòü âèãëÿä 
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11,2

(3) ( ) ( ) ( ) 2
2 2 2 01 2 2 20 2 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , )l l lf s c f s c s c s c hΣΣ = + α + α µ ±[ ]  

 

( )
2 2

1

( )
2 2

( )
2 2 1/2 3/2

3( )
( ) 23
2

2

2

tg( , )
( )

1 tg

l

l

l

l
l

c s

c s

f s c
i h O

d

Σ
± ⋅ µ + µ

+ η

. (34) 

Ôóíêö³¿ ( ) ( )
01 2 2 20 2 2( , ) ( , ),  l ls c s cα α  ³ êîåô³ö³ºíò 3h  îòðèìóºìî â ðåçóëüòàò³ 

ïåðåòâîðåíü, àíàëîã³÷íèõ, ÿê ó [6]. 
 Â³äì³òèìî, ùî â³äïîâ³äí³ ðîçâ’ÿçêàì (32), (34) ç íåïàðíîþ ôàçîâîþ ÄÍ 
àìïë³òóäíî-ôàçîâ³ ðîçïîä³ëè ñòðóì³â ó ðåø³òö³ º ä³éñíèìè, àëå íåñèìåò-
ðè÷íèìè â³äíîñíî öåíòðàëüíîãî âèïðîì³íþâà÷à. Âîäíî÷àñ ñòâîðþâàíà íà ¿õ 
îñíîâ³ àìïë³òóäíà ÄÍ º ñèìåòðè÷íîþ∗. 
 Çàóâàæèìî, ùî â³äãàëóæåí³ ðîçâ’ÿçêè òàêîæ ìîæóòü ðîçãàëóæóâà-
òèñü. Çàïèøåìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ ð³âíÿíü äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìîæëè-
âîãî ãàëóæåííÿ â³äãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Äëÿ öüîãî â ñèñòåì³ ð³âíÿíü (19) 
ïîêëàäåìî  

 
1 1

,     ( ) ( , ) ( ),     ( ) ( , ) ( )l l lc c u s u s c x s v s v s c y sΣ Σ= + µ = + = +   , 

äå 
1 1 1
( , ) ( , ) ( , )l l lf s c u s c iv s cΣ Σ Σ= +   . Ðîçêëàäàþ÷è ï³ä³íòåãðàëüí³ ôóíêö³¿ 1Q , 

2Q  ó ð³âíîì³ðíî çá³æí³ ñòåïåíåâ³ ðÿäè çà , ,x yµ  ³ âèä³ëÿþ÷è â ðîçêëàäàõ 
ë³í³éí³ ÷ëåíè, îòðèìóºìî ñèñòåìó ë³í³éíèõ îäíîð³äíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 
äëÿ çíàõîäæåííÿ òî÷îê ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ: 

 
2

2

1

1

2
2 2 2

2 1 2 2 2 2 23
2

( ) ( )
( ) ( ) ( , ; ) ( )

( , )

a

r
a

p s v s
x s p s s s c x s ds

f s c

Σ

− Σ

′ ′ 
′ ′ ′ ′α = − − 

′  
∫ K  

 
2

2

1 1

1

2 2
2 2 2 2 2 23

2

( , ) ( , )
( ) ( , ; ) ( )

( , )

a

r
a

u s c v s c
p s s s c y s ds

f s c

Σ Σ

− Σ

′ ′
′ ′ ′ ′−

′∫ K , 

 
2

2

1 1

1

2 2
2 2 2 2 2 2 23

2

( , ) ( , )
( ) ( ) ( , ; ) ( )

( , )

a

r
a

u s c v s c
y s p s s s c x s ds

f s c

Σ Σ

− Σ

′ ′
′ ′ ′ ′α = − +

′∫ K  

 
2

2

1

1

2
2 2 2

1 2 2 2 2 23
2

( ) ( )
( ) ( , ; ) ( )

( , )

a

r
a

p s u s
p s s s c y s ds

f s c

Σ

− Σ

′ ′ 
′ ′ ′ ′+ − 

′  
∫ K .  (35) 

Òî÷êàìè ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ ìîæóòü áóòè òàê³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòðà 

lc c=  , çà ÿêèõ îäèíèöÿ º âëàñíèì çíà÷åííÿì ñèñòåìè (35). 
 Çàóâàæèìî, ùî ñèñòåìà (35) ìàº çàãàëüíèé õàðàêòåð. Çîêðåìà, ÿêùî â 
í³é ïîêëàñòè 

1
( , ) 0v s cΣ ≡ , òî îäåðæèìî ñèñòåìó ð³âíÿíü (22), (23). 

 Çàçíà÷èìî, ùî ïîäàí³ âèùå àíàë³òè÷í³ äîñë³äæåííÿ ³ ðåçóëüòàòè ÷è-
ñåëüíèõ åêñïåðèìåíò³â äàþòü ìîæëèâ³ñòü îïèñàòè çàãàëüíó ñòðóêòóðó ðîç-
â’ÿçê³â çàäà÷³ çàëåæíî â³ä ïàðàìåòðà c . Äëÿ á³ëüøî¿ íàî÷íîñò³ öþ ñòðóêòó-
ðó ìîæíà çîáðàçèòè ñõåìàòè÷íî ó âèãëÿä³ «äåðåâà» ðîçâ’ÿçê³â, ÿêå äëÿ 
âèïàäêó ïàðíèõ ÄÍ íàâåäåíî íà ðèñ. 2. Öåíòðàëüíèì º ïåðâèííèé ðîçâ’ÿçîê 

1
( , )f s cΣ . Ïåðøèì â³äãàëóæóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê 

1,2

(1) ( , )f s cΣ  ç íåïàðíîþ ôàçîâîþ 

                                           
∗ Äîñë³äæåííÿ ãàëóæåíü ïåðâèííîãî ðîçâ’ÿçêó äðóãîãî òèïó 

2 2( , )f s cΣ  äëÿ çàäàíèõ 

ôóíêö³é 1 2 1 2( , ),  ( , )F s s F s s⊥  , ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1 1( ,0) 0,  ( ,0) 0F s F s⊥ ≡ ≡ , 

ïðîâîäèìî àíàëîã³÷íî, ÿê ó [9], ïðèïócêàþ÷è, ùî ôóíêö³ÿ 
2 21 ( , )f s cΣ/  ìàº îñîáëèâîñ-

ò³ ïåðøîãî ïîðÿäêó. 
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ÄÍ. Ó òî÷ö³ (1)
1c  â³ä 

1,2

(1) ( , )f s cΣ  â³äãàëóæóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê 
1,2

(1) ( , )f s cΣ
 , à ñàì ðîç-

â’ÿçîê 
1,2

(1) ( , )f s cΣ  (â îêîë³ òî÷êè (1)
2c ) 

ïðè c , ïðÿìóþ÷îìó äî 2c , ïåðåòâîðþ-

ºòüñÿ ó ä³éñíèé ðîçâ’ÿçîê 
1
( , )f s cΣ . Ó 

ö³é æå òî÷ö³ â³ä ïåðâèííîãî ðîçâ’ÿçêó 

1
( , )f s cΣ  â³äãàëóæóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê ç 

ïàðíîþ ôàçîâîþ ÄÍ 
1,2

(2) ( , )f s cΣ . Ó òî÷ö³ 

(2)
1c , ÿêà ðîçì³ùåíà áåçïîñåðåäíüî çà 
(1)
2c , â³äãàëóæóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê òèïó 

1,2

(1) ( , )f s cΣ  ç íåïàðíîþ ôàçîâîþ ÄÍ. 

Ðîçâ’ÿçêè òèïó 
1,2

(1) ( , )f s cΣ  ³ 
1,2

(2) ( , )f s cΣ  

óòâîðþþòü îñíîâí³ ã³ëêè «äåðåâà» ðîçâ’ÿçê³â. Íà öèõ ã³ëêàõ ïîêàçàíî òî÷êè 
ìîæëèâîãî ãàëóæåííÿ â³äãàëóæåíèõ ðîçâ’ÿçê³â. 

 3. ×èñëîâèé ïðèêëàä ñèíòåçó ÌÑÀÐ. Ðîçãëÿíåìî ïðèêëàä ñèíòåçó 
ÌÑÀÐ, ÿêà ñêëàäàºòüñÿ ç 11 ïðÿìîêóòíèõ âèïðîì³íþâà÷³â äîâæèíè 

0.0089= ì ³ øèðèíè 0.0107d = ì, ÿê³ ðîçì³ùåí³ åêâiäèñòàíòíî âçäîâæ îñ³ 
OY  ç â³äñòàííþ 0.012yd = ì. Âèñîòà ï³äêëàäêè 0.00162h = ì, à ¿¿ â³äíîñíà 

ä³åëåêòðè÷íà ïðîíèêí³ñòü 2.2ε = . Âèïðîì³íþâà÷³ çáóäæóþòüñÿ íà îñíîâí³é 
ìîä³, ïðè÷îìó ïîâåðõíåâèé ñòðóì ìàº ëèøå x -âó ñêëàäîâó, ÿêà â 
ëîêàëüí³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò âèçíà÷àºòüñÿ ôóíêö³ºþ  

 ( , ) sin ,          0 ,     
2 2x

I x d dx y x y
d

′π′ ′ ′ ′= < < − ≤ ≤J i 


. 

Çàäàíà àìïë³òóäíà ÄÍ ìàº âèãëÿä 

 
2 2

1 2 1 2

2

1 sin (2 ) , 0.5,  0.5
2( , ) ( , )

0, 0.5.

s s
F s s F s s

s

⊥
 π ∈ −= = 
 >


[ ],

 

 Ïîâí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿííÿ (12) çíàõîäèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ³òåðàö³éíèé 
ïðîöåñ, ïîáóäîâàíèé çà íåÿâíîþ ñõåìîþ äëÿ ñèñòåìè (19): 
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( ) ( )
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äå n  – íîìåð ³òåðàö³¿. Ïðè âèáîð³ ïî÷àòêîâîãî íàáëèæåííÿ âèêîðèñòîâóºìî 
çíàéäåí³ ðîçâ’ÿçêè ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ àáî âëàñòèâîñò³ ðîçâ’ÿçê³â 1°–3°, 
íàâåäåí³ âèùå. 

1,2

(1)
2( , )f s cΣ  

 

1 2( , )f s cΣ  
1,2

(1)
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  

(1)
1c  
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Рис. 2 
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 Íà ðèñ. 3 çîáðàæåíî ïðîñòîðîâó 
àìïë³òóäíó ÄÍ 1 2( , )s sf , ùî â³äïîâ³äàº 

äâîì ð³çíèì òèïàì ðîçâ’ÿçê³â ñèñòåìè 
(19), ÿê³ ç ãðàô³÷íîþ òî÷í³ñòþ ñï³âïàäà-
þòü çà àìïë³òóäîþ,  
 Äâà ð³çí³ çà ñòðóêòóðîþ àìïë³òóäí³ 
ðîçïîä³ëè ñòðóì³â ó ðåø³òö³, îá÷èñëåí³ 
íà ï³äñòàâ³ ôîðìóëè (13), ïîäàíî íà 
ðèñ. 4. Ïðè öüîìó ðîçïîä³ë 1 º êîìïëåêñ-
íèì ³ ñèìåòðè÷íèì â³äíîñíî öåíòðà ðå-
ø³òêè. Éîìó â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê ñèñòå-
ìè ð³âíÿíü (19) ç ïàðíîþ çà 2s  ôàçîâîþ 
ÄÍ. Ðîçïîä³ë 2 º ä³éñíèì, àëå íåñèìåò-
ðè÷íèì â³äíîñíî öåíòðà ðåø³òêè. Éîìó 
â³äïîâ³äàº ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (19) ç íå-
ïàðíîþ çà 2s  ôàçîâîþ ÄÍ. Âõ³äí³ íàïðó-
ãè íà âèïðîì³íþâà÷àõ, îá÷èñëåí³ íà ï³ä-
ñòàâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ (8) ³ ìåòîäèêè [5], íàâåäåíî íà ðèñ. 5. 
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СТРУКТУРА РЕШЕНИЙ ЗАДАЧИ СИНТЕЗА МИКРОПОЛОСКОВОЙ АНТЕННОЙ РЕШЕТКИ 
ПО ЗАДАННОЙ АМПЛИТУДНОЙ ДИАГРАММЕ НАПРАВЛЕННОСТИ 
 
Èññëåäîâàíà îáùàÿ ñòðóêòóðà ðåøåíèé íåëèíåéíîãî èíòåãðàëüíîãî óðàâíåíèÿ, 
âîçíèêàþùåãî â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî ïðîåêòèðîâàíèÿ ìèêðîïîëîñêîâûõ àíòåí-
íûõ ðåøåòîê, â ñëó÷àå, êîãäà â óñëîâèÿõ çàäà÷è çàäàíû òðåáîâàíèÿ ëèøü ê àìï-
ëèòóäíîé äèàãðàììå íàïðàâëåííîñòè. Ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ çàäà÷ ýòîãî êëàññà õà-
ðàêòåðíûì ÿâëÿåòñÿ âåòâëåíèå ðåøåíèé, çàâèñÿùåå îò âåëè÷èíû ôèçè÷åñêèõ ïà-
ðàìåòðîâ ðåøåòêè è ñâîéñòâ çàäàííîé àìïëèòóäíîé äèàãðàììû íàïðàâëåííîñòè. 
Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ òî÷åê âåòâëåíèÿ è àíàëèòè÷åñêèå ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ðåøåíèé â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè. Ýòî ïîçâîëÿåò ëîêàëèçîâàòü ñóùåñò-
âóþùèå ðåøåíèÿ, ÷òî çíà÷èòåëüíî óïðîùàåò íàõîæäåíèå ïîëíûõ ðåøåíèé ÷èñ-
ëåííûìè ìåòîäàìè. 
 
STRUCTURE OF SOLUTION TO MICROSTRIP ANTENNA SYNTHESIS 
ACCORDING TO GIVEN AMPLITUDE DIRECTIVITY PATTERN 
 
General structure of solutions to nonlinear integral equation, arising in problems of 
optimal designing the microstrip antenna arrays, is studied in the case, when under 
conditions of the problem the demands are set only to the amplitude directivity pattern. 
It is shown that for this class of problems the branching of solutions, depending on the 
value of antenna physical parameters and properties of the given amplitude directivity 
pattern, is characteristic. The equations to determine the branching points and analytic 
image of solutions in the first approximation are obtained. It allows one to localize the 
existing solutions. This simplifies essentially the determination of complete solutions by 
numerical methods. 
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