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НЕКЛАСИЧНА МОДЕЛЬ ПЛОСКОЇ ДЕФОРМАЦІЇ ТІЛА 
З ЩІЛИНОЮ ПРИ ПОПЕРЕЧНОМУ ЗСУВІ 
 

Ó ìåæàõ ë³í³éíî¿ ìîäåë³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çàïðîïîíîâàíî ìàòåìàòè÷íó ìî-
äåëü äåôîðìóâàííÿ ò³ëà ç ù³ëèíîþ ïðè ïîïåðå÷íîìó çñóâ³, â ÿê³é êëàñè÷í³ 
óìîâè â³äñóòíîñò³ íîðìàëüíî¿ ³ äîòè÷íî¿ ñèëîâî¿ âçàºìîä³¿ ì³æ áåðåãàìè ù³-
ëèíè äîïîâíåíî óìîâîþ íåïåðåðâíîñò³ êóò³â æîðñòêîãî ïîâîðîòó íîðìàëü-
íèõ ³ äîòè÷íèõ ë³í³éíèõ åëåìåíò³â íà ôðîíò³ ù³ëèíè. Ââåäåíî êëàñ ôóíäà-
ìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü ð³âíîâàãè ñòàòè÷íî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ ç ðîç-
ïîä³ëåíèìè â ïëîùèí³ ù³ëèíè îá’ºìíèìè ñèëàìè ³ äèïîëÿìè, íà îñíîâ³ ÿêèõ ³ 
çàïðîïîíîâàíèõ óìîâ ïîáóäîâàíî ìíîæèíó ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ïðî ïîïåðå÷íèé 
çñóâ ò³ëà ç ù³ëèíîþ. Ïðè öüîìó äîâåäåíî, ùî âèêîíàííÿ ô³çè÷íî¿ óìîâè íåïå-
ðåðâíîñò³ êóò³â æîðñòêèõ ïîâîðîò³â ë³í³éíèõ åëåìåíò³â íà ôðîíò³ ù³ëèíè 
çàáåçïå÷óº ðåãóëÿðíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ò³ë³ ³ º ìîæëèâèì 
ò³ëüêè çà ³ñíóâàííÿ ïåâíî¿ çîíè íîðìàëüíî¿ ñèëîâî¿ âçàºìîä³¿ áåðåã³â ù³ëèíè â 
îêîë³ ¿¿ â³ñòðÿ ³ ñòðèáêà íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà ¿¿ ïðîäîâæåíí³. Ñòðèáêó 
íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü íà ïðîäîâæåíí³ ù³ëèíè â³äïîâ³äàº ïåâíà ñèñòåìà ðîç-
ïîä³ëåíèõ îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â, ÿêó ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê çîíó ïîøêîäæå-
íîñò³ ìàòåð³àëó, à â³ñòðÿ ù³ëèíè – ÿê ïðóæíèé øàðí³ð. ßêùî íå âèìàãàòè 
âèêîíàííÿ óìîâè íåïåðåðâíîñò³ êóò³â æîðñòêîãî ïîâîðîòó ë³í³éíèõ åëåìåí-
ò³â íà ôðîíò³ ù³ëèíè, òî êëàñè÷íèé ñèíãóëÿðíèé ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ç êî-
ðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ íà â³ñòð³ ù³ëèíè îòðèìóºòüñÿ ÿê ÷àñòêîâèé âèïàäîê. 

 
Êëàñè÷íà ìàòåìàòè÷íà ìîäåëü äåôîðìóâàííÿ ò³ëà ç ù³ëèíàìè [1, 3, 4] 

òà ³í., ñôîðìóëüîâàíà ç âèêîðèñòàííÿì îñíîâíî¿ äëÿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî 
òâåðäîãî ò³ëà ã³ïîòåçè ñóö³ëüíîñò³ ñåðåäîâèùà, ïðèçâîäèòü äî ñèíãóëÿðíîãî 
ó â³ñòð³ ù³ëèíè ðîçïîä³ëó íàïðóæåíü, äåôîðìàö³é ³ êîìïîíåíò âåêòîðà 

0.5 rot= u , íåìàëîñò³ òàì îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ divθ = u , ðîçðèâíîñò³ ó 
çì³í³ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ë³í³éíèõ åëåìåíò³â ³ ïîðóøåííÿ íà ôðîíò³ 
ù³ëèíè çàêîíó ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, ÿêèé çàáåçïå÷óº óð³âíîâà-
æåí³ñòü ìîìåíò³â çà â³äñóòíîñò³ ìîìåíòíèõ íàïðóæåíü. 
 Àíàë³ç ìíîæèíè ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïëîñêî¿ ñòàòè÷íî¿ çàäà÷³ 
ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, ïîðîäæåíèõ îäíèì êëàñîì ðîçïîä³ë³â ó ïëîùèí³ 
ù³ëèíè ìàñîâèõ ñèë ³ äèïîë³â, ñâ³ä÷èòü, ùî çàëåæíî â³ä çíà÷åííÿ ââåäåíîãî 
ïàðàìåòðà q  ìîæíà îòðèìàòè ÿê ðåãóëÿðíèé, òàê ³ ñèíãóëÿðíèé íà ôðîíò³ 
ù³ëèíè, çîêðåìà, é êëàñè÷íèé (ç êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ), òèïè ðîçâ’ÿçêó. 
Ïîêàçàíî, ùî ó çàäà÷³ ïîïåðå÷íîãî çñóâó ò³ëà ç â³ëüíîþ â³ä íîðìàëüíîãî òà 
äîòè÷íîãî ñèëîâîãî âïëèâó ù³ëèíîþ ëèøå ðåãóëÿðíèé ðîçâ’ÿçîê çàáåçïå÷óº 
âèêîíàííÿ íà ôðîíò³ ù³ëèíè çàêîíó ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü, 
ãëàäê³ñòü äåôîðìàö³é ³ êóò³â ïîâîðîòó â ïëîùèí³ ù³ëèíè, óìîâó ìàëîñò³ 
îá’ºìíîãî ðîçøèðåííÿ 1θ  .  

Çàïðîïîíîâàíèé ï³äõ³ä äî ïîñòàíîâêè çàäà÷³ º ñïîð³äíåíèì ç ³äåÿìè 
ïðàöü ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à òà éîãî ñï³âðîá³òíèê³â [5, 6], äå íåñóì³ñí³ñòü äåôîð-
ìàö³é ó ïåâí³é îáëàñò³ ò³ëà (ôàêòè÷íî, â³äõ³ä ó í³é â³ä ìîäåë³ ³äåàëüíî 
ïðóæíîãî ò³ëà) òðàêòóºòüñÿ ÿê ïåâíèé çàñ³á ìîäåëþâàííÿ áàæàíîãî ô³çè÷-
íîãî ÿâèùà ÷è äåôåêòó – çàëèøêîâîãî çâàðþâàëüíîãî íàïðóæåííÿ, ñôîð-
ìîâàíî¿ äèñòîðñ³ÿìè ù³ëèíè òîùî. 

Îòðèìàí³ ðåçóëüòàòè äàþòü ìîæëèâ³ñòü ñòàí ð³âíîâàãè ó â³ñòð³ ù³ëèíè 
òðàêòóâàòè ÿê ñâîºð³äíå øàðí³ðíå çàêð³ïëåííÿ ó ïðóæíîìó ìàñèâ³ â³ëüíèõ 
ïîâåðõîíü ù³ëèíè. Òîáòî â³ñòðÿ ù³ëèíè – öå ñïåöèô³÷íèé øàðí³ð, ïðè÷îìó 
ì³ðà ñèíãóëÿðíîñò³ íàïðóæåíü âèçíà÷àº òèï öüîãî øàðí³ðó. Îáìåæåíîìó 
ðîçâ’ÿçêó â³äïîâ³äàº ïðóæíèé øàðí³ð, ïðè ÿêîìó çàáåçïå÷óºòüñÿ ô³çè÷íî 
êîðåêòíà óìîâà íåïåðåðâíîñò³ ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ë³í³éíèõ åëåìåíò³â 



122 

â îêîë³ â³ñòðÿ ù³ëèíè. Ó âèïàäêó ñèíãóëÿðíîãî ðîçâ’ÿçêó íåâèêîíàííÿ 
îñòàííüî¿ óìîâè ìîæíà ³íòåðïðåòóâàòè ÿê âëàñòèâ³ñòü ïëàñòè÷íîãî øàðí³ðó 
íå ïåðåäàâàòè îáåðòàëüí³ ðóõè. 

Îòæå, â ìåæàõ ìîäåë³ ñóö³ëüíîãî ñåðåäîâèùà äîñÿãòè êîðåêòíîñò³ 
ïðóæíîãî ðîçâ’ÿçêó íà ôðîíò³ ù³ëèíè (âèêîíàííÿ óìîâè íåïåðåðâíîñò³ 
ïðóæíèõ êóò³â ïîâîðîòó ó â³ñòð³ ù³ëèíè, îáìåæåíîñò³ íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíîãî ñòàíó òîùî) ìîæíà äîäàòêîâèì 
«ïðèâàíòàæåííÿì» – àáî ó ïðèê³íöåâ³é 
çîí³ ù³ëèíè (íàïðèêëàä, ìîäåë³ Áàðåí-
áëàòòà, Ëåîíîâà – Ïàíàñþêà), àáî ïîçà 
ù³ëèíîþ ó ¿¿ ïëîùèí³. Òàêó çîíó «ïðè-
âàíòàæåííÿ» ìîæíà òàêîæ ³íòåðïðåòó-
âàòè ÿê ë³í³é÷àñòó îáëàñòü «ïîøêîäæå-
íîãî» ìàòåð³àëó (çîíó ïåðåäðóéíóâàííÿ). 
Äëÿ îïèñó çîíè ïåðåäðóéíóâàííÿ âèêî-
ðèñòîâóþòü äîäàòêîâ³ ñï³ââ³äíîøåííÿ, 
ùî â³äð³çíÿþòüñÿ â³ä îñíîâíèõ âèçíà÷àëüíèõ ñï³ââ³äíîøåíü. Íàéïðîñò³ø³ 
ìîäåë³ òàêî¿ çîíè ïîáóäóâàëè Ì. ß. Ëåîíîâ, Â. Â. Ïàíàñþê ³ Ä. Äà´äåéë. 

Ç òî÷êè çîðó ô³çèêè ÿâèùà êëàñè÷íèé ñèíãóëÿðíèé ðîçâ’ÿçîê íå º 
êîðåêòíèì â îêîë³ â³ñòðÿ (ôðîíòó) ù³ëèíè. Äëÿ òîãî ùîá äîñÿãíóòè òàì 
ïîâíî¿ êîðåêòíîñò³, íåîáõ³äíî íà äîäàòîê äî êëàñè÷íî¿ ìîäåë³ ù³ëèíè 
ââåñòè ó ðîçãëÿä àáî äîäàòêîâå íàâàíòàæåííÿ, àáî ïîñòóëþâàòè ³ñíóâàííÿ 
çîíè ïîøêîäæåíîãî ìàòåð³àëó.  

1. Îäíîð³äíèé ³çîòðîïíèé ïðóæíèé ïðîñò³ð â³äíåñåìî äî äåêàðòîâî¿ 
ñèñòåìè êîîðäèíàò ( ,  ,  )R Rα β γ  ³ ââàæàòèìåìî, ùî ï³ä ä³ºþ çîñåðåäæåíèõ ó 

ïëîùèí³ 0γ =  îá’ºìíèõ äèïîë³â ³ ñèë ç³ ñêëàäîâèìè ( )Xα α  ³ ( )Xγ α  ó ïðî-

ñòîð³ (ïëîùèíà Oα γ ) ðåàë³çóºòüñÿ ïëîñêèé íàïðóæåíèé ñòàí. Òîä³ äëÿ íå-

íóëüîâèõ êîìïîíåíò âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ ( , )R uα α γ  ³ ( , )R uγ α γ , 

ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ñèìåòð³¿ òà àíòèñèìåòð³¿ 

 ( , ) ( , ),          ( , ) ( , )u u u uα α γ γα − γ = − α γ α − γ = α γ , 

 ( , ) ( , ),             ( , ) ( , )u u u uα α γ γ− α γ = α γ − α γ = − α γ , (1) 

ìîæíà çàïèñàòè ñèñòåìó äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè [1] 

 2 22 ( ) ( ),      2 ( ) ( )k X k Xα γ β α γ α β γ
′∂ θ + ∂ ω = α δ γ ∂ θ − ∂ ω = α δ γ , (2) 

 2 1

0

( ) 2 ( 1) ( ) ( ) cosX k A B d
∞

−
α α = + ξ − ξ ξ ξ ξα ξ∫ [ ] , 

 2

0

( ) 2 ( 1) ( ) ( ) sinX k A B d
∞

γ α = − − ξ + ξ ξ ξα ξ∫ [ ] , (3) 

 ( , ) ,              ( )/ 2u u u uα α γ γ β γ α α γθ α γ = ∂ + ∂ ω = ∂ − ∂ , (4) 

äå R  – ïàðàìåòð, ùî ìàº ðîçì³ðí³ñòü äîâæèíè; 2 ( 2 )/k = λ + µ µ ; λ  i µ  – 

ñòàë³ Ëÿìå; α∂  ³ γ∂  – îïåðàòîðè äèôåðåíö³þâàííÿ çà α  ³ γ  â³äïîâ³äíî; 

( )δ γ  ³ ( )′δ γ  – â³äïîâ³äíî äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà òà ¿¿ ïîõ³äíà; ôóíêö³¿ ( )A ξ  

³ ( )B ξ  âèçíà÷àþòü çàêîí ðîçïîä³ëó îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â ó ïëîùèí³ 0γ =  
ïðóæíîãî ïðîñòîðó. 

Âèêîðèñòîâóþ÷è ïðàâèëà äèôåðåíö³þâàííÿ ðîçðèâíèõ ôóíêö³é [2] áåç-
ïîñåðåäíüîþ ï³äñòàíîâêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî ôóíêö³¿  

 

β 

α 

γ 

-α0 α0 1 -1 O 

 
Рис. 1 
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 2 1

0

( , ) sgn ( 1) ( ) ( ) cosu k A B e d
∞

−ξ γ−
α α γ = γ + ξ − ξ ξ ξ ξα ξ −∫ [ ]  

 2

0

( 1) ( ) cosk A e d
∞

−ξ γ− − γ ξ ξα ξ∫ , (5) 

 2

0 0

( , ) ( ) sin ( 1) ( ) sinu B e d k A e d
∞ ∞

−ξ γ −ξ γ
γ α γ = ξ ξα ξ + − γ ξ ξα ξ∫ ∫ , (6) 

 
0

( , ) 2sgn ( ) sinA e d
∞

−ξ γθ α γ = − γ ξ ξα ξ∫ , (7) 

 2 1

0

( , ) ( ) ( 1) ( ) ( ) cosk A B e d
∞

−ξ γ −
βω α γ = δ γ + ξ − ξ ξ ξ ξα ξ −∫ [ ]  

 2

0

( ) cosk A e d
∞

−ξ γ− ξ ξα ξ∫  (8) 

º ðîçâ’ÿçêàìè ð³âíÿíü (2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ ó âèãëÿä³ (3), çàäîâîëüíÿþòü 
óìîâè (1) ³ ïðè â³äïîâ³äíèõ îáìåæåííÿõ íà ôóíêö³¿ ( )A ξ  ³ ( )B ξ  çàíèêàþòü 

ïðè ,  α → ∞ γ → ∞ . 
Â³äïîâ³äíî äî çàêîíó Ãóêà òà ïîäàíü (5) ³ (6) äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà 

íàïðóæåíü ( , )αγσ α γ  ³ ( , )γγσ α γ  îäåðæèìî òàê³ âèðàçè: 

 2 1

0

( , ) 2 ( ) ( 1) ( ) ( ) cosk A B d
∞

−
αγσ α γ = µδ γ + ξ − ξ ξ ξ ξα ξ −∫ [ ]  

 2

0

2 ( ) ( ) cosk A B e d
∞

−ξ γ− µ ξ − ξ ξ ξα ξ +∫ [ ]  

 
0

2( ) ( ) cosA e d
∞

−ξ γ+ λ + µ γ ξ ξ ξα ξ∫ , (9) 

 
0

( , ) 2 sgn ( ) ( ) sinA B e d
∞

−ξ γ
γγσ α γ = µ γ ξ − ξ ξ ξα ξ −∫ [ ]  

 
0

2( ) ( ) sinA e d
∞

−ξ γ− λ + µ γ ξ ξ ξα ξ∫ . (10) 

Ðîçâ’ÿçêè (5)–(8) ð³âíÿíü (2) ³ (4) ç ïðàâèìè ÷àñòèíàìè (3) ³ ñï³ââ³äíî-
øåííÿ (9), (10) âèçíà÷åíî ç óðàõóâàííÿì ôîðìàëüíèõ [2] ñï³ââ³äíîøåíü 

 (sgn ) 2 ( ),   ( ) ( ) (0) ( ),  ( ) ( ) (0) ( ) (0) ( )f f f f f′ ′ ′ ′γ = δ γ γ δ γ = δ γ γ δ γ = δ γ − δ γ , äå sgn 1γ = , 

ÿêùî 0γ > ; sgn 0 0=  ³ sgn 1γ = − , ÿêùî 0γ < . 

Àíàë³ç âèðàç³â (7) ³ (10) äàº ìîæëèâ³ñòü ñôîðìóëþâàòè  

Òâåðäæåííÿ 1. ßêùî êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ º 
ôóíäàìåíòàëüíîþ ñèñòåìîþ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü (2) ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ (3) 
³ ( ) 0,  ( ) ( ) 0A A Bξ ≠ ξ − ξ ξ ≠ , òî îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( , )θ α β  ³ íîðìàëüíå 

íàïðóæåííÿ ( , )γγσ α γ  ìàþòü ñòðèáîê ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ïëîùèíó 0γ = . 

2. ßê âàæëèâèé ïðèêëàä çàñòîñóâàííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â (5) 
³ (6) çíàéäåìî òàêèé çàêîí ðîçïîä³ëó ( )A ξ  ³ ( )B ξ  îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â (3) 

ó ïëîùèí³ 0γ = , ùîá çà ïîïåðå÷íîãî çñóâó ïðîñòîðó äîòè÷íèìè íàïðó-
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æåííÿìè 0 0∞ ∞
αγ γασ = σ = τ = µγ  ðåàë³çîâóâàëèñÿ êðàéîâ³ óìîâè äëÿ ðîçì³ùå-

íî¿ ó ïëîùèí³ 0γ =  ù³ëèíè ç â³ëüíèìè â³ä íîðìàëüíîãî òà äîòè÷íîãî ñèëî-
âîãî âïëèâó áåðåãàìè: 

 ( , 0) 0,     ( , 0) 0,     0 1αγ γγσ α ± = σ α ± = ≤ α ≤ , (11) 

à òàêîæ ô³çè÷íî êîðåêòíà óìîâà íåïåðåðâíîñò³ âçäîâæ îñ³ γ  ïåðåì³ùåííÿ 

( , 0)uα α ±  íà ïðîäîâæåíí³ ù³ëèíè 1 ≤ α < ∞ . Â³äïîâ³äíî äî âèðàçó (5) öÿ 

óìîâà áóäå âèêîíàíà, ÿêùî  

 2 1

0

( 1) ( ) ( ) cos 0,        1k A B d
∞

−+ ξ − ξ ξ ξ ξα ξ = ≤ α < ∞∫ [ ] . (12) 

Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â 
ò³ë³ ç ù³ëèíîþ, ÿêà íå ñóïåðå÷èòü ë³í³éí³é ìîäåë³ òâåðäîãî äåôîðì³âíîãî 
ò³ëà ñôîðìóëþºìî  

Òâåðäæåííÿ 2. ßêùî â óìîâàõ ïîñòàâëåíî¿ çàäà÷³ êîìïîíåíòà 
( , )βω α γ  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó   çàäîâîëüíÿº ãðàíè÷íó 

ð³âí³ñòü 
 

1 0 1 0
lim ( , 0) lim ( , 0)β βα → − α → +

ω α ± = ω α ± , (13) 

òî êîìïîíåíòè ( , )uα α γ  ³ ( , )uγ α γ  âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåííÿ º íåïå-

ðåðâíî äèôåðåíö³éîâíèìè ôóíêö³ÿìè çì³ííî¿ α  â óñ³õ òî÷êàõ çàéíÿòîãî 
ò³ëîì îá’ºìó. Öå çàáåçïå÷óº ðåãóëÿðíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó 
ò³ë³ ç ù³ëèíîþ ³ ãëàäê³ñòü äåôîðìîâàíî¿ ïîâåðõí³ 0γ =  ó òî÷ö³ 1α = . 

Ç îãëÿäó íà ë³í³éí³ñòü çàäà÷³ êîìïîíåíòè âåêòîðà ïðóæíîãî ïåðåì³ùåí-
íÿ ³ òåíçîðà íàïðóæåíü ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóïåðïîçèö³¿ îñíîâíîãî ñòàíó, âè-
êëèêàíîãî îäíîð³äíèì ïîëåì äîòè÷íèõ íàïðóæåíü íà áåçìåæíîñò³, ³ äîäàò-
êîâîãî – â³ä çîñåðåäæåíèõ ó ïëîùèí³ 0γ =  îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â (3): 

 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , ),        ( , ) ( , ) ( , )u u u u u uα α α γ γ γα γ = α γ + α γ α γ = α γ + α γ , 

 0 1( , ) ( , ) ( , )β β βω α γ = ω α γ + ω α γ , (14) 

 0 1 0 1( , ) ( , ) ( , ),      ( , ) ( , ) ( , )αγ αγ αγ γγ γγ γγσ α γ = σ α γ + σ α γ σ α γ = σ α γ + σ α γ , 

 0 1( , ) ( , ) ( , )θ α γ = θ α γ + θ α γ . (15) 

Ó ð³âíîñòÿõ (14) ³ (15) îñíîâíèé íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí âèçíà-
÷àºòüñÿ òàê: 

 0 0 0 0 0 0 0 0 01 1,   ,   ,   0,   0,   0
2 2

u uα γ αγ γγ β= τ γ = τ α σ = µτ σ = ω = θ = . 

Â³äïîâ³äíî äî ñï³ââ³äíîøåíü (14) ³ (15) óìîâè (11) áóäóòü âèêîíàí³, ÿêùî ó 
âèðàçàõ (9) ³ (10) ôóíêö³¿ ( )A ξ  ³ ( )B ξ  âèçíà÷àòèìóòüñÿ ðîçâ’ÿçêàìè ³íòåã-
ðàëüíèõ ð³âíÿíü Ôðåäãîëüìà ïåðøîãî ðîäó 

 2 0

0

1( ) ( ) cos ,       0 1
2

k A B d
∞

ξ − ξ ξ ξα ξ = τ ≤ α ≤∫ [ ] , (16) 

 
0

( ) ( ) sin 0,             0 1A B d
∞

ξ − ξ ξ ξα ξ = ≤ α ≤∫ [ ] , (17) 

à òàêîæ íå ñóïåðå÷èòèìóòü ³íòåãðàëüíîìó ð³âíÿííþ (12). 
Ïîäàëüø³ äîñë³äæåííÿ áàçóâàòèìóòüñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ ðîçðèâíèõ ³í-

òåãðàë³â Ôóð’º: 
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0

( ) sinJ
d

∞
ν

λ

ξ ξα
ξ =

ξ∫  

 

2

2

1

1

2 2 2 3; ; ;
2 2 2 2

2

2 2 1 1; ; 1;
2 2 2

1
2

, 0 1,
2

sgn
,    1,

2 ( 1)

F

F

λ −

ν −λ +λ

− λ + ν − λ + ν − λ − ν α

ν + λ

− λ + ν − λ + ν − λ + ν ν +
α

+ λ − ν

    Γ α        ≤ α ≤
  Γ    =      πΓ α   

    α ≥  Γ ν + Γ α   

 (18) 

 
0

( ) cosJ
d

∞
ν

λ

ξ ξα
ξ =

ξ∫  

 

2

2

1

1 1 1 1; ; ;
2 2 2 2

1
2

1 1 2 1; ; 1;
2 2 2

2

, 0 1,
2

,    1,
2 ( 1)

F

F

λ

ν −λ +λ

− λ + ν − λ + ν − λ − ν α

ν + λ +

− λ + ν − λ + ν − λ + ν ν +
α

λ − ν

    Γ α        ≤ α ≤
  Γ    =      πΓ    

    α ≥  Γ ν + Γ α   

 (19) 

äå 0.5λ > − . Ó âèðàçàõ (18), (19) ( )xΓ  – ´àììà-ôóíêö³ÿ; 2( ; ; ; )F a b c x  – ã³-
ïåðãåîìåòðè÷íà ôóíêö³ÿ ¥àóññà, ÿêà âèçíà÷àºòüñÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèì 
ðÿäîì 

 
2

2

0

( ) ( ) ( )
( ; ; ; )

( ) ( ) ( ) !

k

k

c a k b k xF a b c x
a b c k k

∞

=

Γ Γ + Γ += ⋅
Γ Γ Γ +∑  (20) 

ç îäèíè÷íèì ðàä³óñîì çá³æíîñò³ ïðè 0c a b− − > , ïðè÷îìó  

 ( ) ( ) ( )
; ; ;1

( ) ( )
c c a b

F a b c
c a c b

Γ Γ − −=
Γ − Γ −

; (21) 

 2 2 2( ; ; ; ) (1 ) ( ; ; ; )c a bF a b c x x F c a c b c x− −= − − − . (22) 

Çàçíà÷èìî, ùî ïðè a k= −  àáî b k= −  0( )k N∈  ðÿä (20) çâîäèòüñÿ äî 

ïîë³íîìà ñòåïåíÿ 2k  [7], ÿêèé ìîæíà ïîäàòè ÷åðåç ïîë³íîìè ßêîá³. 

ßêùî ôóíêö³¿ 2 ( ) ( )k A Bξ − ξ ξ  ³ 2( 1) ( ) ( )k A B+ ξ − ξ ξ , ÿê³ º ðîçâ’ÿçêàìè 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (12) ³ 16), ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
1 0

12
( )2( ) ( ) ,            0.5

(1 )

q
q

q

J
k A B q

q

− − ξτξ − ξ ξ = > −
Γ − ξ

, (23) 

 2 2
1

0

( )
( 1) ( ) ( ) ,        0.5n r

n r
n

J
k A B a r

∞
+

−
=

ξ
+ ξ − ξ ξ = >

ξ
∑ , (24) 

äå ( )sJ ξ  – ôóíêö³¿ Áåññåëÿ ïåðøîãî ðîäó ïîðÿäêó s , òî ³íòåãðàëüí³ ð³â-
íÿííÿ (12) ³ (16) çàäîâîëüíÿþòüñÿ òîòîæíî ïðè äîâ³ëüíèõ çíà÷åííÿõ 

0.5q > −  ³ 0.5r > , à ³íòåãðàëüíå ð³âíÿííÿ (17) çâîäèòüñÿ ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ 

äî òàêîãî ð³âíÿííÿ ñòîñîâíî êîåô³ö³ºíò³â nb : 
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 2 2

0

3 3 3 3 1 3; ; ; ; ; ;
2 2 2 2 2 2n

n

b F n n r F q
∞

=

   + − − + α = − α   
   ∑ , (25) 

 
2

2 0

4 ( 1) (1 ) ( 1.5)

2 (1.5 ) ( 0.5)
n nr

k q n
b a

k q n r

π − Γ − Γ +
=

τ Γ − Γ + −
. 

Çà â³äîìèìè ôóíêö³ÿìè 

 
0 1

12
1

0

( )( ) 2
( )

(1 )

q
qn r

n r q
n

II
A a

q

−∞
−+

−
=

ξξ τ
ξ = − ⋅

Γ −ξ ξ
∑ , (26) 

 
0 2 1

12 2
1

0

( )( ) ( 1) 2
( )

(1 )

q
qn r

n r q
n

II k
B k a

q

−∞
−+

+
=

ξξ τ +
ξ = − ⋅

Γ −ξ ξ
∑ , (27) 

îçíà÷åíèìè ð³âíîñòÿìè (23) ³ (24), ³ ôîðìóëàìè (5)–(10) ìîæíà ïîâí³ñòþ 
âèçíà÷èòè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ò³ë³ ç òî÷í³ñòþ äî ïàðàìåòð³â 

0.5q > −  ³ 0.5r > . 

3. Çíàéäåìî ðîçïîä³ë ïåðåì³ùåíü, íàïðóæåíü, îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ θ  ³ 
êîìïîíåíòè βω  ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó â ïëîùèí³ 0γ = . Äëÿ öüîãî 

ó ôîðìóëè (5)–(10) ï³äñòàâèìî âèðàçè ( )A ξ  ³ ( )B ξ , îçíà÷åí³ ð³âíîñòÿìè (26) 

³ (27), ³ îá÷èñëèìî ïðè 0γ =  ðîçðèâí³ ³íòåãðàëè Ôóð’º. Â ðåçóëüòàò³ çà 
ôîðìóëàìè (18) ³ (19) îäåðæèìî  

– â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤ : 

 
2

0

( 0.5) ( 0.5; 0.5; 0.5; )
( , 0)

2 ( 0.5)
n r

n

n F n n r
u a

n r

∞

α
=

Γ + + − − + α
α ± = ±

Γ + +
∑ , (28) 

 
2

2 2 0
1

0

( 1) ( 1; 1;1.5; ) 1( , 0)
22 ( )

n r
n

n F n n r
u k a k

n r

∞

γ −
=

Γ + α + − − + α
α ± = − γ α

Γ +
∑ , (29) 

 
( )

( )

2 1.5 2

2
0

1.5 (1 ) ( ; ;1.5; )
( , 0) 2

2 0.5

r

n r
n

n F n n r
a

n r

−∞

−
=

Γ + α − α − + αθ α ± = −
Γ + −

∑  

 
0 2(1.5 ) (1.5 ;0.5;1.5; )

(1 )

q F q

q

αγ Γ − − α − 
π Γ − 

, (30)  

 
2

2 0 2
1

0

( 1) ( 1; 1;0.5; )1( , 0)
2 2 ( )

n r
n

n F n n r
k k a

n r

∞

β −
=

Γ + + − − + α
ω α ± = γ −

Γ +
∑ , (31) 

 
2 0

22 (1.5 )
( , 0) (1.5 ;0.5;1.5; )

(1 )

k q
F q

qγγ
µ γ Γ − σ α ± = ± − α −

π Γ − 
 

 2

0

( 1.5; 1.5;1.5; )n
n

b F n n r
∞

=

− + − − + α 


∑ ; (32) 

– â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞ : 

 ( , 0) 0uα α ± = , 

 
2

2
2 1

0

( 1) ( 1; 0.5; 2 1; )
( , 0) sgn

2 (2 1) ( 0.5)
n nr

n

n F n n n r
u k a

n r n

∞ −

γ +
=

πΓ + + + + + αα ± = α −
Γ + + Γ − + α

∑  

 
2 0 2

0
1 2

( 1) (1 ;0.5 ;2 ; ) 1sgn
24 (2 ) ( 0.5) q

k F q q q

q q

−

−

+ γ π − − − α
− α + γ α

Γ − Γ + α
, (33) 
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0 2

2 2

(1.5 ) (1.5 ;1 ;2 ; )
( , 0) sgn

(1 ) (2 ) ( ) q

q F q q q

q q q

−

−

γ π Γ − − − − α
θ α ± = ± α

Γ − Γ − Γ α
, (34) 

 
2

2
2 21

0

( 1) ( 1; 1.5;2 1; )
( , 0)

2 (2 1) ( 0.5)
n nr

n

n F n n n r
k a

n r n

−∞

β +−
=

π Γ + + + + + α
ω α ± = − +

Γ + + Γ − − α
∑  

 
2 0 2

2 2

(1 ;1.5 ;2 ; )

2 (2 ) ( 0.5) q

k F q q q

q q

−

−

γ π − − − α
+

Γ − Γ − α
, (35) 

 
2 0 2

2 2

2 (1.5 ) (1.5 ;1 ;2 ; )
( , 0) sgn

(1 ) (2 ) ( ) q

k q F q q q

q q q

−

γγ −

µ γ π Γ − − − − α
σ α ± = ± α

Γ − Γ − Γ α
, (36) 

 
0 2

0
2 2

(1 ;1.5 ;2 ; )
( , 0)

(2 ) ( 0,5) q

F q q q

q q

−

αγ −

µ γ π − − − α
σ α ± = µ γ −

Γ − Γ − α
. (37) 

Îñê³ëüêè çã³äíî ç âèðàçàìè (31) ³ (35) êîìïîíåíòè ( , 0)βω α ±  âåêòîðà 

ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó ìàþòü ð³çí³ àíàë³òè÷í³ âèðàçè â îáëàñòÿõ 
0 1≤ α ≤  ³ 1 ≤ α < ∞ , òî âíàñë³äîê óìîâè çá³æíîñò³ ã³ïåðãåîìåòðè÷íîãî 

ðÿäó ïðè 1α =  ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü (13) âèêîíóâàòèìåòüñÿ òîä³ é ò³ëüêè 
òîä³, ÿêùî 

 0.5 1,        1.5 2,               1q r r q< < < < = + . (38) 

Çàçíà÷èìî, ùî îáìåæåííÿ ïàðàìåòðà q  çâåðõó âèïëèâàº ç îáìåæåíîñò³ íà-

ïðóæåíîãî ñòàíó ïðè α → ∞ . 
Òåïåð áåçïîñåðåäíüîþ ïåðåâ³ðêîþ ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ ó òîìó, ùî, 

êîëè âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (38), âñ³ õàðàêòåðèñòèêè íàïðóæåíî-äåôîðìî-
âàíîãî ñòàíó â ò³ë³ ç ù³ëèíîþ ïðè ïîïåðå÷íîìó çñóâ³ º ðåãóëÿðíèìè ó òî÷ö³ 

1α =  ³ çàäîâîëüíÿþòü àíàëîã³÷í³ äî (13) ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³, ïðè÷îìó çã³äíî 

ç âèðàçîì (34) îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( , 0)θ α ±  ìàº ïîðÿäîê 0γ  ïðè âåëè÷èí³ 

äîòè÷íîãî íàïðóæåííÿ íà íåñê³í÷åííîñò³ 0∞
αγσ = µγ . 

Àíàë³ç âèðàç³â (28)–(37) äàº ìîæëèâ³ñòü ñôîðìóëþâàòè  

Òâåðäæåííÿ 3. Íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ ( , 0)γγσ α ± , äîòè÷íå íàïðóæåí-

íÿ ( , 0)αγσ α ±  ³ îá’ºìíà äåôîðìàö³ÿ ( , 0)θ α ±  ó ò³ë³ ç ù³ëèíîþ íà ¿¿ ïðîäîâ-

æåíí³ çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä ïàðàìåòðà q  ³ â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ 
0∞

αγσ = µγ . 

4. Äîâåäåìî, ùî çà â³äñóòíîñò³ íîðìàëüíî¿ ä³¿ íà áåðåãè ù³ëèíè (òàêó 
ñèòóàö³þ ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ãðàíè÷íó ïðóæíó ð³âíîâàãó â ò³ë³ ç ù³ëè-
íîþ ïðè ïîïåðå÷íîìó çñóâ³) íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ó ò³ë³ çàëåæèòü 
ò³ëüêè â³ä ïàðàìåòðà q . 

Çàçíà÷èìî, ùî ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ (25), ÿêå â³äïîâ³äàº óìîâ³ 
â³äñóòíîñò³ íîðìàëüíî¿ ñèëîâî¿ âçàºìîä³¿ áåðåã³â ù³ëèíè â óñüîìó ³íòåðâàë³ 
0 1≤ α ≤ , ìàº ºäèíèé ðîçâ’ÿçîê – íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â nb  ò³ëüêè ïðè 

1.5r = . Ä³éñíî, â öüîìó âèïàäêó ë³âà ÷àñòèíà ð³âíÿííÿ (25) íàáóäå âèãëÿäó 

 2 2

0

( 1.5; ;1.5; ) (1.5 ;0.5;1.5; )n
n

b F n n F q
∞

=

+ − α = − α∑  (39) 

³ ñòàº ðÿäîì çà ïîâíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é, ÿêèìè º ã³ïåðãåîìåòðè÷í³ ôóíê-
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ö³¿ 2( 1.5; ;1.5; )F n n+ − α . Òîìó íà ï³äñòàâ³ àïðîêñèìàö³éíî¿ òåîðåìè 

Âåéºðøòðàññà ð³âíÿííÿ (39) ìàº ºäèíèé íàá³ð êîåô³ö³ºíò³â nb  çà äîâ³ëüíî¿ 

íåïåðåðâíî¿ ïðàâî¿ ÷àñòèíè, ÿêîþ º ôóíêö³ÿ 2(1.5 ;0.5;1.5; )F q− α  ïðè 

0.5q > . Òàêèì ÷èíîì, óìîâà ( , 0) 0γγσ α ± =  ìîæå áóòè âèêîíàíà ó âñüîìó 

³íòåðâàë³ 0 1≤ α ≤  ò³ëüêè ïðè 1.5r = . Ïðè öüîìó çíà÷åíí³ r  äðóãà ç 

íåð³âíîñòåé (38) íå âèêîíóºòüñÿ ³, ÿê íàñë³äîê, êîìïîíåíòà ( , 0)βω α ±  

âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó ìàº ëîãàðèôì³÷íó îñîáëèâ³ñòü ó 
òî÷ö³ 1α = , à íîðìàëüíå íàïðóæåííÿ ( , 0) 0γγσ α ± =  òà îá’ºìíà äåôîðìà-

ö³ÿ ( , 0)θ α ±  ìàþòü ó ö³é òî÷ö³ ñòðèáîê: 

 
1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)γγ γγα → + α → −
σ α ± − σ α ± =  

 
2 0

2 02 (1.5 ) ( 0.5)
2 tg

( ) (1 )
k q q

k q
q q

µ γ Γ − Γ −
= = µ γ π

Γ Γ −
, 

 
1 0 1 0

lim ( , 0) lim ( , 0)
α → − α → +

θ α ± − θ α ± =  

 
0

( 1.5) ( ; 1.5;1.5;1)
2 2

( 1)n
n

n F n n
a

n

∞

=

Γ + − +
=

Γ +∑ , (40) 

³ äîòè÷íå íàïðóæåííÿ ( , 0)αγσ α ±  çàëèøàºòüñÿ íåïåðåðâíèì, çàáåçïå÷óþ÷è 

òèì ñàìèì âèêîíàííÿ çàêîíó ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. Íàÿâí³ñòü 
ñòðèáê³â (40) ç òî÷êè çîðó ô³çèêè ÿâèùà ìîæíà òðàêòóâàòè ³ ÿê âòðàòó 
ñò³éêîñò³ ãåîìåòð³¿ ù³ëèíè â îêîë³ òî÷êè 1α = . 

Âêàæåìî íà ìîæëèâèé àíàë³òèêî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ñïîñ³á âèçíà÷åí-
íÿ ïàðàìåòðà q  ó ñòàí³ ãðàíè÷íî¿ ïðóæíî¿ ð³âíîâàãè. Äëÿ öüîãî çà ôîðìó-
ëîþ (28) îá÷èñëèìî 

 2

0

( , 0) 2 ( 1.5) 3 3; ; ;
( 1) 2 2n

n

u n
a F n n

n

∞
α

=

∂ α ± Γ +  = α + − α ∂α Γ +  ∑ , 

çâ³äêè ç óðàõóâàííÿì çâ’ÿçêó (25) ì³æ êîåô³ö³ºíòàìè na  ³ nb  çíàéäåìî, ùî 

 
2 0

2
2

0

( , 0) (1.5 ) 3 3; ; ;
2 2( 1) (1 )

n
n

u k q
b F n n

k q

∞
α

=

∂ α ± γ Γ − α  = + − α ∂α  π − Γ −
∑ , 

³ ç îãëÿäó íà ð³âí³ñòü (25) îñòàòî÷íî îäåðæèìî, ùî â ñòàí³ ãðàíè÷íî¿ 
ïðóæíî¿ ð³âíîâàãè 

 
2 0

2
2

( , 0) (1.5 ) 3 1 3; ; ;
2 2 2( 1) (1 )

u k q
F q

k q
α∂ α ± γ Γ −  = α − α ∂α  π − Γ −

 . (41) 

Ï³ñëÿ ³íòåãðóâàííÿ âèðàçó (41) ³ âèçíà÷åííÿ ñòàëî¿ ³íòåãðóâàííÿ ç óìîâè 
( , 0) 0uα α ± =  ïðè 1α =  çíàéäåìî çàëåæí³ñòü â³äíîñíîãî çì³ùåííÿ áåðåã³â 

ù³ëèíè â³ä çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ òà ïàðàìåòðà q : 

 ( , 0)uα α ± =  

 
2 0

2
2

(0.5 ) ( 0.5)1 1 1; ; ;
2 2 2 ( )( 1) (1 )

k q q
F q

qk q

γ Γ − π Γ +  = ± − − α −  Γ π − Γ −  
. (42) 

Çà ôîðìóëîþ (42) âèçíà÷èìî â³äíîñíå çì³ùåííÿ áåðåã³â ù³ëèíè â òî÷ö³ 
0α = . Îñê³ëüêè (0.5 ; 0.5;0.5;0) 1F q− − = , òî  
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2 0

2

(0.5 ) ( 0.5)
(0, 0) 1

( )( 1) (1 )

k q q
u

qk q
α

γ Γ − π Γ + ± = − Γπ − Γ −  
 , (43) 

òîáòî, ÿê ³ ñë³ä áóëî î÷³êóâàòè, ïðè 0∞
αγσ >  êðàé 0γ = +  ù³ëèíè çì³ùóºòü-

ñÿ ó â³ä’ºìíîìó íàïðÿì³ îñ³ α . Ôîðìóëà (43) ìîæå ñëóãóâàòè äëÿ îá÷èñ-
ëåííÿ ïàðàìåòðà q  çà åêñïåðèìåíòàëüíî âèì³ðÿíèì â³äíîñíèì çì³ùåííÿì 

áåðåã³â ù³ëèíè ó ¿¿ öåíòð³ (ïðè 0α = ). 
Êðàéîâó óìîâó ( , 0) 0γγσ α ± =  ïðè 0 1≤ α ≤ , ìàòåìàòè÷íèì âèðàçîì 

ÿêî¿ º ôóíêö³îíàëüíå ð³âíÿííÿ (25), ìîæíà çàäîâîëüíèòè ³íøèì ñïîñîáîì. 

Çîêðåìà, ââàæàòèìåìî ôîðìàëüíî, ùî 
2 0

0 0 2
1,  ,  0,  

2( 1)
n

k
b a b n

k

γ
= = = ∈

−
 . 

Òîä³ ð³âíÿííÿ (25), à ç íèì ³ äðóãà ç êðàéîâèõ óìîâ (11), âèêîíóâàòèìóòüñÿ, 
ÿêùî  

 0,         1q r= = , (44) 

îñê³ëüêè ã³ïåðãåîìåòðè÷í³ ôóíêö³¿ ¥àóññà â ð³âíÿíí³ (25) ïðè óìîâ³ (44) 
çá³ãàþòüñÿ ³ ìàþòü ïðè 1α =  îäíàêîâó êîðåíåâó îñîáëèâ³ñòü. Î÷åâèäíî, 
ùî ïðè çíà÷åííÿõ (44) ïàðàìåòð³â q  ³ r  ³ñíóº ùå îäèí ðîçâ’ÿçîê ñôîðìó-
ëüîâàíî¿ çàäà÷³, ïðîòå ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü (13) ïðè öüîìó íå áóäå âèêîíó-
âàòèñÿ. 

Âèçíà÷èìî ðîçïîä³ë ïåðåì³ùåíü, íàïðóæåíü, îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ 
( , )θ α γ  ³ êîìïîíåíòè ( , )βω α γ  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó ó 

ïëîùèí³ 0γ = . 
Âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè ï³äñóìîâóâàííÿ ã³ïåðãåîìåòðè÷íèõ ðÿä³â [7] 

 2 2 2

2

21( ; ; ; ) (1 ) ,             1; ;2;
2 1

bF c b c F − α α = − α α = 
  α + α −

, 

 
2

2

2 2

3 2;1;2;
2

1 1
F − α α = 

   α − α + α − 
 

, 

îäåðæèìî 

– â îáëàñò³ 0 1≤ α < : 

 
0 2 0 2

2
2 2

( , 0) 1 ,         ( , 0)
2( 1) 2( 1)

k k
u u

k k
α γ

γ γ
α ± = ± − α α ± = α

− −
, (45) 

 
0 20

2 22
( , 0) ,              ( , 0)

1 2( 1)1

k

k k
β

γγ αθ α ± = ω α ± = −
− −− α

 , (46) 

 ( , 0) 0,                               ( , 0) 0γγ αγσ α ± = σ α ± = , (47) 

– â îáëàñò³ 1 < α < ∞ :  

 
0

0

2 2

sgn 1( , 0) 0,      ( , 0)
2

2( 1) 1
u u

k
α γ

γ α
α ± = α ± = + γ α

 − α + α − 
 

, (48) 

 
2 0

2 2
( , 0) 0,        ( , 0) 1

2( 1) 1

k

k
β

αγ  θ α ± = ω α ± = −  − α −
, (49) 

 
0

2
( , 0) 0,      ( , 0)

1
γγ αγ

µ γ α
σ α ± = σ α ± =

α −
. (50) 
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Îòðèìàí³ âèðàçè (45)–(50) â³äïîâ³äàþòü â³äîì³é, ïîêëàäåí³é â îñíîâó 
ìåõàí³êè ðóéíóâàííÿ, ìîäåë³ êëàñè÷íîãî ñèíãóëÿðíîãî ðîçïîä³ëó íàïðó-
æåíü ³ç êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ íà êðàþ 1α =  ù³ëèíè. 

ßê óæå áóëî äîâåäåíî, âèêîíàííÿ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîñò³ (13) çàáåçïå÷óº 
íåïåðåðâí³ñòü óñ³õ õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó â ò³ë³ ç 
ù³ëèíîþ çà çì³ííîþ α . Òîìó âíàñë³äîê ð³âíîñò³ 2 2uα γ αγ βµ ∂ = σ − µ ω  âèêî-

íóâàòèìåòüñÿ òàêîæ ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü 

 
1 0 1 0

lim limu uα γ α γα → − α → +
∂ = ∂ , (51) 

ÿêà ñâ³ä÷èòü ïðî îäíàêîâ³ñòü ïðóæíèõ ïîâîðîò³â ó òî÷ö³ 1α =  ³ ï³ä-

òâåðäæóº ãëàäê³ñòü äåôîðìîâàíî¿ ïîâåðõí³ 0γ = . 

Òàêèì ÷èíîì, çà âèêîíàííÿ óìîâè (13) òî÷êè 1α =  ïëîùèíè 0γ =  

(ôðîíò ù³ëèíè) ç òî÷êè çîðó ô³çèêè ÿâèùà ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ñïåöèô³÷-
íèé ïðóæíèé øàðí³ð. 

Çàçíà÷èìî, ùî â³äïîâ³äíî äî âèðàç³â (45) ³ (48) êëàñè÷íîãî ðîçâ’ÿçêó ç 
êîðåíåâîþ îñîáëèâ³ñòþ ãðàíè÷í³ ð³âíîñò³ (13) ³ â³äïîâ³äíî (51) íå âèêîíó-
þòüñÿ, à òîìó ôðîíò ù³ëèíè 1α =  ïëîùèíè 0γ =  ó êëàñè÷í³é ìîäåë³ 

ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê ïëàñòè÷íèé øàðí³ð, ïðè÷îìó â³äíîñí³ çì³ùåííÿ áåðå-
ã³â ù³ëèíè ( , 0)uα α ±  ó òî÷ö³ 0α = , îá÷èñëåí³ çà ôîðìóëîþ (43) ïðè 0q = , ³ 

(45), çá³ãàþòüñÿ. 

5. Äëÿ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ç íåïåðåðâíèì ðîçïîä³ëîì óñ³õ 
êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ó âåðøèí³ ù³ëèíè 1α =  ââàæàòèìåìî, ùî 

ôðîíò ù³ëèíè º ïðóæíèì øàðí³ðîì ³ ãðàíè÷íà ð³âí³ñòü (13) âèêîíóºòüñÿ, à, 
îòæå, âèêîíóþòüñÿ íåð³âíîñò³ (38). Äîäàòêîâî ïðèïóñòèìî, ùî ³ñíóº ïåâíà 
ä³ëÿíêà 0 1α ≤ α ≤ , ÿêà çàëåæèòü â³ä ïàðàìåòðà 1.5r > , ó ÿê³é â³äáóâà-

ºòüñÿ íîðìàëüíà ñèëîâà âçàºìîä³ÿ ì³æ áåðåãàìè ù³ëèíè, à òîìó äðóãà ç 
óìîâ (11) íàáóäå âèãëÿäó 

 0( , 0) 0,          0 1γγσ α ± = ≤ α ≤ α < . (52) 

Çàçíà÷èìî, ùî ó cδ -ìîäåë³ Ëåîíîâà – Ïàíàñþêà òåæ ïîñòóëþºòüñÿ ³ñíó-
âàííÿ çîíè âçàºìîä³¿ ó ïðèê³íöåâ³é çîí³ ù³ëèíè, àëå ó çàäà÷³ ïîïåðå÷íîãî 
çñóâó òàì ïîñòóëþºòüñÿ çñóâíà âçàºìîä³ÿ. 

Äëÿ âèêîíàííÿ êðàéîâî¿ óìîâè (52) ïðè 1.5r >  ³ 0.5q >  ð³âíÿííÿ (25) 
ïåðåòâîðèìî çà ôîðìóëîþ (33) ³, âðàõîâóþ÷è, ùî 

  2 (0.5; 1.5) 2!
( ; ;1.5; ) (1 2 )

2 ( 1.5)
r

n
n

F n n r P
n

−π
− + α = − α

Γ +
   

– ïîë³íîìè ßêîá³ ç àðãóìåíòîì 2(1 2 )− α , îäåðæèìî òàêå ôóíêö³îíàëüíå 
ð³âíÿííÿ: 

 (0.5; 1.5) 2

0

(1 )r
n n

n

b P
∞

−

=

− α =∑  

 
2

02 1.5

2 ( 1.5) (1.5 ;0.5;1.5; )
,     0 1

! (1 )r
n F q

n −

Γ + − α
= ≤ α ≤ α <

π − α
. (53) 

Âíàñë³äîê óìîâè îðòîãîíàëüíîñò³ ïîë³íîì³â ßêîá³ [7] 



131 

 
1

2 2 1.5 (0.5; 1.5) (0.5; 1.5)

0

(1 )r r r
n mP P d− − −α − α α =∫  

 

0, ,

( 1.5) ( 0.5)
, ,

2 !(2 ) ( )

m n

n n r
m n

n n r n r

≠
=  Γ + Γ + − = + Γ +

 

ðîçâ’ÿçîê ôóíêö³îíàëüíîãî ð³âíÿííÿ (53) çàïèøåìî òàê: 

 nb =  

 
1

2 2 (0.5; 1.5)

0

4(2 ) ( )
(1.5 ;0.5;1.5; ) ,   1.5

( 0.5)
r

n
n r n r

F q P d r
n r

−+ Γ +
= α − α α >

π Γ + − ∫ , 

ïðè÷îìó íà ï³äñòàâ³ àïðîêñèìàö³éíî¿ òåîðåìè Âåéºðøòðàññà ðÿä (53) áóäå 
çá³ãàòèñÿ ó âñüîìó ³íòåðâàë³ 00 1≤ α ≤ α < . 

6. Îá÷èñëèìî ðîçïîä³ë îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â ó ïëîùèí³ 0γ = , ÿê³ çà-

áåçïå÷óþòü ðåãóëÿðíèé ðîçïîä³ë íàïðóæåíü, îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ ( , )θ α γ  ³ 

êîìïîíåíòè ( , )βω α γ  âåêòîðà ëîêàëüíîãî æîðñòêîãî ïîâîðîòó â îêîë³ â³ñòðÿ 

ù³ëèíè ïðè ïîïåðå÷íîìó çñóâ³. Äëÿ öüîãî ó ôîðìóëè (3) ï³äñòàâèìî ôóíêö³¿ 
( )A ξ  ³ ( )B ξ , îçíà÷åí³ âèðàçàìè (23) ³ (24). Ï³ñëÿ îá÷èñëåííÿ ðîçðèâíèõ 

³íòåãðàë³â Ôóð’º çà ôîðìóëàìè (18) ³ (19) îäåðæèìî 

– â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤ : 

 
2 0.5 2

0

( 0.5) (1 ) ( ; ;0.5; )
( ) 2

2 ( 0.5)

r

n r
n

n F n n r
X a

n r

−∞

α
=

Γ + − α − + α
α =

Γ + +
∑ , 

 
2 1.5 2

2
0

( 1.5) (1 ) ( ; ;1.5; )
( ) 2

2 ( 0.5)

r

n r
n

n F n n r
X a

n r

−∞

γ −
=

Γ + α − α − + α
α = −

Γ + −
∑  

 
0 22 (1.5 ) (1.5 ;0.5;1.5; )

(1 )

q F q

q

γ Γ − α − α
−

π Γ −
 

– â îáëàñò³ 1 ≤ α < ∞ : 

 ( ) 0Xα α ≡ , 

 
0 2

2 2

(1.5 ) (1.5 ;1 ; 2 ; )
( ) sgn

( ) (1 ) (2 ) q

q F q q q
X

q q q

−

γ −

γ π Γ − − − − α
α = − α

Γ Γ − Γ − α
. 

Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîíàíí³ óìîâ (38) ( )Xα α  ³ ( )Xγ α  º íåïåðåðâíèìè â 

òî÷ö³ 1α =  ³ òèì ñàìèì êîìïåíñóþòü ñòðèáîê (36) íîðìàëüíîãî íàïðó-

æåííÿ ( , 0)γγσ α ±  íà ïðîäîâæåíí³ ù³ëèíè. 

Çíàéäåìî òåïåð ðîçïîä³ë îá’ºìíèõ ñèë ³ äèïîë³â ç³ ñêëàäîâèìè ( )Xα α  ³ 

( )Xγ α  ó êëàñè÷íîìó âèïàäêó çà óìîâè (44). Ïðè öüîìó â îáëàñò³ 0 1≤ α ≤  

 
2 0 0

2
2 2 2

( ) 1 ,           ( )
1 1 1

k
X X

k k
α γ

γ γ αα = − α α =
− − − α

 

³ ( ) ( ) 0X Xα γα = α =  â îáëàñò³ 1 < α < ∞ . Òàêèì ÷èíîì, ó êëàñè÷íîìó âè-

ïàäêó ñêëàäîâà ( )Xα α  º íåïåðåðâíîþ ïðè 1α = , à ( )Xγ α  ìàº êîðåíåâó 

îñîáëèâ³ñòü, ÷èì ³ çóìîâëåíèé ñèíãóëÿðíèé ðîçïîä³ë õàðàêòåðèñòèê íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó íà ôðîíò³ 1α = . 
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НЕКЛАССИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ПЛОСКОЙ ДЕФОРМАЦИИ ТЕЛА С ЩЕЛЬЮ  
ПРИ ПОПЕРЕЧНОМ СДВИГЕ 
 
Â ðàìêàõ ëèíåéíîé ìîäåëè òåîðèè óïðóãîñòè ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìî-
äåëü äåôîðìèðîâàíèÿ òåëà ñ ùåëüþ ïðè ïîïåðå÷íîì ñäâèãå, â êîòîðîé êëàññè÷åñ-
êèå óñëîâèÿ îòñóòñòâèÿ íîðìàëüíîãî è êàñàòåëüíîãî ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ 
ìåæäó áåðåãàìè ùåëè äîïîëíåíû óñëîâèåì íåïðåðûâíîñòè óãëîâ æåñòêîãî ïîâîðî-
òà íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà ôðîíòå ùåëè. Ïðåäëîæåí 
êëàññ ôóíäàìåíòàëüíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñòàòè÷åñêîé òåîðèè 
óïðóãîñòè ñ ðàñïðåäåëåííûìè â ïëîñêîñòè ùåëè îáúåìíûìè ñèëàìè è äèïîëÿìè, 
íà îñíîâå êîòîðûõ è ïðåäëîæåííûõ óñëîâèé ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà-
÷è î ïîïåðå÷íîì ñäâèãå òåëà ñ ùåëüþ. Ïðè ýòîì äîêàçàíî, ÷òî âûïîëíåíèå ôèçè-
÷åñêîãî óñëîâèÿ íåïðåðûâíîñòè óãëîâ æåñòêèõ ïîâîðîòîâ ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà 
ôðîíòå ùåëè îáåñïå÷èâàåò ðåãóëÿðíîå íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå â 
òåëå è åñòü âîçìîæíûì òîëüêî ïðè ñóùåñòâîâàíèè îïðåäåëåííîé çîíû íîðìàëü-
íîãî ñèëîâîãî âçàèìîäåéñòâèÿ áåðåãîâ ùåëè â îêðåñòíîñòè åå âåðøèíû è ñêà÷êà 
íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà åå ïðîäîëæåíèè. Ñêà÷êó íîðìàëüíûõ íàïðÿæåíèé íà 
ïðîäîëæåíèè ùåëè ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà ðàñïðåäåëåííûõ îáúåì-
íûõ ñèë è äèïîëåé, êîòîðóþ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê çîíó ïîâðåæäåííîñòè 
ìàòåðèàëà, à îñòðèå òðåùèíû – êàê óïðóãèé øàðíèð. Åñëè íå òðåáîâàòü âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèé íåïðåðûâíîñòè óãëîâ æåñòêîãî ïîâîðîòà ëèíåéíûõ ýëåìåíòîâ íà 
ôðîíòå ùåëè, òî êëàññè÷åñêîå ñèíãóëÿðíîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé ñ êîðíåâîé 
îñîáåííîñòüþ ó îñòðèÿ ùåëè ïîëó÷àåòñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé. 
 
NONCLASSICAL MODEL OF PLANAR DEFORMATION OF SOLID WITH GAP 
 UNDER TRANSVERSE DISPLACEMENT 
 
Within the framework of linear model of the elasticity theory a mathematical model is 
proposed for deformation of solid with gap under transverse displacement, in which the 
classical conditions of absence of normal and tangential force interaction between the 
gap faces are supplemented with the condition of continuity for the angles of rigid ro-
tation of the normal linear elements on the gap front. A class of fundamental solutions 
to the equilibrium equations of the static elasticity theory with volume forces and 
dipoles distributed in the gap plane is introduced. On the base of this and of proposed 
conditions, a set of solutions to the problem on nonclassical displacement of solid with 
gap is constructed. It is proved that the physical condition of continuity for the angles 
of rigid rotations of linear elements on the gap front ensures a regular stressed-strained 
state in the solid and is possible only under the condition of certain zone of normal 
force interaction of the gap faces in the vicinity of its top and normal stress jump on 
the gap extension. A shroud of distributed volume forces corresponds to normal stress 
jump. This shroud can be interpreted as the damaging zone of the material and the gap 
top as elastic joint. If the condition of continuity for the angles of rigid rotation of 
linear elements on the gap front is not required, then the classical root-singular 
distribution of stresses on the gap top can be obtained as a special case. 
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