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ÓÄÊ 539.3 
 
З. Н. Даноян 
 
ПЛОСКИЕ МАГНИТОУПРУГИЕ ВОЛНЫ В АНИЗОТРОПНОЙ 
ИДЕАЛЬНО ПРОВОДЯЩЕЙ СРЕДЕ 
 

Íà îñíîâå êîìïëåêñíûõ ðåøåíèé Ñìèðíîâà – Ñîáîëåâà èññëåäóåòñÿ ïîâåäåíèå 
ïëîñêèõ ìàãíèòîóïðóãèõ âîëí â èäåàëüíî ïðîâîäÿùèõ àíèçîòðîïíûõ ñðåäàõ 
ñ ÷åòûðüìÿ óïðóãèìè ïîñòîÿííûìè. Ïðèâåäåíà êëàññèôèêàöèÿ âîëí íà 
áûñòðûå è ìåäëåííûå èëè íà êâàçèïðîäîëüíûå è êâàçèïîïåðå÷íûå â çàâèñè-
ìîñòè îò ôèçèêî-ìåõàíè÷åñêèõ ñâîéñòâ ñðåäû è îò âåëè÷èíû è îðèåíòàöèè 
âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ. Èçó÷àåòñÿ èçìåíåíèå ôàçîâûõ ñêîðîñòåé â çàâè-
ñèìîñòè îò óêàçàííûõ ïàðàìåòðîâ. Äëÿ àíèçîòðîïíûõ ñðåä ýòîò âîïðîñ 
ðàññìîòðåí â [4–6], äëÿ ìàãíèòîóïðóãèõ âîëí – â [1–3]. 

 
1. Ðàññìîòðèì èäåàëüíî ïðîâîäÿùóþ àíèçîòðîïíóþ ñðåäó, óðàâíåíèÿ 

äâèæåíèÿ êîòîðîé â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè ñîäåðæàò ÷åòûðå óïðóãèõ 
ïîñòîÿííûõ. Â ñëó÷àå ïëîñêîé äåôîðìàöèè â ìàãíèòíîì ïîëå, õàðàêòåðè-
çóåìîì âåêòîðîì íàïðÿæåííîñòè 0H , èìååì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó óðàâ-

íåíèé [1, 3]: 

 ,m xx m xy m yy tta u c v d u u+ + =  

 m xx m xy m yy tte v c u b v v+ + = , (1) 

ãäå u  è v  – êîìïîíåíòû âåêòîðà óïðóãîãî ïåðåìåùåíèÿ , ,0 ;u v=u { }  

, ,x y z  – äåêàðòîâûå êîîðäèíàòû; t  – âðåìÿ; êîîðäèíàòíûå îñè íàïðàâëå-

íû ïî ãëàâíûì íàïðàâëåíèÿì óïðóãîñòè ñðåäû; êîýôôèöèåíòû ,  m ma b , 

,  ,  m m mc d e  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì: 

 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0,      ,      ,     ,      a a b b d d e d c c= = + χ = = + χ = , 

 2 0 2 0 2 0 2 0 2 0,      ,      ,      ,      a a b b d d e d c c= + χ = = + χ = = , 

 3 0 3 0 3 0 3 0 3 0,      ,      ,      ,      a a b b d d e d c c= + χ = + χ = = = + χ , 

 0 11 0 0 22 0 0 66 0 0 12 66 0/ ,      / ,      / ,      (  ) /a c ñ b c ñ d c ñ c c c ñ= = = = + , 

 2
0 0/ 4Hχ = πρ , 

ikc  – óïðóãèå ïîñòîÿííûå; 0 ρ  – ïëîòíîñòü ñðåäû; χ  – âåëè÷èíà, õàðàêòå-

ðèçóþùàÿ èíòåíñèâíîñòü âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ, íàçûâàåìàÿ ñêîðîñòüþ 
Àëüôâåíà. Çíà÷åíèÿì 0,1,2,3m =  ñîîòâåòñòâóþò ñëó÷àè ñëåäóþùèõ íà-

ïðàâëåíèé ìàãíèòíîãî ïîëÿ 0 0:  0=H H  (îòñóòñòâèå ïîëÿ), 0 0H= ⋅H i , 

0 0H= ⋅H j , 0 0H= ⋅H k , ãäå , ,i j k  – êîîðäèíàòíûå îðòû.  

2. Ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1), ïðåäñòàâëÿþùèå ñîáîé ïëîñêèå âîëíû, èìåþò 
âèä [7] 
 ( ),              ( )k k k k k ku f v g= Ω = Ω , (2) 

 ,            1,2k kt x y kΩ = − θ ± λ = , (3) 

ãäå kλ  – êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû (1) 

 4 2( ) ( ) 0m m m mb d P rλ − θ λ + θ = . (4) 

Çäåñü 

 2 2 2,          ( 1)( 1)m m m m m m mP b d l r a e= + − θ = θ − θ − . 
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Ðåøåíèÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ (4) ïðåäñòàâèì â âèäå 

 3 1 4 2

( ) ( 1) ( )
( ) ,   1, 2,    ,    

2

k
m m

k
m m

P q
k

b d
θ + − θ

λ θ = = λ = − λ λ = − λ . (5) 

Çäåñü 

 2 4 2 24 2m m m m m m m mq P b d r D M B= − = θ − θ + , 

 2
m m m m m ml a b d e c= + − , 

 2( ) ( )m m m m m m m m mM a b d e B b d c= − − + =  

 ( ) ( )m m m m m m m mb d N a d b e B= + − − , 

 2,        ,        m m m m m m m m m mA a e B b d N A B c= − = − = − . 

Ïðîèçâîäíûå íåèçâåñòíûõ u  è v  äîëæíû óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèÿì 

 2 2( 1) ( )m m k m k ka d c f′θ + λ − θλ − θ +  

 2 2( 1) ( ) 0m m k m k ke b c g′+ θ + λ − θλ − θ = . (6) 

Ñ ó÷åòîì (6) ðåøåíèÿ (2) ïðèíèìàþò âèä 

 2 2( 1) ( )k m m k m k k ku e b c W= θ + λ − θλ − Ω , 

 2 2( 1) ( )k m m k m k k kv a d c W= − θ + λ − θλ − Ω , (7) 

ãäå kW  – âåòâè ïðîèçâîëüíîé íåïðåðûâíîé äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé 

ôóíêöèè W  èëè àíàëèòè÷åñêîé ôóíêöèè, åñëè â (3) kλ  ïðèíèìàåò êîìï-

ëåêñíûå çíà÷åíèÿ. 
Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî îäíîðîäíûå âîëíû, êîãäà 

kλ  âåùåñòâåííû. 

Âûáîð çíàêà « + » èëè « − » ïåðåä kλ  â ðåøåíèè (2) èëè (3) îçíà÷àåò, 

÷òî âûáèðàåì ïëîñêèå âîëíû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ 
íàïðàâëåíèÿõ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì ÿñíî, ÷òî âûáîðîì êîîðäèíàòíîé 
ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé óïðóãîñòè ñðåäû è âíåøíåãî 
ìàãíèòíîãî ïîëÿ, ÷åòûðå âîëíû, ñîîòâåòñòâóþùèå ãèïåðáîëè÷åñêîé ñèñòåìå 
(1), ðàçáèòû íà äâå ïàðû, ðàñïðîñòðàíÿþùèåñÿ â ïðîòèâîïîëîæíûõ 
íàïðàâëåíèÿõ. Ââèäó ýòîãî â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü âîëíû, 
ñîîòâåòñòâóþùèå çíàêó ïëþñ ïåðåä kλ  â (2). 

3. Óðàâíåíèÿ ôðîíòîâ ïëîñêèõ âîëí èìåþò âèä 

 constk kt x y CΩ = − θ + λ = = . 

Ôàçîâûå ñêîðîñòè è íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ ýòèõ âîëí îïðåäåëÿþòñÿ 
ïî ôîðìóëàì [6] 

 
grad1 ,     ,      

grad grad
k

k k k k k
k k

C t x y
t

ϕ∂ϕ= − = ϕ = − + θ − λ
∂ ϕ ϕ

V n n , 

 
2 2 2 22 2 2 2

,         k k
k k

k kk k

λ λθ θ= − = −
θ + λ θ + λθ + λ θ + λ

n i j V i j , 

 
2 2

1 ,               tg
( )k k

k
k

V θ= α =
λ θθ + λ

, (8) 

ãäå kn  – åäèíè÷íûå âåêòîðû íîðìàëåé ê ôðîíòàì âîëí; kV  – ôàçîâûå ñêî-
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ðîñòè âîëí; kα  – óãîë ìåæäó îòðèöàòåëüíîé ïîëóîñüþ Oy  è íàïðàâëåíèåì 

kn  ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí. 

Èç (8) ñëåäóåò, ÷òî êàæäîìó çíà÷åíèþ ïàðàìåòðà θ  èç ïðîìåæóòêà 
( , )− ∞ ∞ , äëÿ êîòîðîãî âåëè÷èíû ( )kλ θ  âåùåñòâåííû, ñîîòâåòñòâóþò ïëîñêèå 

îäíîðîäíûå âîëíû, ôàçîâûå ñêîðîñòè kV  è íàïðàâëåíèÿ kn  ðàñïðîñòðàíå-

íèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþòñÿ ôîðìóëàìè (8). 
Ââèäó ñèììåòðèè çàäà÷è áóäåì ðàññìàòðèâàòü èíòåðâàë 0 ≤ θ < ∞  è 

èçó÷àòü ïîâåäåíèå âîëí â çàâèñèìîñòè îò ïàðàìåòðà θ  ïðè ëþáûõ 
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ 0 0 0 0,  ,  ,  a b d c  è χ , óäîâëåòâîðÿþùèõ 

óñëîâèÿì [1, 3, 5] 

 (0)
0 0 0 0 0 0 0 00,    0,    0,    0 ,    0EÀ a d B b d d c c= > = > > < < χ > , 

ãäå (0)
0 0 0Ec a b d= + . 

Èññëåäîâàíèå ýòîãî âîïðîñà ñâÿçàíî ñ èçó÷åíèåì ñâîéñòâ êîðíåé ( )kλ θ  

õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ. Ýòîò âîïðîñ äåòàëüíî èçó÷åí â ðàáîòå [3]. 
Íà îñíîâàíèè ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [3], íå âäàâàÿñü â ïîäðîáíîñòè, 

ïðèâåäåì îêîí÷àòåëüíûå ðåçóëüòàòû. 

1°. Â ñëó÷àÿõ 

 à) 0,     0m mK S> > , á) 0,     0m mK S< < ,  

ãäå 

 2 2,          m m m m m m m mS A d c K A b c= + = − , 

îäèí èç êîðíåé óðàâíåíèÿ ( ) 0mr θ =  ÿâëÿåòñÿ íóëåì ôóíêöèè 1( )λ θ , à äðó-

ãîé êîðåíü – ôóíêöèè 2 ( )λ θ . Â ñëó÷àå à) 
1 2

( ) ( )
1 2( ) 0,  ( ) 0m m

r rλ θ = λ θ = , â ñëó-

÷àå á) êîðíè ìåíÿþòñÿ ìåñòàìè, ïðè ýòîì 

 
1 2

( ) ( )1/ ,          1/m m
m mr ra eθ = θ = .  

Â ýòèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèè ( )kλ θ  âåùåñòâåííû â èíòåðâàëàõ ( )0,
k

m
rθ[ ] . 

Êîãäà θ  ìåíÿåòñÿ â âûøåóêàçàííûõ èíòåðâàëàõ, óãëû ( )kα θ , îïðåäåëÿþ-

ùèå íàïðàâëåíèÿ ðàñïðîñòðàíåíèÿ âîëí, ìîíîòîííî âîçðàñòàþò îò 0 äî 
/2π . Ôàçîâûå ñêîðîñòè âîëí óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ 

 1 2( ) ( ),      0, /2V Vα > α α ∈ π[ ]  . (9) 

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòèõ ñëó÷àÿõ âîëíû (7) ïðè 1k =  ÿâëÿþòñÿ áûñòðû-
ìè, à ïðè 2k =  – ìåäëåííûìè, ïðè÷åì 

â ñëó÷àå à)  èìååì 
1 2

( ) ( )m m
r rθ < θ   è  

 
1

( )
1( ),           0, m

f rV V= θ θ ∈ θ[ ] , 

 
2

( )
2 ( ),           0, m

s rV V= θ θ ∈ θ[ ], 

â ñëó÷àå á)  èìååì  
2 1

( ) ( )m m
r rθ < θ  è  

 
2

( )
1( ),           0, m

f rV V= θ θ ∈ θ[ ] , 

 
1

( )
2 ( ),           0, m

s rV V= θ θ ∈ θ[ ] . (10) 
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2°. Â ñëó÷àe 

 0,     0m mK S< >  

îáà êîðíÿ óðàâíåíèÿ ( ) 0mr θ =  ÿâëÿþòñÿ íóëÿìè ôóíêöèè 1( )λ θ , à 2 ( )λ θ  

íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ôóíêöèÿ 1( )λ θ  ïðèíèìàåò âåùåñòâåííûå çíà-
÷åíèÿ â äâóõ èíòåðâàëàõ 

 
1 2 1

( ) ( ) ( )0, ,         ,m m m
r r qθ θ θ[ ] [ ]  ïðè  0mA > , 

 
2 1 1

( ) ( ) ( )0, ,         ,m m m
r r qθ θ θ[ ] [ ]  ïðè  1 0A < , (11) 

à ôóíêöèÿ 2 ( )λ θ  – â îäíîì èíòåðâàëå 

 
1

( )0, m
qθ[ ] , (12) 

ïðè÷åì 
1 1

( ) ( )
1 2( ) ( )m m

q q
∗λ θ = λ θ = λ , ãäå 

1

( )m
qθ  – êîðåíü óðàâíåíèÿ ( ) 0mq θ = . 

Êîãäà θ  èçìåíÿåòñÿ â ïåðâîì èíòåðâàëå (11) (êàê ïðè 0mA > , òàê è 

ïðè 1 0A < ), óãîë 1( )α θ  ìîíîòîííî âîçðàñòåò îò 0 äî /2π , à êîãäà θ  

ìåíÿåòñÿ âî âòîðîì èç èíòåðâàëîâ (11), óãîë 1( )α θ  ìîíîòîííî óáûâàåò îò 

/2π  äî 
1

( )
1 1( )m

q
∗α θ = α . Êîãäà ïàðàìåòð θ  ìåíÿåòñÿ â èíòåðâàëå (12), óãîë 

2( )α θ  ìîíîòîííî âîçðàñòàåò îò 0 äî 
1

( )
2 2 1( )m

q
∗ ∗α θ = α = α . 

Â ýòîì ñëó÷àå 

 ( ) ( ),            0, /2f sV Vα > α α ∈ π[ ] , (13) 

ãäå 

 
1

( )
1( ) ( ( )),           0, m

f rV Vα = α θ θ ∈ θ[ ], 

 1

2 1

( )
2 2

( ) ( )
1 1

( ( )),   0, ,
( )

( ( )),       , .

m
q

s m m
r q

V
V

V

 α θ θ ∈ θα = 
α θ θ ∈ θ θ

[ ]

[ ]
 (14) 

Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå âîëíû (7) ïðè 1k =  â èíòåðâàëå 
1

( )0 m
r≤ θ ≤ θ  

ÿâëÿþòñÿ áûñòðûìè, à ïðè 2k =  â èíòåðâàëå 
1

( )0 m
q≤ θ ≤ θ  è ïðè 1k =  â 

èíòåðâàëå 
2 1

( ) ( )m m
r qθ ≤ θ ≤ θ  ÿâëÿþòñÿ ìåäëåííûìè, ïðè÷åì èõ íàïðàâëåíèÿ 

ðàñïðîñòðàíåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 

à) äëÿ áûñòðûõ âîëí 

 
1

( )
1( ),          0, m

rα = α θ θ ∈ θ[ ],  

á) äëÿ ìåäëåííûõ âîëí 

 1

2 1

( )
2

( ) ( )
1

( ),   0, ,

( ),       , .

m
q

m m
r q

α θ θ ∈ θα = 
α θ θ ∈ θ θ

[ ]

[ ]
 

3°. Êîãäà îäíà èç âåëè÷èí mK  èëè mS  îáðàùàåòñÿ â íóëü, òî èìååì 

äåëî ñ ïåðåõîäíûì ñëó÷àåì ìåæäó 1° è 2°. 

4°. Ñëó÷àé 1 0A =  ÿâëÿåòñÿ îñîáûì. Òîãäà ôóíêöèè ( )kλ θ  âåùåñòâåííû 

â èíòåðâàëå 
1

(1)0, qθ[ ] , ïðè÷åì 
1 2

(1) (1)
r rθ = θ  è â ýòîé äâîéíîé òî÷êå 1( )λ θ  îáðà-

ùàåòñÿ â íóëü; ôóíêöèÿ æå 2 ( )λ θ  íèãäå íå îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ýòî ñëó÷àé 
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êîíè÷åñêîé ðåôðàêöèè. Â íàïðàâëåíèè ìàãíèòíîãî ïîëÿ 0H  ( 0 OxH  ) 

ñêîðîñòè âîëí ñîâïàäàþò, è èìååòñÿ îäíà âîëíà ñ ëþáûìè ñìåùåíèÿìè 
âèäà (2). 

Òàêèì îáðàçîì, ðàçäåëåíèå ïëîñêèõ ìàãíèòîóïðóãèõ âîëí íà áûñòðûå 
è ìåäëåííûå çàâèñèò îò òèïà êîðíåé õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ( )kλ θ , 

ïðè÷åì åñëè êîðíè ( )kλ θ  îòíîñÿòñÿ ê ïåðâîìó òèïó, òî ðàçäåëåíèå âîëí 

ñîâåðøàåòñÿ ñîãëàñíî ôîðìóëàì (9) è (10), åñëè æå êîðíè ( )kλ θ  – âòîðîãî 

òèïà, òî ðàçäåëåíèå âîëí ñîâåðøàåòñÿ íà îñíîâå ôîðìóë (13) è (14), ïðè÷åì 
òèïû êîðíåé ( )kλ θ  îïðåäåëÿþòñÿ çíàêàìè âåëè÷èí ,  ,  m m mK S A . 
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ПЛОСКІ МАГНІТОПРУЖНІ ХВИЛІ В АНІЗОТРОПНОМУ  
ІДЕАЛЬНО ПРОВІДНОМУ СЕРЕДОВИЩІ 
 
Íà îñíîâ³ êîìïëåêñíèõ ðîçâ’ÿçê³â Ñì³ðíîâà – Ñîáîëºâà äîñë³äæóºòüñÿ ïîâåä³íêà 
ïëîñêèõ ìàãí³òîïðóæíèõ õâèëü â ³äåàëüíî ïðîâ³äíîìó àí³çîòðîïíîìó ñåðåäîâèù³ ç 
÷îòèðìà ïðóæíèìè õàðàêòåðèñòèêàìè. Íàâåäåíî êëàñèô³êàö³þ õâèëü íà øâèäê³ 
òà ïîâ³ëüí³ ÷è íà êâàç³ïîçäîâæí³ ³ êâàç³ïîïåðå÷í³ çàëåæíî â³ä ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ 
âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà òà â³ä âåëè÷èíè é îð³ºíòàö³¿ çîâí³øíüîãî ìàãí³òíîãî 
ïîëÿ. Âèâ÷àþòüñÿ çì³íè ôàçîâèõ øâèäêîñòåé çàëåæíî â³ä öèõ ïàðàìåòð³â. Äëÿ 
àí³çîòðîïíèõ ñåðåäîâèù ö³ ïèòàííÿ ðîçãëÿíóòî â [4–6], äëÿ ìàãí³òîïðóæíèõ 
õâèëü – â [1–3]. 
 
PLANE MAGNETOELASTIC WAVES IN ANISOTROPIC 
PERFECTLY CONDUCTING MEDIA 
 
The problem of propagation of magnetoelastic waves in anisotropic perfectly conducting 
media is considered in terms of Smirnov – Sobolev method of complex solutions. The 
functional-invariant solutions are examined as plane waves of two types: fast and slow, 
depending upon the problem parameters. 
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