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СВОЄЇ ОСІ ЗІ ЗМІННОЮ КУТОВОЮ ШВИДКІСТЮ 
 

Íàâåäåíî ðåçóëüòàòè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³ äîñë³äæåííÿ çàäà÷³ ïðî íåð³âíîì³ðíå 
îáåðòàííÿ äîâãîãî ïðóæíîãî êðóãîâîãî öèë³íäðà – ïåðåòâîðþâà÷à åíåðã³¿ çáó-
ðåííÿ îáåðòàëüíîãî ðóõó â çâóêîâó – ó ñòèñëèâ³é íåâ’ÿçê³é ð³äèí³ (ãàç³). Äî-
ñë³äæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ àìïë³òóä õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíî-äåôîðìîâà-
íîãî ñòàíó öèë³íäðà òà àêóñòè÷íîãî òèñêó âèÿâèëî ¿õí³é ðåçîíàíñíèé õà-
ðàêòåð. Ïðîàíàë³çîâàíî ³íòåíñèâí³ñòü âèïðîì³íþâàííÿ ³ òèñê ó çâóêîâ³é 
õâèë³ äëÿ âèïàäêó ñèíóñî¿äíî¿ çì³íè çà ÷àñîì êóòîâî¿ øâèäêîñò³ â³äíîñíî ¿¿ 
ñòàëîãî çíà÷åííÿ ïðè ðåçîíàíñíîìó ³ íåðåçîíàíñíîìó (ôîíîâîìó) çáóäæåííÿõ 
êîëèâàíü öèë³íäðà.  

 
 Ó ïðèðîä³ òà òåõí³ö³ ÷èìàëî ïðåäìåò³â àáî ¿õí³õ ÷àñòèí îáåðòàþòüñÿ ç³ 
çì³ííîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ. Ïðèêëàäîì òàêèõ ò³ë º ðîòîðè åëåêòðîäâèãó-
í³â ³ ã³äðîãåíåðàòîð³â, êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ ÿêèõ ó ïåâíèõ ðåæèìàõ 
åêñïëóàòàö³¿ º çì³ííîþ çà ÷àñîì (ð³çíîìàí³òí³ àñïåêòè â³äïîâ³äíèõ ïðîáëåì 
äàâíî âæå ïðèâåðòàëè óâàãó áàãàòüîõ àâòîð³â, äèâ., íàïðèêëàä, ðîáîòè [4, 5, 
10, 13, 16]). Äîñë³äíèêè â îñíîâíîìó âèâ÷àëè åëåêòðîìàãí³òí³, òåïëîâ³, ìåõà-
í³÷í³ òà ³íø³ õàðàêòåðèñòèêè òàêèõ îá’ºêò³â, çíà÷íî ìåíøå ïðèä³ëÿþ÷è óâà-
ãè ò³é îáñòàâèí³, ùî ö³ ò³ëà ÷àñòî ïåðåáóâàþòü â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³. À 
ì³æ òèì ìåõàí³÷í³ îá’ºêòè ïðè ñâîºìó îáåðòàíí³ âèïðîì³íþþòü ð³çí³ çâóêè 
(çãàäàéìî ïðèíàã³äíî â³äîìå ÿâèùå «ñï³âàííÿ» ãðåáíîãî ãâèíòà [20]). Ñïåêòð 
âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó ìîæå áóòè íàéð³çíîìàí³òí³øèì. Ç îäíîãî áîêó, öå 
äîçâîëÿº ä³çíàòèñü ïðî âíóòð³øí³é ñòàí îáåðòàëüíîãî îá’ºêòà. Ç äðóãîãî áî-
êó, ãåíåðîâàí³ òàêèì ÷èíîì çâóêè º ³íîä³ äîñèòü øê³äëèâèìè äëÿ çäîðîâ’ÿ 
ëþäèíè, îñîáëèâî, ÿêùî ¿õíÿ ³íòåíñèâí³ñòü ïåðåâèùóº âñòàíîâëåí³ íîðìè 
[14]. Êð³ì òîãî, íåñòàë³ñòü êóòîâî¿ øâèäêîñò³ ìîæå ïðèçâîäèòè äî ñóòòºâî¿ 
çì³íè íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ò³ë [12, 21] ³ íàâ³òü äî ðóéíóâàííÿ 
íà ðåçîíàíñíèõ ÷àñòîòàõ. Â³äïîâ³äíà ³íôîðìàö³ÿ ïðî öå ì³ñòèòüñÿ â àêóñ-
òè÷íîìó ïîë³.  
 Òàêèì ÷èíîì, ïðîáëåìà âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó îáåðòàëüíèìè îá’ºêòàìè 
º àêòóàëüíîþ. Òîìó íåîáõ³äíî äîêëàäíî âèâ÷èòè ñòðóêòóðó õâèëüîâèõ ïîë³â 
ÿê ó ñàìîìó âèïðîì³íþâà÷³, òàê ³ ïîçà íèì. Äëÿ öüîãî êîðèñíèìè âèÿâëÿ-
þòüñÿ ìîäåëüí³ äîñë³äæåííÿ. ¯õ íåîáõ³äíî ðîçïî÷àòè ç íàéïðîñò³øîãî âè-
ïàäêó. Ó ïðîïîíîâàí³é ñòàòò³ ìîäåëüíèì îá’ºêòîì ââàæàºòüñÿ áåçìåæíî 
äîâãèé êðóãîâèé öèë³íäð, ùî íåð³âíîì³ðíî îáåðòàºòüñÿ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ â 
àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³. 

 1. Ñïåêòðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè. Ðîçãëÿíåìî ïðóæíèé êðóãîâèé öè-
ë³íäð áåçìåæíî¿ äîâæèíè, ðîçì³ùåíèé â ³äåàëüí³é ñòèñëèâ³é íåâ’ÿçê³é ð³äè-
í³ (ãàç³), ÿêèé îáåðòàºòüñÿ ç³ çì³ííîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ íàâêîëî ñâîº¿ îñ³ 
ñèìåòð³¿. Âíàñë³äîê òîãî, ùî ïðè íåð³âíîì³ðíîìó îáåðòàíí³ ò³ëà âèíèêàþòü 
çì³íí³ â ÷àñ³ â³äöåíòðîâ³ ñèëè, â ïðóæíîìó ìàòåð³àë³ óòâîðþþòüñÿ îñåñè-
ìåòðè÷í³ çá³æí³ òà ðîçá³æí³ öèë³íäðè÷í³ õâèë³ ðîçòÿãó-ñòèñêó ³ êðó÷åííÿ. 
Ïðè öüîìó â îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå âèïðîì³íþþòüñÿ çâóêîâ³ õâèë³, çáóäæå-
í³ ðàä³àëüíèìè êîëèâàííÿìè öèë³íäðà, ³íòåíñèâí³ñòü ÿêèõ çàëåæèòü â³ä 
÷àñòîòè òà àìïë³òóäè «êîëèâàíü» êóòîâî¿ øâèäêîñò³ â³äíîñíî ¿¿ óñòàëåíîãî 
çíà÷åííÿ. 
 Ð³âíÿííÿ ðóõó â ïðóæíîìó öèë³íäð³ â ïåðåì³ùåííÿõ ïðè éîãî îáåðòàí-
í³ ç³ çì³ííîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ ( )tΩ  íàâêîëî îñ³ ìàº âèãëÿä [7, 19] 
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äå ( , )u u r t≡  – ðàä³àëüíå ïåðåì³ùåííÿ; ,  λ µ  – ïàðàìåòðè Ëÿìå ïðóæíîãî 

ìàòåð³àëó; sρ  – éîãî ãóñòèíà; r  – ðàä³àëüíà êîîðäèíàòà; t  – ÷àñ; a  – ðà-
ä³óñ öèë³íäðà. 
 Êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü ó öèë³íäð³ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìó-
ëàìè [7] 

 2 ,       2 ,        r r ze e e e eθ θσ = λ + µ σ = λ + µ σ = λ , (2) 

äå ,  re eθ  – ïðóæí³ äåôîðìàö³¿: 

 ,        ,        r r
u ue e e e e
r rθ θ

∂= = = +
∂

. (3) 

Òèñê â àêóñòè÷í³é ð³äèí³ ( , )p p r t≡  çàäîâîëüíÿº õâèëüîâå ð³âíÿííÿ [17] 
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ïðè÷îìó çâ’ÿçîê ì³æ öèì òèñêîì ³ ðàä³àëüíèì ïåðåì³ùåííÿì w  â ð³äèí³ 
çä³éñíþºòüñÿ çà ôîðìóëîþ 
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äå c  – øâèäê³ñòü çâóêó, ρ  – ãóñòèíà àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèùà. 
 Íà ìåæ³ ðîçä³ëó ïðóæíîãî òà àêóñòè÷íîãî ñåðåäîâèù âèêîíóþòüñÿ 
óìîâè 

 0,             r rp r aσ + = = , (6) 
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, (7) 

ó ÿêèõ âðàõîâàíî óìîâó íåïåðåðâíîñò³ íà ãðàíèö³ ñåðåäîâèù 

 ,               u w r a
t t

∂ ∂= =
∂ ∂

. (8) 

 Äëÿ äîñë³äæåííÿ ñïåêòðàëüíèõ õàðàêòåðèñòèê õâèëüîâèõ ïîë³â ó 
ïðóæíîìó öèë³íäð³ òà âèïðîì³íåíèõ àêóñòè÷íèõ õâèëü ó çîâí³øíüîìó ñåðå-
äîâèù³ çàñòîñóºìî äî âèõ³äíèõ ñï³ââ³äíîøåíü (1)–(8) ³íòåãðàëüíå ïåðåòâî-
ðåííÿ Ôóð’º çà ÷àñîì, ìàþ÷è íà óâàç³, ùî âñ³ çàäàí³ òà øóêàí³ ôóíêö³¿ çà-
äîâîëüíÿþòü ïðèíöèï ïðè÷èííîñò³ [17].  
 Òîä³ â ãàðìîí³÷íîìó ðåæèì³ (ïðîñòîð³ Ôóð’º-ïåðåòâîðåíü) ðîçâ’ÿçîê 
ð³âíÿííÿ (1) îòðèìóºìî ó âèãëÿä³ [6]  
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(äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó íå ââîäèìî ñïåö³àëüíèõ ïîçíà÷åíü äëÿ Ôóð’º-
òðàíñôîðìàíò, à ëèøå âêàçóºìî íà öå çàì³íîþ t  íà ω ). Â³äïîâ³äíî äëÿ íà-
ïðóæåíü íà îñíîâ³ ôîðìóë (2) ³ (3) îäåðæèìî 
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 1 2( , ) ( , ) ( , ) ,        0
2(1 )z rr r r r aθ

− ασ ω = σ ω + σ ω ≤ ≤
− α

[ ] . (10) 

Àíàëîã³÷íî ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (4) ïîäàìî âèðàçîì 

 (1)
0( , ) ( ),            p r BH kr a rω = ≤ < ∞ . (11) 

Òîä³ äëÿ ïåðåì³ùåíü â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³ ìàòèìåìî 
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 (1)
1( , ) ( ),         Bw r H kr a rω = − ≤ < ∞

ωæ
. (12) 

Ó ôîðìóëàõ (9)–(12) ïîçíà÷åíî: ,A B  – ñòàë³ ³íòåãðóâàííÿ; ( )nJ z  – ôóíêö³¿ 

Áåññåëÿ, (1)0,1,2;  ( )nn H z=  – ôóíêö³¿ Ãàíêåëÿ ïåðøîãî ðîäó, 0,1;  n = ω  – 

êîëîâà ÷àñòîòà; /k c= ω  ³ c= ρæ  – â³äïîâ³äíî õâèëüîâå ÷èñëî ³ õâèëüîâèé 

îï³ð â àêóñòè÷íîìó ñåðåäîâèù³; 2 2 2 2/ ;  ( 2 )/ ;  / ;  T L L s T s Lc c c c cα = = λ + µ ρ = µ ρ  

³ Tc  – øâèäêîñò³ ïîøèðåííÿ ïîçäîâæí³õ ³ ïîïåðå÷íèõ õâèëü ó ïðóæíîìó 

ìàòåð³àë³ â³äïîâ³äíî; /L Lk c= ω  – ïîçäîâæíº õâèëüîâå ÷èñëî â ïðóæíîìó 

öèë³íäð³; LK  – äîäàòêîâå «ïîçäîâæíº õâèëüîâå ÷èñëî», çóìîâëåíå çì³ííîþ 

êóòîâîþ øâèäê³ñòþ îáåðòàííÿ öèë³íäðà, ( ) /L LK c= Ω ω , ïðè÷îìó 

 2 2( ) ( ) i tt e dt
∞

ω

−∞

Ω ω = Ω∫ . (13) 

Ðîçâ’ÿçîê (9) îäåðæàíî ç óðàõóâàííÿì â³äñóòíîñò³ ðàä³àëüíèõ ïåðåì³-
ùåíü íà îñ³ ñèìåòð³¿ öèë³íäðà, à ðîçâ’ÿçîê (11) – ïðè âèêîíàíí³ óìîâ 
âèïðîì³íþâàííÿ íà áåçìåæíîñò³ ( )r → ∞ . 

Çàäîâîëüíÿþ÷è ãðàíè÷í³ óìîâè (6), (7), äëÿ ñòàëèõ ³íòåãðóâàííÿ îäåð-
æèìî òàê³ âèðàçè:  
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æ
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A B L L
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x

∆ = − α − ∆ = −
æ

æ
, (15) 

 ,       ,       L L s sx ka x k a c= = = ρæ , 

sæ  – õâèëüîâèé îï³ð ó ïðóæíîìó ìàòåð³àë³.  
 Òîä³ íà îñíîâ³ ôîðìóë (11), (14) ³ (15) äëÿ àêóñòè÷íîãî òèñêó â ð³äèí³ 
îòðèìàºìî 

 2( , ) ( 2 )( ) ( , ),        Lp r K a P r a rω = λ + µ ω ≤ < ∞ , (16) 

äå âèêîðèñòàíî ïîçíà÷åííÿ 

 (1)2
0

( )
( , ) ( )L

L

J x
P r H kr

x
ω = −

∆
. (17) 

 Çîêðåìà, äëÿ äàëüíüîãî ïîëÿ 1kr  , êîðèñòóþ÷èñü àñèìïòîòè÷íèì 
âèðàçîì [18] 

 (1)
0

2( ) ikrH kr e
ikr

≈
π

, 

îäåðæóºìî 

 ( , ) ( )
ikrep r f k
r

ω = . 

äå ( )f k  – àìïë³òóäà âèïðîì³íþâàííÿ 

 2 2( )2( ) ( 2 ) ( ) L
L

L

J x
f k K a

ik x
= − λ + µ

π ∆
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Àíàëîã³÷íî äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü ó öèë³íäð³ ìàòèìåìî íàñòóïí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ:  

 2( , ) ( ) ( , ),          0Lu r a K a U r r aω = ω ≤ ≤ , (18) 

 2( , ) ( 2 )( ) ( , ),    , , ,    0j L jr K a r j r z r aσ ω = λ + µ Σ ω = θ ≤ ≤ , (19) 

äå  

 (1)
1 12

1( , ) ( ) (2/ )(1 ) ( )s
L L

L

U r H x x J k r
x

ω = − α −
∆

æ
æ

{  

 (1)
0 1 0 1 1( / ) (1 ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) ( )L L L Lr a J x J x H x J k r r a J x− − α − α − −[ ] [ ]} , 

 (1)
, 1 0 02

1( , ) 2(1 ) ( ) (1 ) ( ) ( )s
r L L

L

r H x J k r J x
x

θΣ ω = − α − α − +
∆

æ
æ

[ ]{  

 (1)
2 2 0 0 0( ) ( ) ( ) (1 ) ( ) ( )L L L L LJ x J k r x H x J k r J x+ α − − α − −[ ] [ ]} {  

 2 2(1 ) ( ) ( )L LJ x J k r− − α ± α[ ]} , 

 1 2( , ) ( , ) ( , )
2(1 )z rr r rθ

− αΣ ω = Σ ω + Σ ω
− α

[ ] . (20) 

Çîêðåìà, ìàºìî  
ïðè r a= : 

 (1)2
0

( )
( , ) ( , ) ( )L

r
L

J x
a P a H x

x
Σ ω = − ω =

∆
, 

 (1) (1)
1 0 22

1( , ) (1 ) ( ) (1 2 ) ( ) ( )s
L L

L

a H x x H x J x
x

θ
 Σ ω = − α α + − α  ∆

æ
æ

; 

 ïðè 0r = : 

 (1)
1 02

(1 )
(0, ) (0, ) 2 ( ) (1 ) 1 ( )s

r L
L

H x J x
x

θ
− αΣ ω = Σ ω = − α − +

∆

æ
æ

[ ]{  

 (1)
2 0 1( ) ( ) 2 ( )L L LJ x H x x J x+ α − −[ ]} . 

2. Çì³íí³ â ÷àñ³ õàðàêòåðèñòèêè. Íåõàé «êîëèâàííÿ» êóòîâî¿ øâèäêîñ-
ò³ ( )tΩ  ìàº âèãëÿä 

 0 0( ) (1 sin ),           t t tΩ = Ω + ε ω − ∞ < < ∞ . (21) 

äå 0Ω  – ñòàëà êóòîâà øâèäê³ñòü îáåðòàííÿ öèë³íäðà; ε  – ìàëèé áåçðîçì³ð-

íèé ïàðàìåòð, ùî õàðàêòåðèçóº àìïë³òóäó çáóðåííÿ êóòîâî¿ øâèäêîñò³; 0ω  

– êðóãîâà ÷àñòîòà. Òîä³ òðàíñôîðìàíòó Ôóð’º äëÿ 2 ( )tΩ  çàïèøåìî ÿê [1] 

 2 2 2
0 0 0

1( ) 2 1 ( ) ( ) ( )
2L LK a X i

  = π + ε δ ω − ε δ ω + ω − δ ω − ω − 
 

[ ]  

 2
0 0

1 ( 2 ) ( 2 )
4

− ε δ ω + ω + δ ω − ω 


[ ] , (22) 

äå ( )zδ  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà, 0 0 /L LX a c= Ω .  

 Çàñòîñóâàâøè äî (16), (17) îáåðíåíå ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º, îäåðæèìî 
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 2
2 0
0

1 1( , ) 1 lim ( , )
2( 2 ) L

p r t P r
X ω→

 = + ε ω − 
 λ + µ

 

 0 0 0 0( , ) exp ( ) ( , ) exp ( )i P r i t P r i t− ε −ω ω − ω − ω −[ ]  

 2
0 0 0 0

1 ( , 2 ) exp (2 ) ( , 2 ) exp ( 2 )
4

P r i t P r i t
− ε − ω ω − ω − ω 


[ ] . 

 Íà ï³äñòàâ³ àñèìïòîòè÷íèõ ôîðìóë [3,18]  

 1( ) ,            0,1,2
! 2

n

n
zJ z n

n
 ≈ = 
 

, 

 (1) (1)
0 1

2 2 2( ) ln ,        ( ) ,       0i iH z H z z
z z

≈ − ≈ − →
π γ π

, 

(òóò γ  – ñòàëà Åéëåðà) ³ ç âèêîðèñòàííÿì âëàñòèâîñòåé öèë³íäðè÷íèõ 
ôóíêö³é [11]  

 ( ) ( 1) ( ),       0,1,2n
n nJ z J z n− = − = , 

 (1) (1) (1) (1)
0 0 1 1( ) ( ),       ( ) ( )H z H z H z H z∗ ∗− = − − =  

(ç³ðî÷êîþ ïîçíà÷åíî êîìïëåêñíî-ñïðÿæåí³ ôóíêö³¿) çàïèøåìî  

 
0

lim ( , ) 0,     ( , ) exp ( ) ( , ) exp ( )P r P r i t P r i t ∗

ω→
ω = − ω ω = ω − ω[ ] . 

 Òàêèì ÷èíîì, ôîðìóëó äëÿ àêóñòè÷íîãî òèñêó, ãåíåðîâàíîãî îáåðòàëü-
íèì ðóõîì öèë³íäðà ç ïóëüñóþ÷îþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ, ìîæíà ïîäàòè ó 
âèãëÿä³  

 0 02
0

1 ( , ) 2 Im ( , ) exp ( )
( 2 ) L

p r t P r i t
X

= − ε ω − ω −
λ + µ

[ ]  

 2
0 0

1 Re ( ,2 ) exp ( 2 ) ,       
2

P r i t r a− ε ω − ω ≥[ ] . (23) 

 Àíàëîã³÷íî, âèêîíóþ÷è Ôóð’º-îáåðíåííÿ äëÿ ïåðåì³ùåíü ³ íàïðóæåíü 
ó öèë³íäð³, íà îñíîâ³ ñï³ââ³äíîøåíü (18), (19) ³ (22) îäåðæèìî  

 2
0 02

0

1 1( , ) 1 ( , 0) 2 Im ( , ) exp ( )
2

L

u r t U r U r i t
aX

 = + ε − ε ω − ω − 
 

[ ]  

 2
0 0

1 Re ( ,2 ) exp ( 2 ) ,        0
2

U r i t r a− ε ω − ω ≤ ≤[ ] , 

 2
0 02

0

1 1( , ) 1 ( ,0) 2 Im ( , ) exp ( )
2( 2 )

j j j
L

r r r i t
X

 σ ω = + ε Σ − ε Σ ω − ω − 
 λ + µ

[ ]  

 2
0 0

1 Re ( ,2 ) exp ( 2 ) ,     , , ,    0
2 j r i t j r z r a− ε Σ ω − ω = θ ≤ ≤[ ] , 

ïðè÷îìó ãðàíè÷íèì ïåðåõîäîì ïðè 0ω →  îäåðæóºìî â³äïîâ³äí³ âèðàçè äëÿ 
ñòàòè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â [8]: 

 
3

2 1( ,0)
8(1 ) 8

r rU r
a a

− α  = −  − α  
, 

 
2

1( ,0) (2 ) 1
4r

rr
a

  Σ = − α −     
, 

 
2

1( ,0) (2 ) (2 3 )
8

rr
aθ

  Σ = − α − − α     
. 
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3. ×èñëîâèé àíàë³ç. Äëÿ ïðîâåäåííÿ ÷èñëîâèõ ðîçðàõóíê³â äîö³ëüíî 
ââåñòè ôóíêö³¿  

 0 01 1

2 1 1 0

( ) ( )( ) ( )
,     ,     ,     

( ) ( ) ( ) ( )
L

L

N x J xJ x J x
A B D E

J x N x N x N x
= = = = , 

 0 0 2 1 1

2 2 2

( ) ( ) ( ) ( ) ( / ) ( )
,   ,   

( ) ( ) ( )
L L L L L

L L L

J k r J x J k r J k r r a J x
F G H

J x J x J x
− −

= = = , 

äå ( ),  0,1nN x n = , – ôóíêö³¿ Íåéìàíà. Òîä³ ôîðìóëó (17) äëÿ àêóñòè÷íîãî 

òèñêó ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 
(1)
0

1

( )
( , )

( )L

H kr
P r

x N x
ω = −

∆
, 

äå  

 2 (1 ) 1 ( ) ( )s

L
A D i AD E i

x
 ∆ = − α − + − +  

 æ
æ

. 

Àíàëîã³÷íî ñïåêòðàëüíèé ðîçïîä³ë øâèäêîñòåé â àêóñòè÷íîìó ñåðåäî-

âèù³ 1( , ) ( ) ( / )v r i p r−ω = − ωρ ∂ ∂  ìîæíà îïèñàòè âèðàçîì 

 2( , ) ( ) ( , ),           L Lv r c K a V r r aω = ω ≥ , 

äå 

  

(1)
1

0
1

( )
( , ) ,         lim ( , ) 0

( )
s

L

H kr
V r i V r

x N x ω→
ω = − ω =

∆
æ
æ

.  

Ïðè öüîìó â ³ìïóëüñí³é ñèòóàö³¿ ìàºìî 

 0 02
0

1 ( , ) 2 Im ( , ) exp ( )
L L

v r t V r i t
c X

= − ε ω − ω −[ ]  

 2
0 0

1 Re ( ,2 ) exp ( 2 ) ,       
2

V r i t r a− ε ω − ω ≥[ ] . (24) 

Ðîçðàõóíêîâ³ ôîðìóëè äëÿ ñïåêòðàëüíèõ ôóíêö³é, ùî îïèñóþòü ïåðå-
ì³ùåííÿ ³ íàïðóæåííÿ ó öèë³íäð³, áóäóòü òàêèìè:  

 ,
,2 2

( , ) ,       ( , ) ,           ru
r

L L

U r r r a
x x

θ
θ

∆∆
ω = Σ ω = ≥

∆ ∆  , (25) 

äå 

 2( ) (1 ) ( )s
u

L

rB i H D E i H
x a

 ∆ = + − α + − +  
æ
æ

, 

 , 2(1 ) ( ) (1 ) (1 )s
r B i F Gθ∆ = − α + − α + α −[ ]

æ
æ

 

 ( ) (1 )( 1)Lx D E i F G− + − α − α[ ] . 

Ðîçðàõóíêè âèêîíàíî äëÿ âèïàäêó ïðóæíîãî öèë³íäðà, âèãîòîâëåíîãî ç 
àðìêî-çàë³çà ( 7700sρ = êã/ì3, 5960Lñ = ì/ñ, 3240Tñ = ì/ñ), ÿêèé îáåðòà-

ºòüñÿ ó âîä³ ( 1000ρ = êã/ì3, 1493ñ = ì/ñ) àáî â ïîâ³òð³ ( 1.293ρ = êã/ì3, 

331ñ = ì/ñ [2, 9]. 
Íà ðèñ. 1 íàâåäåíî ãðàô³ê ìîäóëÿ ôóíêö³¿ ( , )P r ω , ùî õàðàêòåðèçóº 

çàëåæí³ñòü àìïë³òóäè àêóñòè÷íîãî òèñêó ó âîä³ â³ä áåçðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè 
x ka=  (õâèëüîâîãî ðàä³óñó öèë³íäðà) ïðè / 10r a = . Âíàñë³äîê ïåðåâ³ä-
áèòòÿ õâèëü äåôîðìàö³¿ íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà çâóê, ãåíåðîâàíèé â îòî÷óþ÷å 
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ñåðåäîâèùå, ìàº ÿñêðàâî âèÿâëåíèé ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð. Ñåðåäí³é æå, 
ôîíîâèé, ð³âåíü ó âèáðàíîìó ÷àñòîòíîìó ä³àïàçîí³ ïðàêòè÷íî º íåçì³í-
íèì. Ïîä³áíå ÿâèùå ñïîñòåð³ãàºòüñÿ ³ ó âèïàäêó âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó â 
ïîâ³òðÿ (ðèñ. 2).  
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 Рис. 1 Рис. 2 
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Рис. 3 
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Рис. 4 
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Рис. 5 
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Σz

  

Σz

 
Рис. 6 

Íà ðèñ. 3–6 çîáðàæåíî àíàëîã³÷í³ ñïåêòðàëüí³ àìïë³òóäè äëÿ ôóíêö³é 
( , )U r ω , ( , )r rΣ ω , ( , )rθΣ ω  ³ ( , )z rΣ ω , ùî õàðàêòåðèçóþòü â³äïîâ³äíî ðàä³-

àëüí³ ïåðåì³ùåííÿ, ðàä³àëüí³, ê³ëüöåâ³ òà îñüîâ³ íàïðóæåííÿ â îáåðòàëü-
íîìó öèë³íäð³, çàíóðåíîìó â âîäó (ï³äðàõóíêè âèêîíàíî â äåöèáåëàõ ïðè 
0 / 1r a≤ = . Âèäíî, ùî ö³ âåëè÷èíè òàêîæ ìàþòü ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð. 
Ïðîòå òóò ôîíîâèé ð³âåíü ç³ çá³ëüøåííÿì ÷àñòîòè êîëèâàíü ìîíîòîííî ñïà-
äàº. Çàãàëüíà ñïåêòðàëüíà êàðòèíà âèð³çíÿºòüñÿ çíà÷íîþ íåðåãóëÿðí³ñòþ, 
ùî º íàñë³äêîì ñóïåðïîçèö³¿ çá³æíèõ ³ ðîçá³æíèõ õâèëü äåôîðìàö³¿.  

Äëÿ îö³íêè åíåðã³¿ âèïðîì³íþâàííÿ çâóêó â îòî÷óþ÷å ñåðåäîâèùå îá-
÷èñëèìî ñåðåäí³é çà ïåð³îä 0 02 /T = π ω  ïîò³ê ïîòóæíîñò³ àêóñòè÷íîãî ïîëÿ 

 
0

0 0

1 ( , ) ( , ) ,             
T

I p r t v r t dt r a
T

= ≥∫ . 

Óðàõóâàâøè ôîðìóëè (23), (24), çâ³äñè îòðèìóºìî 

 
2

2 2 4
0 0 0 0 02 Re ( , ) ( , ) ( , 2 ) ( , 2 ) ,   

4s L LI c X P r V r P r V r r a∗ ∗ε  = ε ω ω + ω ω ≥    
æ . (26) 

Çà ðîçðàõóíêîâó õàðàêòåðèñòèêó âèáåðåìî ð³âåíü ³íòåíñèâíîñò³ (ãó÷-
í³ñòü) çâóêó çà øêàëîþ äåöèáåë [15]  

 010 lg ( / )N I I= , 

äå 12
0 10I −= Âò/ì2. Íà ðèñ. 7 ïîäàíà çàëåæí³ñòü ãó÷íîñò³ çâóêó N  â³ä áåç-

ðîçì³ðíî¿ ÷àñòîòè 0 0x k a=  ( 0 0 /k c= ω ) íà ïîâåðõí³ öèë³íäðà, âèãîòîâëå-

íîãî ³ç àðìêî-çàë³çà ( r a= ), ïðè îáåðòàíí³ â ïîâ³òð³ ç â³äíîñíîþ êóòîâîþ 
øâèäê³ñòþ 0 0.001LX =  (íàïðèêëàä, öèë³íäð, ðàä³óñ ÿêîãî 0.25a = ì, îáåð-

òàºòüñÿ ç êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 0 200Ω = îá/ñ) ³ â³äíîñíîþ àìïë³òóäîþ êîëè-

âàíü êóòîâî¿ øâèäêîñò³ 0.1ε = . Âèäíî, ùî ãó÷í³ñòü çâóêó, ÿê ³ ñïåêòðàëüíà 
àìïë³òóäà àêóñòè÷íîãî òèñêó, ìàþòü ðåçîíàíñíèé õàðàêòåð. Ïðîòå òóò, êð³ì 
îñíîâíî¿ ñåð³¿ ðåçîíàíñ³â, ùî â³äïîâ³äàþòü ïåðøîìó äîäàíêó ó ôîðìóë³ 
(26), ì³ñòèòüñÿ ùå îäíà ñåð³ÿ ìåíø ³íòåíñèâíèõ ðåçîíàíñ³â ç ÷àñòîòàìè 
çáóäæåííÿ, âäâ³÷³ ìåíøèìè â³ä ÷àñòîò îñíîâíèõ ðåçîíàíñ³â (âîíè â³äïîâ³äà-
þòü äðóãîìó äîäàíêó ó çãàäàí³é ôîðìóë³). Ç àíàë³çó ãðàô³êà òàêîæ âè-
ïëèâàº, ùî íà ðåçîíàíñàõ îñíîâíèõ òîí³â ãó÷í³ñòü çâóêó ìîæå äîñÿãàòè 
ïîíàä 200 ôîí³â (äëÿ ïîð³âíÿííÿ çàóâàæèìî, ùî ãó÷í³ñòü øóìó ë³òàêà 
ñêëàäàº 110 ôîí, ðàêåòè – 120, áëèñêàâêè – 130 [9].  

Ðèñ. 8 ³ëþñòðóº ñïàä ãó÷íîñò³ çâóêó N , âèïðîì³íþâàíîãî íà ðåçîíàíñ-
í³é ÷àñòîò³ 0 38.072x =  (ïåðøèé ðåçîíàíñ îñíîâíîãî òîíó) ó ïîâ³òðÿ ïðóæ-

íèì öèë³íäðîì, ç â³ääàëëþ /r a  (âñ³ ³íø³ ïàðàìåòðè ò³ ñàì³, ùî é äëÿ 
ðèñ. 7). ßê áà÷èìî, â ìåæàõ äåñÿòè ðàä³óñ³â öèë³íäðà ãó÷í³ñòü çâóêó çàëè-
øàºòüñÿ äîñèòü âèñîêîþ.  
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 Рис. 7 Рис. 8 

Íà ðèñ. 9 ³ 10 çîáðàæåíî ï³äðàõîâàíèé çà ôîðìóëîþ (23) ïðîñòîðîâèé 
ðîçïîä³ë (çàëåæíî â³ä /r a ) àêóñòè÷íîãî òèñêó ( , )p r t , âèïðîì³íþâàíîãî 

â³äïîâ³äíî íà ðåçîíàíñí³é 0 19.036x =  (ïåðøèé ðåçîíàíñ íà ðèñ. 7) ³ 

íåðåçîíàíñí³é (ôîíîâ³é) 0 19.000x =  ÷àñòîòàõ â ïîâ³òð³ ïðóæíèì öèë³íäðîì, 

ùî îáåðòàºòüñÿ ç áåçðîçì³ðíîþ êóòîâîþ øâèäê³ñòþ 0 0.001LX =  ³ â³äíîñíîþ 

àìïë³òóäîþ êîëèâàíü øâèäêîñò³ 0.3ε =  ó ô³êñîâàíèé ìîìåíò ÷àñó 0t = . ßê 
áà÷èìî, àìïë³òóäíèé ð³âåíü òèñêó ïðè ïåðåõîä³ âçäîâæ ðàä³àëüíî¿ 
êîîðäèíàòè ÷àñòî çì³íþº çíàê, ùî çóìîâëåíî âèñîêî÷àñòîòíîþ çì³íîþ ôàçè 
àêóñòè÷íî¿ õâèë³. Ìàêñèìàëüí³ â³äõèëåííÿ öüîãî íàäëèøêîâîãî òèñêó â³ä 
íóëüîâîãî ð³âíÿ äîñèòü íåçíà÷í³: íà ðåçîíàíñ³ âîíè äîñÿãàþòü 3000 Ïà, ïîçà 
ðåçîíàíñîì – ìàéæå íà òðè ïîðÿäêè º íèæ÷èìè. Ç â³ääàëåííÿì â³ä 
âèïðîì³íþâà÷à âíàñë³äîê ãåîìåòðè÷íî¿ ðîçá³æíîñò³ àìïë³òóäà êîëèâàíü 
ìîíîòîííî ñïàäàº: äîñèòü øâèäêî â ìåæàõ ÷îòèðüîõ ðàä³óñ³â öèë³íäðà ³ 
ìåíø ïîì³òíî íà á³ëüøèõ â³ääàëÿõ. 
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 Рис. 9 Рис. 10 

Òàêèì ÷èíîì, çíàþ÷è ÷àñòîòí³, ÷àñîâ³ òà ïðîñòîðîâ³ õâèëüîâ³ õàðàêòå-
ðèñòèêè ðîçãëÿäóâàíîãî îá’ºêòà, ìîæíà âèð³øèòè äâà âàæëèâèõ çàâäàííÿ. 
Ïåðøå ç íèõ – ìåõàí³÷íîãî õàðàêòåðó – ïîëÿãàº â îö³íö³ íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó öèë³íäðà ç óðàõóâàííÿì âïëèâó îòî÷óþ÷îãî àêóñòè÷íîãî 
ñåðåäîâèùà. Öåé âïëèâ, íàñàìïåðåä, âèÿâëÿºòüñÿ ó çì³ùåíí³ âëàñíèõ ÷àñ-
òîò ³ çì³í³ ðåçîíàíñíèõ àìïë³òóä öèë³íäðà ïîð³âíÿíî ç âèïàäêîì éîãî îáåð-
òàííÿ ó ïóñòîò³. Äðóãå çàâäàííÿ – ïîâ’ÿçàíå ç àêóñòèêîþ – îòðèìàíèìè äà-
íèìè ìîæíà ñêîðèñòàòèñü äëÿ ïðîñëóõîâóâàííÿ ðîáîòè ðîòîðà åëåêòðîäâè-
ãóíà (ãåíåðàòîðà) àáî äëÿ çìåíøåííÿ ð³âíÿ éîãî øóìó. Â îñòàííüîìó âè-
ïàäêó îáåðòàëüíèé îá’ºêò ìîæíà îòî÷èòè öèë³íäðè÷íîþ îáîëîíêîþ, àêóñ-
òè÷í³ ïàðàìåòðè ÿêî¿ â³äïîâ³äàþòü óìîâàì íåïðîïóñêàííÿ ðåçîíàíñíîãî 
çâóêó â çîâí³øíº ñåðåäîâèùå. 
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ИЗЛУЧЕНИЕ ЗВУКА УПРУГИМ КРУГОВЫМ ЦИЛИНДРОМ, ВРАЩАЮЩИМСЯ ВОКРУГ 
СВОЕЙ ОСИ С ПЕРЕМЕННОЙ УГЛОВОЙ СКОРОСТЬЮ 
 
Ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è î íåðàâíîìåðíîì âðàùå-
íèè äëèííîãî óïðóãîãî êðóãîâîãî öèëèíäðà – ïðåîáðàçîâàòåëÿ ýíåðãèè âîçìóùåíèÿ 
âðàùàòåëüíîãî äâèæåíèÿ â çâóêîâóþ – â ñæèìàåìîé íåâÿçêîé æèäêîñòè (ãàçå). Èñ-
ñëåäîâàíèå ñïåêòðàëüíûõ àìïëèòóä õàðàêòåðèñòèê íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàí-
íîãî ñîñòîÿíèÿ öèëèíäðà è àêóñòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ îáíàðóæèëî èõ ðåçîíàíñíûé 
õàðàêòåð. Ïðîàíàëèçèðîâàíà èíòåíñèâíîñòü èçëó÷åíèÿ è äàâëåíèå â çâóêîâîé âîë-
íå äëÿ ñëó÷àÿ ñèíóñîèäàëüíîãî èçìåíåíèÿ âî âðåìåíè óãëîâîé ñêîðîñòè îòíîñè-
òåëüíî åå ïîñòîÿííîãî çíà÷åíèÿ ïðè ðåçîíàíñíîì è íåðåçîíàíñíîì (ôîíîâîì) 
âîçáóæäåíèè êîëåáàíèé öèëèíäðà.  
 
SOUND RADIATION BY ELASTIC CIRCULAR CYLINDER ROTATING AROUND ITS AXIS 
WITH VARIABLE ANGULAR VELOCITY 
 
The results of solution and investigation of the problem on non-uniform rotation of a 
long elastic circular cylinder – the transducer of rotary motion energy into sound – in a 
compressible inviscous fluid (gas) are presented. Investigation of spectral amplitudes of 
the cylinder stressed-strained state and acoustic pressure revealed its resonance charac-
ter. The radiation intensity and acoustic pressure are analyzed for the case of angular 
velocity with sine-variation in time relative to its constant value at resonance and non-
resonance (phone) excitations of the cylinder vibrations. 
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