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Ïðîïîíóºòüñÿ ïåâíèé ïîãëÿä íà ðîçâèòîê òåîð³¿ ïðóæíèõ íåë³í³éíèõ õâèëü. 
Äëÿ âèêëàäó ïîçèö³¿ àâòîðà âèáðàíî øëÿõ, êîëè àíàë³çóþòüñÿ ïåâí³ êëþ÷îâ³ 
îñîáëèâîñò³ òåîð³¿: ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ íåë³í³éíèõ ïðóæíèõ õâèëü çàïî-
÷àòêîâàíå íå â íåë³í³éí³é ìåõàí³ö³, à â íåë³í³éí³é àêóñòèö³; ðÿä îñíîâíèõ 
ïîíÿòü òåîð³¿ íåë³í³éíèõ ïðóæíèõ õâèëü çàïîçè÷åíî ç ³íøèõ ðîçä³ë³â ô³çè-
êè; ãîëîâíà óâàãà áóëà ³ º çîñåðåäæåíà íà ã³ïåðïðóæíèõ ìàòåð³àëàõ ³ ãîëîâ-
íèì äæåðåëîì îñíîâíèõ ð³âíÿíü º ïðóæíèé ïîòåíö³àë Ìåðíà´àíà; â ñâîþ 
÷åðãó, ïðàêòè÷íî âñ³ ìîäèô³êàö³¿ öüîãî ïîòåíö³àëó çàïðîïîíîâàíî ç ìåòîþ 
óðàõóâàííÿ âïëèâó âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó; ÿêùî áàçîâ³ ð³âíÿí-
íÿ ñôîðìóëüîâàíî â ìåõàí³ö³, òî ìåòîäè äîñë³äæåííÿ çàïîçè÷åíî ç ð³çíèõ 
ðîçä³ë³â íåë³í³éíî¿ ô³çèêè – îïòèêè, ðàä³îô³çèêè òà ô³çèêè ïëàçìè; ïîä³áíî 
äî ³íøèõ ðîçä³ë³â ô³çèêè, ñïî÷àòêó âèâ÷àëèñÿ êâàäðàòè÷íî íåë³í³éí³ õâèë³ ³ 
ëèøå çãîäîì – êóá³÷íî íåë³í³éí³.  

 
Íåë³í³éíà ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â (òâåðäèõ äåôîðì³âíèõ ñåðåäîâèù) º íà 

ñüîãîäí³ ñôîðìîâàíîþ íàóêîþ ëèøå â ôðàãìåíòàõ, áàãàòüîõ òà äàëåêî íå 
âñ³õ, ³ ùå äîñèòü äèíàì³÷íî ðîçâèâàºòüñÿ. Ïîä³áíà ñèòóàö³ÿ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ 
³ â òîìó ðîçä³ë³ íåë³í³éíî¿ ìåõàí³êè, ÿêèé âèâ÷àº íåë³í³éí³ õâèë³ â ìàòåð³à-
ëàõ. Ïðóæí³ ìàòåð³àëè, áåç ñóìí³âó, âèâ÷åí³ ïîâí³øå ³ ãëèáøå â³ä ðåøòè 
³íøèõ. Òîìó òåîð³ÿ ïðóæíèõ õâèëü º ó ïåâíîìó ðîçóì³íí³ ïîñë³äîâíî ðîç-
âèíåíîþ ç³ ñâîºþ ³ñòîð³ºþ òà ñâî¿ìè îçíàêàìè. Îçíàêè ç ÷èñòî ô³ëîëîã³÷íèõ 
ïðè÷èí íàäàë³ íàçèâàòèìåìî îñîáëèâîñòÿìè. Ñàìå ðÿä íàéá³ëüø õàðàêòåð-
íèõ, ç òî÷êè çîðó àâòîðà, îñîáëèâîñòåé ³ áóäå îêðåñëåíî òà ïðîêîìåíòîâàíî 
íà íàñòóïíèõ ñòîð³íêàõ ðîáîòè. 

Îñîáëèâ³ñòü 1. Öÿ îñîáëèâ³ñòü º ïåðøîþ ëèøå õðîíîëîã³÷íî. Õðîíî-
ëîã³÷íî, îñê³ëüêè âîíà ïîëÿãàº ó òîìó, ùî ñèñòåìàòè÷íå âèâ÷åííÿ íåë³í³é-
íèõ ïðóæíèõ õâèëü áóëî çàïî÷àòêîâàíå íå â ìåõàí³ö³, à â íåë³í³éí³é àêóñ-
òèö³ é ó÷åíèìè-àêóñòèêàìè, äëÿ ÿêèõ ìåõàí³êà áóëà âî÷åâèäü íå îñíîâíîþ 
ñïåö³àëüí³ñòþ, à òàê áè ìîâèòè, ñóì³æíîþ. Ìàáóòü, äîö³ëüíî çãàäàòè ï’ÿòü 
óìîâíî ïåðøèõ ïóáë³êàö³é ðîñ³éñüêîþ ìîâîþ [1, 3–5, 7] ³ ï’ÿòü óìîâíî 
ïåðøèõ ïóáë³êàö³é àíãë³éñüêîþ ìîâîþ [18, 25, 26, 35, 48]. Ñëîâî óìîâíî 
âèäàºòüñÿ äîðå÷íèì, îñê³ëüêè ³ñòîð³ÿ íå º òî÷íîþ íàóêîþ. 

Âñ³ âêàçàí³ âèùå ï³îíåðñüê³ ðîáîòè âåäóòü ïî÷àòîê â³ä êëàñè÷íîãî ðîç-
â’ÿçêó ²ðíøîâ’à îñíîâíèõ ð³âíÿíü ã³äðîìåõàí³êè. Îñê³ëüêè ðîçãëÿä íåë³í³é-
íèõ õâèëü ó ìåõàí³ö³ ëîã³÷íî é çðó÷íî ïî÷èíàòè ç ðîáîòè Ð³ìàííà ïðî ïðîñ-
ò³ õâèë³ ó ïîâ³òð³ [34], òî îçíà÷èìî ïðîñò³ õâèë³ òà ïîêàæåìî äåÿê³ íåîáõ³äí³ 
íàäàë³ îñíîâí³ ìîìåíòè ç ðåçóëüòàòó Ð³ìàííà ³ ëèøå òîä³ ïðèñòóïèìî äî 
âàæëèâîãî äëÿ òåîð³¿ íåë³í³éíèõ õâèëü ðåçóëüòàòó ²ðíøîâ’à. Ôàêòè÷íî 
Ð³ìàíí âêàçàâ ïåðåõ³ä â³ä òåîð³¿ ë³í³éíèõ ïëîñêèõ õâèëü äî òåîð³¿ õâèëü 
ñê³í÷åííî¿ àìïë³òóäè. Îòðèìàíà òåîð³ÿ ìàº çàðàç íàçâó òåîð³¿ ïðîñòèõ 
õâèëü [15, 27, 32, 49]. Öÿ òåîð³ÿ ñêëàäàº âàãîìó ÷àñòèíó òåîð³¿ íåë³í³éíèõ 
õâèëü. Ïîíÿòòÿ ïðîñòèõ õâèëü ïðèéøëî äî òåîð³¿ ïðóæíèõ õâèëü ç ³íøèõ 
ðîçä³ë³â ô³çèêè. Íàÿâí³ñòü òàêèõ çàïîçè÷åíü ìîæíà ââàæàòè äðóãîþ 
îñîáëèâ³ñòþ òåîð³¿ ïðóæíèõ õâèëü.  

Äëÿ çðîçóì³ëîãî êîìåíòóâàííÿ îñîáëèâîñò³ 1 ïîòð³áíî çàðàç çâåðíóòèñÿ 
äî îñîáëèâîñò³ 2, ÿêà ïîëÿãàº â çàïîçè÷åííÿõ ³ç á³ëüø ðîçâèíåíèõ ðîçä³ë³â 
ô³çèêè. 

Îñîáëèâ³ñòü 2. Îõàðàêòåðèçóºìî êîðîòêî ïðîñò³ õâèë³. Ñïî÷àòêó çà-
ïèøåìî êëàñè÷íå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ äëÿ îäíîâèì³ðíîãî âèïàäêó 

 2 2 2 ( , )a u u t f x t∆ − ∂ ∂ =( ) . (1) 

Âîíî ìàº ðîçâ’ÿçîê ó âèãëÿä³ õâèëü Ä’Àëÿìáåðà, ÿê³ ÷àñîì òåæ íàçèâàþòü 
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ïðîñòèìè, 

 1 2( , ) ( ) ( )u x t f ct x f ct x= − + + . (2) 

Öå ïëîñê³ õâèë³ – ôðîíò õâèëü º ïëîùèíîþ. 
Âèêîðèñòàºìî äàë³ ñèñòåìó ð³âíÿíü ã³äðîìåõàí³êè äëÿ âèïàäêó ïëîñêèõ 

õâèëü 

 0,            0t x x t x xv v v vv pρ + ρ + ρ = ρ + ρ + = . (3) 

Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó ö³º¿ íåë³í³éíî¿ ñèñòåìè ó âèãëÿä³ ïðîñòèõ õâèëü çà-
ïðîïîíîâàíî ð³çí³ øëÿõè. Íàéïðîñò³øèé ïîëÿãàº ó âèêîðèñòàíí³ íîâî¿ ôóíê-
ö³¿ (ôóíêö³¿ Ð³ìàííà) 

 

0

1( ) ( )c d
ρ

−

ρ

σ ρ = ρ ρ ρ∫  , (4) 

äå ÷åðåç ( ) /c dp dρ = ρ  ïîçíà÷åíî øâèäê³ñòü ïîøèðåííÿ çâóêó ³ ÷åðåç 0ρ  

– ãóñòèíó íåçáóðåíîãî ñåðåäîâèùà. 
ßêùî ïîçíà÷èòè äîäàòêîâî ,  P v Q v= + σ = − σ , òî ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè 

(3) ìîæíà ïîäàòè ó âèãëÿä³ 

 1 ( /( )) ( /( ))
2

v P t x c v Q t x c v= − + + − −{ [ ] [ ]} . (5) 

ßêùî çáóðåííÿ ñê³í÷åííî¿ àìïë³òóäè ðóõàþòüñÿ â îäíîìó íàïðÿìêó (òîáòî 
ÿêùî ðóõ îïèñóºòüñÿ îäí³ºþ ç ôóíêö³é ,  P Q ), òî ðóõ òàêîãî çáóðåííÿ ó 
êíèç³ ç íåë³í³éíî¿ àêóñòèêè [12] íàçèâàþòü ïðîñòîþ õâèëåþ.  

Âêàæåìî ùå íà ïåðøèé ïîãëÿä ³íøå, àëå íàñïðàâä³ åêâ³âàëåíòíå ïåð-
øîìó, îçíà÷åííÿ ïðîñòî¿ õâèë³: ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè (3) áóäå ïðîñòîþ õâèëåþ, 
ÿêùî òðè îñíîâí³ íåâ³äîì³ ôóíêö³¿ ,  ,  p uρ  ìîæóòü áóòè âèðàæåí³ ÷åðåç 

îäíó ç íèõ. Îñíîâàíà íà öüîìó îçíà÷åíí³ ïðîöåäóðà ðîçâ’ÿçóâàííÿ äàº òà-
êèé ðîçâ’ÿçîê [2]: 

 /( ( ) )u t x c u u= Φ ± ±[ ]{ } , (6) 

äå ôóíêö³ÿ Φ  çàäàíà ãðàíè÷íîþ óìîâîþ (0, ) ( )u t t= Φ . 
Ïðèñòóïèìî òåïåð äî Ð³ìàííîâîãî îïèñó ïðîñòèõ õâèëü. Õâèëþ ââàæà-

ºòüñÿ òàêîþ, ùî ìàº äîâ³ëüíó àìïë³òóäó ³ º ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè ð³âíÿíü (3). 
Çàäàºòüñÿ ïåâíå ïîëîæåííÿ õâèë³ (ïðîñòîðîâà êîîðäèíàòà 1x  ³ ÷àñ 1t ), òèì 

ñàìèì ô³êñóþòüñÿ çíà÷åííÿ óñ³õ îñíîâíèõ ôóíêö³é 1 1 1 1( , ),    p p x t= ρ =   

1 1 1 1 1( , ),  ( , )x t u u x t= ρ = . Äàë³ â ñïåö³àëüí³é ñèñòåì³ â³äë³êó, ùî ðóõàºòüñÿ ç³ 

øâèäê³ñòþ 1u  ³ âèçíà÷àº ïîëîæåííÿ êîîðäèíàòîþ 1x u t− , âèâ÷àþòüñÿ ìàë³ 

çáóðåííÿ â³ä íåíóëüîâîãî çíà÷åííÿ 1u . 
Çàñòîñîâóþ÷è ïåâíó ïðîöåäóðó äëÿ îòðèìàííÿ íåë³í³éíîãî ðîçâ’ÿçêó 

(õâèë³ ñê³í÷åííî¿ àìïë³òóäè) [2], ïðîñòó õâèëþ ìîæíà ïîäàòè ÿê ðîçâ’ÿçîê 
ñèñòåìè (3) òàêîãî âèãëÿäó: 

 
0

1
0 0

0

( ) ( ) ( )
p p

u P p p c d p p
−

−= − = ρ −∫ , (7) 

ÿêèé çâè÷àéíî ðîçóì³þòü ÿê óçàãàëüíåííÿ ïîíÿòòÿ á³æó÷î¿ õâèë³ ç ë³í³éíî¿ 
òåîð³¿ íà âèïàäîê õâèë³ ñê³í÷åííî¿ àìïë³òóäè. 

Îñíîâíîþ îçíàêîþ ïðîñòî¿ õâèë³ º íåë³í³éíà çàëåæí³ñòü ôàçîâî¿ øâèä-
êîñò³ â³ä ðîçâ’ÿçêó. Çàëåæí³ñòü òàêîãî òèïó º ïîøèðåíîþ â òåîð³¿ õâèëü [17, 
37]. Íàïðèêëàä, äèñïåðñèâí³ñòü ñåðåäîâèùà ïîøèðåííÿ õâèëü õàðàêòåðèçó-
ºòüñÿ íåë³í³éíîþ çàëåæí³ñòþ ôàçîâî¿ øâèäêîñò³ â³ä ÷àñòîòè; êâàç³ïðîñò³ 
õâèë³ â ñåðåäîâèùàõ ³ç âíóòð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ º òàêèìè, ùî ¿õ ôàçîâà 
øâèäê³ñòü çàëåæèòü â³ä ôàçè.  
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Ïîâåðíåìîñÿ äî îñîáëèâîñò³ 1 ³ ðîçãëÿíåìî êîðîòêî ðåçóëüòàò ²ðíøî-
â’à, áàçóþ÷èñü íà ñòàð³é àâòåíòè÷í³é ïóáë³êàö³¿ ²ðíøîâ’à òà ìîíîãðàô³¿ [11]. 
Ïî÷àòêîâà ñèñòåìà ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ ð³âíÿíü: 

 ð³âíÿííÿ íåïåðåðâíîñò³  / ( )t m∂ρ ∂ + ∇ ρ =v , (8) 

 ð³âíÿííÿ Îéëåðà ( / ) ( )t pρ ∂ ∂ + ρ ∇ = − ∇ +v v v F , (9) 

 ð³âíÿííÿ Ïóàññîíà 0 0( / )p p γ= ρ ρ . (10) 

²ðíøîâ çàïðîïîíóâàâ ââåñòè ìàëèé ïàðàìåòð ó âèãëÿä³ ÷èñëà Ìàõà 
/M v c=  ³ çàñòîñóâàòè ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Â³äîìî, ùî ÷èñëà 

Ìàõà º çâè÷àéíî äîñòàòíüî ìàëèìè – â ðåàëüíèõ ãàçàõ 21.0 10M −≈ ⋅  ³ â 

ðåàëüíèõ ð³äèíàõ 31.0 10M −≈ ⋅  àáî ìåíøå. Òîìó ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëè-
æåíü ïðàöþº äîáðå. 

Ïîêàæåìî ì³ðêóâàííÿ ²ðíøîâ’à íà ïðîñòîìó âèïàäêó ñèñòåìè (8)–(10) 
äëÿ ïëîñêèõ ïðîñòèõ õâèëü. Çã³äíî ç Ð³ìàííîì, ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ìîæíà 
çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 0/( ) ,       ( 1)/2v S t x c v= − − ε ε = γ +[ ]{ } . 

Äàë³ ââàæàºòüñÿ, ùî ïðîñòà õâèëÿ ãåíåðóºòüñÿ ïîðøíåì, ðóõ ÿêîãî â ëÿ-
ãðàíæåâèõ êîîðäèíàòàõ çàäàºòüñÿ ÿê ãàðìîí³÷í³ êîëèâàííÿ ( )a A t= =  

0 (1 cos )A t= − ω . Øâèäê³ñòü tv A=  äîð³âíþº 0( ) ( )tv A H a c t= τ − . Çàïèøåìî 

ð³âíÿííÿ õàðàêòåðèñòèê ó ïàðàìåòðè÷í³é ôîðì³ 

 
( 1) /( 1)

0 01 (( 1)/2) ( )/tt a c A c
γ − γ +

 − τ = + γ − τ  
[ ] . 

Òîä³ max 0 0 0( ) ,      ( 1)/2, / ( )/
1 sin

kat M v c A c
M

ω − τ = ε = γ + = = ω
+ ε ωτ

, 

  0/ sin ( )U v c M H t ka= = ωτ ω − . 

Òåïåð ñë³ä áè âèêëþ÷èòè ïàðàìåòð τ , ùî âèçíàºòüñÿ íàäçâè÷àéíî ñêëàä-
íîþ ïðîáëåìîþ. Öå ìîæíà çðîáèòè íàáëèæåíî çà äîïîìîãîþ ââåäåííÿ 
ìàëîãî ïàðàìåòðà ³ íàñòóïíîãî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó ïîñë³äîâíèõ íàáëè-
æåíü. Äëÿ öüîãî âèáèðàºòüñÿ ïàðàìåòð Ì (÷èñëî Ìàõà) ³ ðîçêëàäàºòüñÿ âè-
ðàç ωτ  ó ðÿä çà öèì ìàëèì ïàðàìåòðîì 

 (0) (1) 2 (2) (0)( ) ( ) ( ) ,       ( )M M t kaωτ = ωτ + ωτ + ωτ + ωτ = ω − . 

Îòæå, ìîæíà çàïèñàòè íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê 

 (1) 2 (2) 3 (3)U MU M U M U= + + + , 

 (1) sin ( )U t ka= ω − , (11) 

 (2) (1/2) sin 2( )U ka t ka= ε ω − , (12) 

 (3) ( /8) cos ( ) ( /8) cos 3 ( )U ka t ka t ka= ε − γ ω − + γ ω − +[ ]  

 2( ) (1/8) cos ( ) (3/8) cos 3 ( )ka t ka t ka+ ε − ω − + ω −[ ] . (13) 

ßê áà÷èìî, ó ïåðøîìó íàáëèæåíí³ îòðèìóºòüñÿ çâè÷àéíà ë³í³éíà ãàðìîí³÷-
íà õâèëÿ ç ÷àñòîòîþ, ùî äîð³âíþº ÷àñòîò³ êîëèâàíü ïîðøíÿ. Äðóãå íàáëè-
æåííÿ äîäàº ÷èñòó äðóãó ãàðìîí³êó, àìïë³òóäà ÿêî¿ çðîñòàº íåïåðåðâíî ç 
÷àñîì ïîøèðåííÿ õâèë³. Òðåòº íàáëèæåííÿ ïðèâíîñèòü ùå ïåðøó òà òðåòþ 
ãàðìîí³êè, ÿê³ ìàþòü òàê³ ñàì³ àìïë³òóäí³ âëàñòèâîñò³, ùî é äðóãà ãàðìîí³-
êà. Ñòðóêòóðà öüîãî ðîçâ’ÿçêó âèçíà÷èëà íà ñòî ç ëèøêîì ðîê³â ñòðóêòóðó 
á³ëüøîñò³ äîñë³äæåíü íåë³í³éíèõ õâèëü ó ô³çèö³. Öÿ æ ñòðóêòóðà áóëà ïî-
âòîðåíà ³ â çãàäàíèõ âèùå ïåðøèõ ðîáîòàõ ç òåîð³¿ ïðóæíèõ íåë³í³éíèõ 
õâèëü [1, 3, 7, 25, 35 òà ³íøèõ]. 
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Îñîáëèâ³ñòü 3 âèçíà÷àºòüñÿ êëþ÷îâèìè ñëîâàìè ã³ïåðïðóæíèé ìàòå-
ð³àë ³ ïðóæíèé ïîòåíö³àë Ìåðíà´àíà. Òîìó ñïî÷àòêó ïðîêîìåíòóºìî ö³ 
òåðì³íè. Ïî÷íåìî ab ovo. Îñíîâíà âëàñòèâ³ñòü ìàòåð³àëó äåôîðìóâàòèñÿ 
ïðóæíî ðîçóì³ºòüñÿ ÿê îáîðîòí³ñòü äåôîðìàö³é ïðè óñóíåíí³ ïðè÷èíè äå-
ôîðìóâàííÿ. Öÿ âëàñòèâ³ñòü ïðîÿâëÿºòüñÿ ó ïîâí³é â³äíîâëþâàíîñò³ ïî÷àò-
êîâî¿ ôîðìè ò³ëà ³ â ïîâíîìó ïîâåðíåíí³ åíåðã³¿, ÿêó ò³ëî íàêîïè÷èëî â 
ïðîöåñ³ äåôîðìàö³¿. Ïðóæí³ñòü äåôîðìóâàííÿ ìàòåð³àë³â ìàº ñòðîã³ îçíà-
÷åííÿ [8, 14, 24, 33, 50], çã³äíî ç ÿêèìè âñ³ çäàòí³ äåôîðìóâàòèñÿ ïðóæíî 
ìàòåð³àëè ðîçä³ëÿþòü íà ã³ïîïðóæí³, ïðóæí³ òà ã³ïåðïðóæí³. 

Äëÿ îïèñó ã³ïîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â ïîòð³áíå ââåäåííÿ îäí³º¿ ç øâèäêîñ-
òåé íàïðóæåíü; âèêîðèñòàºìî ââåäåíó ßóìàííîì [33]. Äëÿ ñèìåòðè÷íîãî 
òåíçîðà Ëÿ´ðàíæà âîíà º òàêîþ: 

 [ , ] [ , ]/ik ik in k n kn i nD Dt v v∇σ = σ − σ − σ( ) . (14) 

Òóò ïðèéíÿòî ïîçíà÷åííÿ: ( / ) ( / ) ( / )k kD Dt t v x= ∂ ∂ + ∂ ∂  – ñóáñòàíö³îíàëüíà 

ïîõ³äíà çà ÷àñîì; ( / ) /k kt v u t= ∂ ∂ = = ∂ ∂v u { } { }  – øâèäê³ñòü ÷àñòèíêè; 

êâàäðàòí³ äóæêè îçíà÷àþòü íåñèìåòðè÷íó ÷àñòèíó òåíçîðà ,k nv .  

Ñë³ä ñêàçàòè, ùî íàÿâí³ñòü â îçíà÷åíí³ (14) íåñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà 
îáåðòàííÿ ç êîìïîíåíòàìè [ , ]kn k nW v=  ³ ïîñë³äîâíå âèêîðèñòàííÿ ñèìåòðè÷-

íîãî òåíçîðà øâèäêîñò³ äåôîðìàö³é ( , )kn k nV v=  º õàðàêòåðíèì äëÿ ã³ïî-

ïðóæíèõ ìàòåð³àë³â. Ö³ òåíçîðè ïðàêòè÷íî íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ äëÿ îïèñó 
ã³ïåðïðóæíèõ ³ ïðóæíèõ ìàòåð³àë³â. Ïîÿâà òåíçîðà îáåðòàííÿ â îçíà÷åíí³ 
(14) º íåîáõ³äíîþ, îñê³ëüêè òóò âèêîðèñòîâóºòüñÿ çì³íà øâèäêîñòåé íàïðó-
æåíü ³ äåôîðìàö³é ùîäî ñòàö³îíàðíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò. 

Ã³ïîïðóæíèé ìàòåð³àë îçíà÷óºòüñÿ ÿê ìàòåð³àë, âèçíà÷àëüíå (êîíñòè-
òóòèâíå) ð³âíÿííÿ ÿêîãî ìàº âèãëÿä 

 ( )ik iklm rs lmC V∇σ = σ . (15) 

Ìîæëèâî, òðåáà íàãàäàòè, ùî ïðåô³êñ ã³ïî- îçíà÷àº çìåíøåííÿ ÷îãîñü 
ïðîòè íîðìè. À òàê ÿê ïðåô³êñ ã³ïåð- îçíà÷àº çíà÷íå çá³ëüøåííÿ ÷îãîñü 
ïðîòè íîðìè, òî ã³ïîïðóæí³ ìàòåð³àëè ïîâèíí³ ìàòè âëàñòèâ³ñòü ïðóæíîñò³ 
ÿê áè â ìåíø³é ì³ð³, í³æ ïðóæí³ ìàòåð³àëè, ³ ùå â ìåíø³é ì³ð³, í³æ 
ã³ïåðïðóæí³ ìàòåð³àëè. Ã³ïîïðóæí³ ìàòåð³àëè äîïóñêàþòü ³ñíóâàííÿ ïî÷àò-
êîâèõ íàïðóæåíü. ²íô³í³òåçèìàëüí³ äåôîðìàö³¿ ã³ïîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â º 
îáîðîòíèìè ùîäî ïî÷àòêîâèõ íàïðóæåíü. Öåé ôàêò ðàçîì ç íåìîæëèâ³ñòþ 
ã³ïîïðóæíèõ ìàòåð³àë³â äåôîðìóâàòèñÿ â’ÿçêî (òîáòî â íèõ â³äñóòíÿ âíóò-
ð³øíÿ äèñèïàö³ÿ) âèïðàâäîâóº, íà äóìêó Ïðà´åðà [33], ¿õ íàçâó. 

Ïðóæíèé ìàòåð³àë (ìàòåð³àë ³ç çàãàëüíèì çàêîíîì ïðóæíîãî äåôîðìó-
âàííÿ) îçíà÷óºòüñÿ ñòðîãî ÿê òàêèé, ùî ìîæå ïåðåáóâàòè â ïðèðîäíîìó 
(â³ëüíîìó â³ä íàïðóæåíü) ñòàí³, ³ â îêîë³ öüîãî ñòàíó íàïðóæåííÿ ó äàíèé 
ìîìåíò ìîæóòü áóòè îçíà÷åí³ âçàºìíî îäíîçíà÷íî çíà÷åííÿìè àáî ´ðàä³ºíòà 
äåôîðìàö³é, àáî òåíçîðà äåôîðìàö³é  

 ( )ij ij lmFσ = ε , (16) 

àáî äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ñèìåòð³¿  

 ij ijkl kl ijklmn kl mn ijklmnpq lm mn pqA A Aσ = ε + ε ε + ε ε ε + . (17) 

Òóò ñë³ä çâåðíóòè óâàãó íà çâè÷íèé ó êëàñè÷í³é ë³í³éí³é òåîð³¿ òåíçîð ÷åò-
âåðòîãî ðàí´ó ijklA . Â³í âèçíà÷àº ë³í³éí³ âëàñòèâîñò³ ïðóæíèõ ìàòåð³àë³â; 

ñèìåòð³ÿ òåíçîð³â íàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é çìåíøóº ê³ëüê³ñòü íåçàëåæíèõ 
êîìïîíåíò³â (ïðóæíèõ õàðàêòåðèñòèê) ç 81 äî 36. Äëÿ ïîäàëüøîãî çìåíøåí-
íÿ ö³º¿ ê³ëüêîñò³ ïîòð³áíà äîäàòêîâà ñèìåòð³ÿ ìàòåð³àëó. 

Ã³ïåðïðóæíèé ìàòåð³àë îçíà÷óºòüñÿ ÿê ïðóæíèé ìàòåð³àë, äëÿ ÿêîãî 
ïèòîìà âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ å º àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ êîìïîíåíò òåíçîðà 
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äåôîðìàö³é, â³äíåñåíîãî äî ïðèðîäíîãî ñòàíó ( )lme e= ε . Íàïðóæåííÿ ó 

ã³ïåðïðóæíîìó ìàòåð³àë³ ìîæíà îá÷èñëèòè çà ôîðìóëîþ 

 (1/2) ( / ) ( / ) ( )ij ij ji lkeσ = ∂ ∂ε + ∂ ∂ε ε[ ] . (18) 

Â³äîìà òåîðåìà Íîëëà [33, 50] ñòâåðäæóº, ùî äëÿ ³çîòðîïíîãî ñåðåäîâèùà 
êîæåí ã³ïåðïðóæíèé ìàòåð³àë º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì ïðóæíîãî ìàòåð³àëó, à 
îòæå, ³ ã³ïîïðóæíîãî ìàòåð³àëó. Òåîðåìà íåâ³ðíà äëÿ âèïàäêó àí³çîòðîï³¿. 
Ôîðìóëà (17) ñâ³ä÷èòü ïðî òå, ùî ã³ïåðïðóæí³ñòü çìåíøóº ð³âåíü àí³çîòðî-
ï³¿, îñê³ëüêè ñèìåòð³ÿ çá³ëüøóºòüñÿ äîäàòêîâî ç îãëÿäó íà ð³âíîñò³ ijklA =   

,  ,jikl ijkl ijlk ijkl klijA A A A A= = = . Ê³ëüê³ñòü íåçàëåæíèõ ïðóæíèõ ñòàëèõ 

çìåíøóºòüñÿ â³ä 36 äî 21. Öÿ îñòàííÿ ê³ëüê³ñòü çâè÷àéíî ô³êñóºòüñÿ ó á³ëü-
øîñò³ ï³äðó÷íèê³â ç òåîð³¿ ïðóæíîñò³, îäíàê, íå çâåðòàºòüñÿ óâàãè íà òå, ùî 
öèì ñàìèì âæå çä³éñíåíî ïåðåõ³ä â³ä çàãàëüíîãî âèïàäêó ïðóæíîñò³ ìàòåð³-
àëó äî âèïàäêó ã³ïåðïðóæíîñò³ ìàòåð³àëó. 

Íåë³í³éíà ìåõàí³êà ìàòåð³àë³â ìàº áàãàòó ³ñòîð³þ ÿê åêñïåðèìåíòàëü-
íèõ, òàê ³ òåîðåòè÷íèõ ñòóä³é. Íàéá³ëüø³ òðóäíîù³ â ïîáóäîâ³ íåë³í³éíèõ 
ìîäåëåé âèíèêàëè ïðè ïåðåõîä³ â³ä ë³í³éíîãî çàêîíó Ãóêà äî á³ëüø ñêëàä-
íèõ íåë³í³éíèõ çàëåæíîñòåé. Ïðîñò³øå áóëî ç ³çîòðîïíèìè ìàòåð³àëàìè. Òóò 
áóëî çàïðîïîíîâàíî ðÿä ïðèäàòíèõ äëÿ àíàë³çó ìîäåëåé – Ñåòõà, Ñ³íüéîð³í³, 
Äæîíà, Ìåðíà´àíà. Âñ³ ö³ ìîäåë³ ´ðóíòóþòüñÿ íà â³äïîâ³äíèõ ïðóæíèõ ïî-
òåíö³àëàõ. Ïðóæíèé ïîòåíö³àë Ìåðíà´àíà º êóá³÷íèì ùîäî òåíçîðà äåôîð-
ìàö³é. Íàé÷àñò³øå â³í çàïèñóºòüñÿ ÷åðåç êîìïîíåíòè íåë³í³éíîãî òåíçîðà 
äåôîðìàö³é ¥ð³íà ikε : 

 2 2 2 31 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 3 3ik mm ik ik im km ik mm mmW A B Cε = λ ε + µ ε + ε ε ε + ε ε + ε  (19) 

àáî ÷åðåç ïåðø³ àëãåáðè÷í³ ³íâàð³àíòè kI  öüîãî òåíçîðà 

 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 1 1( , , )
2 3 3

W I I I I I AI BI I CI= λ + µ + + + . 

Òóò 2 3
1 2 3tr ( ),  tr ( ) ,  tr ( ) ;  ,  ik ik ikI I I= ε = ε = ε λ µ[ ] [ ]  º ïðóæíèìè ìîäóëÿìè 

Ëÿìå (ñòàëèìè äðóãîãî ïîðÿäêó); ,  ,  A B C  º ïðóæíèìè ìîäóëÿìè Ìåðíà-
´àíà (ñòàëèìè òðåòüîãî ïîðÿäêó). 

×àñîì çóñòð³÷àþòüñÿ ³íø³ çîáðàæåííÿ:  

 ( ) 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 1

1 2( , , ) 2 2 2
2 3

l mW I I I I I nI mI I I+= λ + µ − µ + − +
        

, 

 2 3
1 2 3 1 2 3 3 2 1 2 1 1

1 4 1( , , )
2 3 6

W I I I I I I I I I= λ + µ + ν + ν + ν , 

 2 3
1 2 3 1 2 3 1 2 1

1( , , )
2 3 3

c aW I I I I I I bI I I= λ + µ + + + . 

Òóò âèêîðèñòàíî ãîëîâí³ ³íâàð³àíòè kI


 òåíçîðà äåôîðìàö³é ¥ð³íà. 

Ñôîðìóëþºìî òåïåð îñîáëèâ³ñòü 3 ÿê òàêó, ùî ãîëîâíà óâàãà ïðè äî-
ñë³äæåíí³ íåë³í³éíèõ ïðóæíèõ õâèëü áóëà ³ º çîñåðåäæåíà íà ã³ïåðïðóæíèõ 
ìàòåð³àëàõ ³ ãîëîâíèì äæåðåëîì îñíîâíèõ ð³âíÿíü º ïðóæíèé ïîòåíö³àë 
Ìåðíà´àíà; â ñâîþ ÷åðãó, ïðàêòè÷íî âñ³ ìîäèô³êàö³¿ öüîãî ïîòåíö³àëó çà-
ïðîïîíîâàíî ç ìåòîþ óðàõóâàííÿ âïëèâó âíóòð³øíüî¿ ñòðóêòóðè ìàòåð³àëó. 
Öå âðàõóâàííÿ ìîæíà ââàæàòè îñîáëèâ³ñòþ 4. 

Îñîáëèâ³ñòü 4. Ïî÷íåìî ç³ çãàäàíèõ âèùå ìîäèô³êàö³é ïîòåíö³àëó 
Ìåðíà´àíà òà îïèøåìî ï’ÿòü íàéá³ëüø ïîøèðåíèõ. 

1°. Ìîäèô³êàö³ÿ Ãóçÿ äëÿ ïîë³êðèñòàë³÷íèõ ìàòåð³àë³â [8]. Öþ ìîäè-
ô³êàö³þ ñë³ä â³äíåñòè äî êëàñè÷íî¿ ïðóæíîñò³. Çàïðîïîíîâàíèé ïîòåíö³àë 
ìàº âèãëÿä 



95 

 3
1 2 3 3 1 2 1

1( , , )
2 3 3iklm ik lm

c aW I I I K I bI I I= ε ε + + + . (20) 

Òåíçîð ÷åòâåðòîãî ðàí´ó iklmK  º çâè÷àéíèì òåíçîðîì ïðóæíèõ ñòàëèõ 

ë³í³éíî¿ òåîð³¿. Ïîòåíö³àë ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ íåë³í³éíèõ ÷àñòèí – êâàäðà-
òè÷íî¿ òà êóá³÷íî¿. Êâàäðàòè÷íà õàðàêòåðèçóº àí³çîòðîï³þ âëàñòèâîñòåé 
ìàòåð³àëó â íåíàâàíòàæåíîìó ñòàí³ ³ â³äïîâ³äàº ïîòåíö³àëó ë³í³éíîãî àí³çî-
òðîïíîãî ïðóæíîãî ò³ëà. Êóá³÷íà â³äïîâ³äàº êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíîìó ³çî-
òðîïíîìó ïðóæíîìó ò³ëó. Ïîòåíö³àë çàñòîñîâóºòüñÿ äëÿ àíàë³çó ïîøèðåííÿ 
õâèëü ó ïîë³êðèñòàë³÷íèõ ò³ëàõ ç³ ñëàáêîþ àí³çîòðîï³ºþ âëàñòèâîñòåé ó 
ïðèðîäíîìó ñòàí³ (òàê çâàíèõ êâàç³³çîòðîïíèõ ò³ëàõ). 

2°. Ìîäèô³êàö³ÿ Ì³íäë³íà – Åð³í´åíà äëÿ ì³êðîìîðôíîãî êîíòèíóóìà 
[22, 23]. Öÿ ìîäèô³êàö³ÿ âèõîäèòü çà ðàìêè êëàñè÷íî¿ ïðóæíîñò³, âîíà º áàçî-
âîþ äëÿ íåë³í³éíî¿ ì³êðîìîðôíî¿ òåîð³¿ äåôîðìóâàííÿ ìàòåð³àë³â Ì³íäë³íà –
Åð³í´åíà. Òåîð³ÿ âèêîðèñòîâóº äâ³ íåçàëåæí³ ê³íåìàòè÷í³ âåëè÷èíè – âåêòîð 
ìàêðîçì³ùåíü u  ³ íåñèìåòðè÷íèé òåíçîð ì³êðîçì³ùåíü Ψ . Ïðîöåñ äåôîð-
ìóâàííÿ îïèñóºòüñÿ òðüîìà íåçàëåæíèìè òåíçîðàìè: òåíçîðîì ìàêðîäåôîð-

ìàö³é , , , ,
1 ( )
2ik i k k i m i m ku u u uε = + + , òåíçîðîì â³äíîñíèõ äèñòîðñ³é ikγ =  

, ,i k ik m k mku u= + Ψ + Ψ , òåíçîðîì ì³êðîäèñòîðñ³é , , ,ikl ik l m k mk lu= Ψ + Ψæ . 

Òåîð³ÿ áóäóºòüñÿ ïîä³áíî äî êëàñè÷íî¿ ã³ïåðïðóæíîñò³ – âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ 
ââàæàºòüñÿ àíàë³òè÷íîþ ôóíêö³ºþ ââåäåíèõ òðüîõ òåíçîð³â. 

Ì³êðîìîðôíèé êîíòèíóóì, çàïðîïîíîâàíèé äëÿ îïèñó äåôîðìóâàííÿ 
êîìïîçèòíèõ ìàòåð³àë³â (ìàòåð³àë³â ³ç âíóòð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ), âèÿâèâñÿ 
ïðÿìèì óçàãàëüíåííÿì òðüîõ äîáðå â³äîìèõ ì³êðîñòðóêòóðíèõ êîíòèíóóì³â 
– êîíòèíóóìà Êîññåðà, ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà ³ ´ðàä³ºíòíîãî êîíòèíó-
óìà Ëåðó [10, 17, 22, 23, 30]. Çîêðåìà, òåîð³ÿ Êîññåðà íåñèìåòðè÷íî¿ ïðóæ-
íîñò³ îòðèìóºòüñÿ ç ì³êðîìîðôíî¿ ïåâíèìè ñïðîùåííÿìè: ê³íåìàòèêà îïè-
ñóºòüñÿ âåêòîðîì ìàêðîçì³ùåíü u  òà âåêòîðîì ìàêðîîáåðòàííÿ  ; äåôîð-
ìàö³ÿ îïèñóºòüñÿ ëèøå äâîìà òåíçîðàìè  

 , , ,( ),    (1/2) ,    ik i k ikm m m m ikm i k ikm ikm k mu R R uγ = − − Ψ = = − Ψ  æ  

( mik  º çâè÷àéíèì òåíçîðîì Ëåâ³-×³â³òè). Âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ e  º ôóíêö³ºþ 

äâîõ òåíçîð³â: íåñèìåòðè÷íîãî òåíçîðà â³äíîñíèõ äèñòîð³é ikγ  ³ òåíçîðà çãè-

íó-êðó÷åííÿ ,km k mΓ = Ψ . Ìîäèô³êàö³ÿ ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà ìàº âèãëÿä  

 21 1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2 2ik ik ik ki kk ik ikW λ= µ + α γ γ + µ − α γ γ + γ + λ + ε Γ Γ +  

 2 31
2 1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
2 2 6 2ik ki kk kk ik ik kk

νβ+ λ − ε Γ Γ + Γ + γ + ν + δ γ γ γ +  

 2 1 3 2 3 2
1 1 1( ) (2 ) (2 )
2 3 3ik ki kk ik km mi ik km im+ ν − δ γ γ γ + ν + δ γ γ γ + ν − δ γ γ γ +  

 2
1 2 3kk mm ik ki mm ik ik mm+ σ Γ γ + σ Γ Γ γ + σ Γ Γ γ( ) . (21) 

Òóò ,  λ µ  º ïðóæíèìè ñòàëèìè Ëÿìå; 1 2 3, ,ν ν ν  º ïðóæíèìè ñòàëèìè 

Ìåðíà´àíà; , , ,α β γ ε  º ë³í³éíèìè ñòàëèìè ì³êðîïîëÿðíîãî ñåðåäîâèùà; 

1 2 1 2 3, , , ,δ δ σ σ σ  º íåë³í³éíèìè ñòàëèìè ì³êðîïîëÿðíîãî ñåðåäîâèùà.  

3°. Ìîäèô³êàö³ÿ äëÿ ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà [10]. Ïåðåõ³ä äî ïñåâ-
äîêîíòèíyóìà Êîññåðà ïåðåäáà÷àº ïîäàëüøå çìåíøåííÿ íåçàëåæíèõ ê³íå-
ìàòè÷íèõ âåëè÷èí – òóò ïîòð³áåí ëèøå êëàñè÷íèé âåêòîð ìàêðîçì³ùåíü. 
Âåêòîðè ìàêðîîáåðòàííÿ ³ ì³êðîîáåðòàííÿ ñï³âïàäàþòü, m mR = Ψ =  

,(1/2) mik i ku=   – îáåðòàííÿ â öüîìó êîíòèíóóì³ º îáìåæåíèì. Îäíàê ïñåâäî-



96 

êîíòèíóóì çáåð³ã ìîìåíòí³ íàïðóæåííÿ òà íåñèìåòðè÷í³ñòü ñèëîâèõ íàïðó-
æåíü, à òàêîæ çáåð³ã óñ³ ñòàë³ ì³êðîïîëÿðíîãî ñåðåäîâèùà. Ìîäèô³êàö³ÿ 
ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà çàïèñóºòüñÿ ëèøå ÷åðåç âåêòîð ìàêðîçì³ùåíü 

 2(1/2)( ) (1/2)( ) ( /2)( ) (1/2)( )ik ik ik ki kk ik ikW = µ + α ε ε + µ − α ε ε + λ ε + λ + ε Γ Γ +  

 ( ) 2 3
1(1/2) ( /2)( ) (1/2) ( /3)( )ik ki kk kk+ λ − ε Γ Γ + β Γ + ν ε +[  

 2 1 2 1 3 2( ) ( ) (2/3)(2 )ik ik kk ik ki kk ik km mi+ ν + δ ε ε ε + ν − δ ε ε ε + ν + δ ε ε ε +]  

 2
3 2 1 2(1/3)(2 ) ( )ik km im kk mm ik ki mm+ ν − δ ε ε ε + σ Γ ε + σ Γ Γ ε +  

 3 ik ik mm+ σ Γ Γ ε . (22) 

Òåíçîðè ìàêðîäåôîðìàö³é ³ ìàêðîîáåðòàííÿ ââàæàþòüñÿ íåë³í³éíèìè, àëå 
òðàäèö³éíî îñòàíí³é ïèøóòü ó ë³í³éíîìó âàð³àíò³. Òîìó òåíçîð çãèíó-
êðó÷åííÿ çàïèñóºòüñÿ ÿê ,(1/2)ik kmn m niuΓ =  . 

4°. Ìîäèô³êàö³ÿ äëÿ ´ðàä³ºíòíîãî êîíòèíóóìà Ëåðó [10]. Êîíòèíóóì 

Ëåðó âèêîðèñòîâóº äëÿ îïèñó äåôîðìóâàííÿ òåíçîð ìàêðîäåôîðìàö³é ikε =   

, , , ,(1/2)( )i k k i m i m ku u u u= + +  ³ òåíçîð ì³êðîäèñòîðñ³é ,ikm i kmu= −æ . Ìîäè-

ô³êàö³ÿ ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà äëÿ êîíòèíóóìà Ëåðó º òàêîþ: 

 2 2(1/2) ( ) 2 ( )ik ik ii ikm ikm ikm kimW M= µε ε + λ ε + µ + ν +æ æ æ æ  

 3(1/3) (1/3) ( )ik mk im ik ki mm mmA B C+ ε ε ε + ε ε ε + ε +  

 4 2 2( ) ( ) ( )mm ik mk mi nn ik ki nn ik kiD G H J+ ε + ε ε ε ε + ε ε ε + ε ε . (23) 

Ñë³ä âêàçàòè íà ïåâíó ïîä³áí³ñòü ìîäèô³êàö³é Ãóçÿ ³ Ëåðó. Ó (23) ë³í³é-
íà òà íåë³í³éíà ÷àñòèíè ðîçä³ëåí³ â òîìó ðîçóì³íí³, ùî ë³í³éíà ÷àñòèíà âðà-
õîâóº ìîìåíòí³ñòü äåôîðìóâàííÿ, òîä³ ÿê íåë³í³éíà íåõòóº íåþ ÿê òàêîþ, 
ùî íå âïëèâàº íà íåë³í³éí³ ïðîöåñè. ²íøîþ îñîáëèâ³ñòþ çîáðàæåííÿ (23) º 
òå, ùî âîíî âêëþ÷àº ïîòåíö³àë Ìåðíà´àíà ÿê ñêëàäîâó ³, ïî ñóò³, º âæå 
ïîòåíö³àëîì á³ëüø âèñîêîãî ïîðÿäêó. 

5°. Ìîäèô³êàö³ÿ äëÿ äâîêîíòèíóàëüíî¿ ñóì³ø³ [17, 37–39]. Îñíîâíà 
êîíöåïö³ÿ ó ïîáóäîâ³ äâîêîíòèíóàëüíî¿ ñóì³ø³ ïîëÿãàº â ïðèïóùåíí³, ùî 
ñóì³ø ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ âçàºìîïðîíèêíèõ ³ âçàºìîä³þ÷èõ êîíòèíóóì³â. 
Ê³íåìàòè÷íà êàðòèíà ïðîöåñó äåôîðìóâàííÿ îïèñóºòüñÿ äâîìà 

ïàðö³àëüíèìè âåêòîðàìè äåôîðìàö³é ( ) , 1,2α α =u . Â³äïîâ³äíî â ö³é òåîð³¿ 

ïðèñóòí³ äâà ïàðö³àëüí³ òåíçîðè ìàêðîäåôîðìàö³é ( )
ik
αε . Ñóì³ø ó ö³ëîìó ³ ¿¿ 

âíóòð³øíÿ åíåðã³ÿ îïèñóþòüñÿ äâîìà òèïàìè ê³íåìàòè÷íèõ ïàðàìåòð³â – 

ïàðö³àëüíèìè òåíçîðàìè äåôîðìàö³é ( )
ik
αε  ³ âåêòîðîì â³äíîñíèõ çì³ùåíü 

(1) (2)= −v u u . Âêàæåìî òóò äâ³ ìîäèô³êàö³¿ ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà. Ïåðøà 
âðàõîâóº âçàºìíèé âïëèâ ïàðö³àëüíèõ äåôîðìàö³é ÿê äëÿ êâàäðàòè÷íî¿ 
÷àñòèíè, òàê ³ äëÿ êóá³÷íî¿: 

 (1) (2) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
3 3( , , ) 2 (1/2)ik ik k ik ik ik mm mm mmW v α α δ α α δ

α αε ε = µ ε + µ ε ε + λ ε + λ ε ε +( ) ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2 ( ) 3(1/3) (1/3)ik im km mm ik mmA B Cα α α α α α
α α α+ ε ε ε + ε ε + ε +( ) ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
3 3(1/3) 2ik im km mm ik ikA Bα δ δ δ δ α+ ε ε ε + ε ε ε +  

 ( ) ( ) 2 2 3
3 ( ) ( ) (1/3) ( )mm mm k kC v vα δ ′+ ε ε + β + β   (24) 

(ó ö³é òåîð³¿ çâè÷àéíî ëàòèíñüê³ ³íäåêñè ïðèéìàþòü çíà÷åííÿ 1÷3 ³ ãðåöüê³ 
³íäåêñè – 1, 2). Ïîòåíö³àë âêëþ÷àº ñ³ì ïðóæíèõ ñòàëèõ äðóãîãî ïîðÿäêó 

, ,k kλ µ β  òà äåñÿòü ïðóæíèõ ñòàëèõ òðåòüîãî ïîðÿäêó , , ,k k kA B C ′β .  
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²íøèé âàð³àíò ïîòåíö³àëó º òàêèì: 

 (1) (2) ( ) 2 ( ) ( ) ( ) 2 ( ) ( )
3 3( , , ) 2 (1/2)ik ik k ik ik ik mm mm mmW v α α δ α α δ

α αε ε = µ ε + µ ε ε + λ ε + λ ε ε +( ) ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 2(1/3) ik im km mm ikA Bα α α α α
α α+ ε ε ε + ε ε +( )  

 ( ) 3 2 3(1/3) ( ) (1/3) ( )mm k kC v vα
α

′+ ε + β + β( ) . (25) 

Ïåðåéäåìî òåïåð äî îñîáëèâîñò³ 5, ÿêó ðîçóì³òèìåìî ÿê ïîñë³äîâíå âè-
â÷åííÿ ñïî÷àòêó êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíèõ õâèëü, à ïîò³ì êóá³÷íî íåë³í³éíèõ. 

Îñîáëèâ³ñòü 5. Çâåðíåìîñÿ äî çãàäóâàíèõ ðàí³øå ï³îíåðñüêèõ ïóáë³êà-
ö³é, ïðèñâÿ÷åíèõ ïëîñêèì íåë³í³éíèì ïðóæíèì õâèëÿì. Âîíè áàçóþòüñÿ íà 
ïåâíîìó ñïðîùåíí³ ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà: 

 2 2
, , , , , ,

1 1 1
2 4 4m m i k k i i k m i m kW u u u A u u u = λ + µ + + µ + + 

 
( ) ( )  

 2
, , , , ,

1 1
2 12
( ) m m i k i k k m m iB u u Au u u+ λ + + +( )  

 3
, , , ,

1 1
2 3i k k i m m m mBu u u C u+ + ( ) . (26) 

Ïîòåíö³àë º âñå ùå íåë³í³éíèì ³ çáåð³ã ñèñòåìó ïîðÿäê³â íåë³í³éíîñòåé (â³ä 
2 äî 6). Îäíàê öÿ íåë³í³éí³ñòü òåïåð òðàíñôîðìóâàëàñÿ – ç íåë³í³éíîñò³ 
ùîäî òåíçîðà äåôîðìàö³é âîíà ïåðåòâîðèëàñÿ ó íåë³í³éí³ñòü ùîäî ´ðàä³ºí-
òà äåôîðìàö³é. 

Çàãàëüíà ñõåìà ïåðåõîäó â³ä ïîòåíö³àëó äî õâèëüîâèõ ð³âíÿíü ôàêòè÷-
íî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ êðîê³â: ñïî÷àòêó ñë³ä çàïèñàòè êîíñòèòóòèâí³ ð³âíÿí-
íÿ ³ äàë³ âèêîðèñòàòè ð³âíÿííÿ ðóõó. Â ðåçóëüòàò³ äëÿ êëàñè÷íîãî âèïàäêó 
áóäå îòðèìàíèé ÿêèéñü íåë³í³éíèé âàð³àíò êëàñè÷íèõ ð³âíÿíü Ëÿìå, à äëÿ 
ìîäèô³êàö³é – ïåâíå óçàãàëüíåííÿ òàêèõ âàð³àíò³â. Çîêðåìà, îäèí ç êëàñè÷-
íèõ çàïèñ³â º òàêèì: 

 , ,( )m m kk n mn mu u u Fρ − µ − λ + µ = . (27) 

Ñïðàâà ç³áðàí³ âñ³ íåë³í³éí³ ÷ëåíè 

 , , , , , ,(1/4) 2i l kk l i l kk i l i lk l kF A u u u u u u= µ + + + +( )[ ]  

 , , , , , ,(1/4) ( )l ik l k k lk i l i kk l lA B u u u u B u u+ λ + µ + + + + λ + +( )[ ]  

 , , , , , ,( 2 ) (1/4)k ik l l k lk l i l ik k lB C u u A B u u u u+ + + + +( )[ ] . (28) 

Ïåðøèìè çàâæäè âèâ÷àþòüñÿ ïëîñê³ õâèë³. Çâè÷àéíèé øëÿõ â³ä ð³âíÿíü 
Ëÿìå äî õâèëüîâèõ ð³âíÿíü äëÿ ïëîñêèõ õâèëü ïåðåäáà÷àº ââåäåííÿ òåí-
çîðà Êð³ñòîôôåëÿ ³ îòðèìàííÿ ð³âíÿíü Êð³ñòîôôåëÿ. Íàãàäàºìî, ùî äëÿ 
ë³í³éíî¿ òåîð³¿ ö³ ð³âíÿííÿ º òàêèìè: 

 1 1,11 2 2,11 3 3,11( 2 ) 0,     0,     0u u u u u uρ − λ + µ = ρ − µ = ρ − µ =   . (29) 

ßê â³äîìî, ïåðøå ð³âíÿííÿ îïèñóº P-õâèë³, äðóãå òà òðåòº – â³äïîâ³äíî SH-
õâèë³ òà SV-õâèë³ [2, 8, 13, 17, 27, 49]. 

Äëÿ âèïàäêó ïîòåíö³àëó (26), ÿêèé º êóá³÷íî íåë³í³éíèì ùîäî ´ðàä³ºíòà 
äåôîðìàö³é, ³ ð³âíÿíü (27), ÿê³ º êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíèìè ùîäî çì³ùåíü, 
ð³âíÿííÿ (27) òðàíñôîðìóþòüñÿ ó êâàäðàòè÷íî íåë³í³éí³, çáåð³ãàþ÷è ïðè 
öüîìó ë³í³éí³ ð³âíÿííÿ (29) ÿê ñêëàäîâó ÷àñòèíó: 

 1, 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,1( 2 )ttu u N u u N u u u uρ − λ + µ = + +( ) , (30) 

 2, 2,11 2 2,11 1,1 1,11 2,1ttu u N u u u uρ − µ = +( ) , (31) 

 3, 3,11 2 3,11 1,1 1,11 3,1ttu u N u u u uρ − µ = +( ) , (32) 

 1 23 ( 2 ) 2( 3 ) ,    2 (1/2)N A B C N A B= λ + µ + + + = λ + µ + +[ ] . 
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Ñàìå ð³âíÿííÿ (30)–(32) ³ ïîä³áí³ äî íèõ (ç òèì ñàìèì ïîðÿäêîì íåë³í³é-
íîñò³) âèâ÷àëèñÿ äîâãèé ÷àñ ó íåë³í³éí³é àêóñòèö³ [1, 3–5, 7, 10, 11, 17, 18, 
25, 26, 35, 48], à çãîäîì – ó ìåõàí³ö³ [10, 17]. 

Ïîâåðíåìîñÿ äî âèðàç³â (19) ³ (26) ³ çàóâàæèìî, ùî (26) º äóæå âêîðî-
÷åíîþ ôîðìîþ (19). ×åðåç íåë³í³éí³ñòü òåíçîðà äåôîðìàö³é ¥ð³íà çàïèñ ïî-
òåíö³àëó (19) âêëþ÷àº ÷ëåíè äðóãîãî òà òðåòüîãî ïîðÿäêó (ò³ëüêè âîíè ³ çáå-
ðåæåí³ â (26)), àëå òàêîæ ÷åòâåðòîãî, ï’ÿòîãî ³ øîñòîãî. ßê íàñë³äîê öüîãî 
ïîòåíö³àë ó çàïèñ³ ÷åðåç ´ðàä³ºíò âêëþ÷àº ÷ëåíè, ÿê³ ñïðè÷èíÿþòü íàÿâ-
í³ñòü ó õâèëüîâèõ ð³âíÿííÿõ íå ò³ëüêè êâàäðàòè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³, àëå êóá³÷-
íî¿ ³ äâîõ íàñòóïíèõ (÷åòâåðòîãî òà ï’ÿòîãî ñòåïåí³â). Ïîâíèé çàïèñ ïîòåí-
ö³àëó º òàêèì: 

 2 2
, , , , , ,

1 1 1
2 4 4m m i k k i i k m k m iW u u u A u u u = λ + µ + + µ + + 

 
( ) ( )  

 2
, , , , , , , ,

1 1 1
2 12 2
( ) m m i k i k k m m i i k k i m mB u u Au u u Bu u u+ λ + + + +( )  

 3 4 2
, , , , ,

1 1 1
3 4 8

1
4m m n m n i n k i kC u u u u A u+ + λ + µ + +( ) ( ) ( ) ([  

 , , , , , , , , , , ,k i i m m i s k s m i k k i k m m k s i s mu u u u u u u u u u u+ + + + + +)( ) ( )( )  

 , , , , , , ,
1
2i m m i k m m k s i s k i ku u u u u u B u+ + + + +( )( ) ([  

 , , , , , , , , , ,
1
2k i n i n k m m i k k i i k i k n m n mu u u u u u u u u u+ + + +) ( ) ]  

 2 2
, , , , , , , ,

3 1
2 24m m n m i k k i s i s m l k l mC u u A u u u u u u+ + + +( ) ( ) ( )( )( )[  

 , , , , , ,i m m i n i n k l k l mu u u u u u+ + +( )( )( )  

 , , , , , ,k m m k n i n k s i s ku u u u u u+ + +( )( )( )]  

 2 2
, , , , , , , ,

1
4 n i n k m m i k k i n i n k s mB u u u u u u u u+ + + +( ) ( ) ( )[ ]  

 4
, , , , , , , ,

1 1
12 24m m n m n i n k s i s m l k l mCu u A u u u u u u+ + +( ) ( )( )( )  

 2 2 6
, , , ,

1 1
8 24n i n k s m n mB u u u C u+ +( ) ( ) ( ) . 

ßêùî âðàõóâàòè ùå îäíó (íàñòóïíó ï³ñëÿ (26)) íåë³í³éí³ñòü, òî ïîòåíö³àë 
ïîðîäæóâàòèìå ÿê êâàäðàòè÷íó, òàê ³ êóá³÷íó íåë³í³éíîñò³ é ìàòèìå âèãëÿä  

 2 2
, , , , , ,

1
2

1 1
4 4m m i k k i i k m k m iW u u u A u u u = λ + µ + µ + + 

 
+( ) ( )  

 2
, , , , , , , ,

1 1 1
2 12 2
( ) m m i k i k k m m i i k k i m mB u u Au u u Bu u u+ λ + + + +( )  

 3 4 2
, , , , ,

1 1 1
3 4 4

1
8m m n m n i n k i kC u u u u A u+ + λ + µ + +( ) ( ) ( ) ([  

 , , , , , , , , , , ,k i i m m i s k s m i k k i k m m k s i s mu u u u u u u u u u u+ + + + + +)( ) ( )( )  

 , , , , , , , , , , ,
1
2i m m i k m m k s i s k i k k i n i n k m mu u u u u u B u u u u u+ + + + + +( )( ) ( )] [  

 2 2
, , , , , , , ,

1 3
2 2i k k i i k i k n m n m m m n mu u u u u u C u u+ + +( ) ( ) ( )] . (33) 
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Õâèëüîâ³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ âðàõîâóþòü êâàäðàòè÷íó òà êóá³÷íó íåë³í³éíîñò³ 
îäíî÷àñíî, ìàòèìóòü âèãëÿä 

 1, 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,12ttu u N u u N u u u uρ − λ + µ = + + +( ) ( )  

 2
3 1,11 1,1 4 2,11 2,1 1,1 3,11 3,1 1,1N u u N u u u u u u+ + +( ) ( ) , (34) 

 2, 2,11 2 2,11 1,1 1,11 2,1ttu u N u u u uρ − µ = + +( )  

 2 2 2
4 2,11 2,1 5 2,11 1,1 6 2,11 3,1N u u N u u N u u+ + +( ) ( ) ( ) , (35) 

  3, 3,11 2 3,11 1,1 1,11 3,1ttu u N u u u uρ − µ = + +( )  

 2 2 2
4 3,11 3,1 5 3,11 1,1 6 3,11 2,1N u u N u u N u u+ + +( ) ( ) ( ) ,  (36) 

 3 4(3/2)( 2 ) 6( 3 ),    (1/2) 2( 2 ) 5 14 4N A B C N A B C= λ + µ + + + = λ + µ + + +[ ] , 

 5 6(3/2)( 2 2 ),            3 10 4N A B N A B C= λ + µ + + = + + . 

Çàïèøåìî íåë³í³éí³ õâèëüîâ³ ð³âíÿííÿ, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ð³çíèì ìîäè-
ô³êàö³ÿì ïîòåíö³àëó Ìåðíà´àíà. 

Òåîð³ÿ íåñèìåòðè÷íî¿ ïðóæíîñò³ (òåîð³ÿ Êîññåðà): 

 2 3( ) grad div 2 rotρ − λ + µ + µ∆ − α = +u u u F F  , (37) 

 2 3( 2 ) grad div ( ) 2 rot 4I − β + γ + γ + ε ∆ − α + α = +u G G    ,  (38) 

äå ikσ  º êîìïîíåíòàìè ñèëîâîãî òåíçîðà íàïðóæåíü; ôóíêö³¿ 2F  ³ 3F  ì³ñ-

òÿòü êâàäðàòè÷íî òà êóá³÷íî íåë³í³éí³ ÷ëåíè â³äïîâ³äíî. Çîêðåìà, ïîøèðåí-
íÿ ïëîñêèõ ïîçäîâæí³õ õâèëü îïèñóºòüñÿ ñèñòåìîþ ð³âíÿíü  

 2 2 2
, , 1 0 , ,( 2 ) 2 ( ) 0xx x x xu u g uρ − λ + µ − + δ Ψ + σ Ψ = ( ) ( )[ ] , (39) 

 ( ) , 1 , 0 , , ,2 4 4 2 0xx x x x xI u uΨ − β + γ Ψ + αΨ + δ Ψ − σ Ψ =( ) , (40) 

 0 1 2 3 1 2 3,            (1/2) 3 4gσ = σ + σ + σ = ν + ν + ν . 

Òåîð³ÿ ïñåâäîêîíòèíóóìà Êîññåðà. Ó öüîìó âèïàäêó ñèñòåìà (37), (38) 
ç äâîõ âåêòîðíèõ ð³âíÿíü òðàíñôîðìóºòüñÿ ó ñèñòåìó ç îäíîãî âåêòîðíîãî 
ð³âíÿííÿ 

 2 3(1/4) ( ) grad div ( )Iρ + ∆ − λ + µ + µ∆ − γ + ε ∆∆ = +u u u u u F F  . (41) 

¥ðàä³ºíòíà òåîð³ÿ Ëåðó: 

 2
, , , , , 2 3( )i k ki i nn i nn p pi mm i iu u u M u u F Fρ − λ + µ − µ + µ − = + ( ) , (42) 

 2 , , , , , ,(1/4) 2 (1/4)i l kk l i l kk i l i lk l kF A u u u u u u A= µ + + + + λ + µ + +[ ] [( )  

 , , , , , , , ,( ) ( )l ik l k k lk i l i kk l l i kk l lB u u u u B u u B u u+ + + λ + + λ + +]( )  

 , , , , , ,( 2 ) (1 4) ( )k ik l l k lk l i l ik k lB C u u A B u u u u+ + + + +[ ] . (43) 

Çàïèñ âèðàçó äëÿ êóá³÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ çàéìàº 13 ðÿäê³â. 

Òåîð³ÿ äâîôàçíî¿ ñóì³ø³: 

 ( ) ( ) ( ) ( )
, 3 , ,( )i i kk i kk k kiu u u uα α δ α

αα α α αρ − µ − µ − λ + µ −  

 ( ) ( ) ( ) ( )
3 3 ,( ) k ki i i iu u u Fδ α δ α− λ + µ − β − =( ) .  (44) 

Ó âèðàç³ äëÿ ( )
iF α  ç³áðàíî âñ³ íåë³í³éí³ ÷ëåíè. 
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Ïëîñê³ ïîëÿðèçîâàí³ êâàäðàòè÷íî íåë³í³éí³ õâèë³ îïèñóþòüñÿ ñèñòåìîþ 
õâèëüîâèõ ð³âíÿíü 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1,11 3 3 1,11 1 1( 2 ) ( 2 ) ( )u u u u uα α δ α δ

αα α αρ − λ + µ − λ + µ − β − =  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,1N u u N u u u uα α α α α α α α= + +( ) , (45) 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,11 3 ,11m m m m mu u u u uα α δ α δ

αα αρ − µ − µ − β − = ( )  

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 ,11 1,1 1,11 ,1 ,            2,3m mN u u u u mα α α α α= + =( ) .  (46) 

Óñ³ âêàçàí³ ìîäèô³êàö³¿ õâèëüîâèõ ð³âíÿíü âèâ÷àëè, ãîëîâíèì ÷èíîì, 
äëÿ âèïàäêó êâàäðàòè÷íî¿ íåë³í³éíîñò³. Êóá³÷íó íåë³í³éí³ñòü ïî÷àëè âèâ÷à-
òè ïîð³âíÿíî íåäàâíî [10, 19, 20, 40–47]. Íåóâàãà äî êóá³÷íî¿ íåë³í³éíîñò³ â 
ìåõàí³ö³ ïîÿñíþºòüñÿ òèì, ùî áàãàòî ìåõàí³÷íèõ ÿâèù ìîæóòü áóòè âèâ÷å-
í³ íà îñíîâ³ êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü. Öå íå âñþäè òàê, çîêðåìà â 
îïòèö³ º ìîäåë³, â ÿêèõ êâàäðàòè÷íà íåë³í³éí³ñòü «çàáîðîíåíà» ³ âèâ÷åííÿ 
õâèëü ïî÷èíàþòü â³äðàçó ç êóá³÷íî íåë³í³éíèõ ñèñòåì. 

Çíàííÿ ð³çíèõ ìîäèô³êàö³é õâèëüîâèõ ð³âíÿíü º âàæëèâèì ôàêòîì, 
îäíàê íå ìåíø âàæëèâèìè º ñïîñîáè çíàõîäæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â öèõ ð³âíÿíü. 
Òóò âèíèêàº íåîáõ³äí³ñòü ñôîðìóëþâàòè íàñòóïíó îñîáëèâ³ñòü òåîð³¿ 
ïðóæíèõ íåë³í³éíèõ õâèëü. Îñîáëèâ³ñòü 6 ïîëÿãàº ó òîìó, ùî îñê³ëüêè 
òåîð³ÿ ïðóæíèõ õâèëü áóëà ñòâîðåíà ï³çí³øå â³ä íåë³í³éíèõ õâèëüîâèõ 
òåîð³é â ³íøèõ ðîçä³ëàõ ô³çèêè, òî â í³é ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
íå ðîçðîáëÿëè, à âèêîðèñòîâóâàëè âæå â³äîì³ ìåòîäè.  

Îñîáëèâ³ñòü 6. Ïðîêîìåíòóºìî êîðîòêî ö³ ìåòîäè. Äî íèõ ìè â³äíîñè-
ìî ìåòîäè ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü [10, 11, 16, 17], ïîâ³ëüíî çì³ííèõ àìïë³-
òóä [10–12, 16, 17] òà çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó âåéâëåòàìè [6, 9, 21, 28, 29, 31, 
44]. Çàóâàæèìî, ùî äåÿê³ ðîçâèíåí³ â çàãàëüí³é òåîð³¿ íåë³í³éíèõ õâèëü ìå-
òîäè íå çíàéøëè çàñòîñóâàííÿ â òåîð³¿ ïðóæíèõ õâèëü. ßê ïðèêëàä ìîæíà 
âêàçàòè çàïðîïîíîâàíèé ùå Êåëüâ³íîì ìåòîä ñòàö³îíàðíî¿ ôàçè [49]. 

Ìåòîä ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü. Ó öüîìó ìåòîä³, ïåðø çà âñå, òðåáà 
ââåñòè ìàëèé ïàðàìåòð ε . Äàë³ íåâ³äîìó ôóíêö³þ (äëÿ õâèëü çì³ùåííÿ öå 

( , )x tu ) ïîäàþòü ó âèãëÿä³ ðÿäó 

 (0) (1) 2 (2( , ) ( , ) ( , ) ( , )x t x t x t x t= + ε + ε +u u u u  . 

Ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ õâèëüîâîãî ð³âíÿííÿ ³ç ç³áðàíèìè ðàçîì íåë³í³éíîñòÿìè 
òåæ ïîñòóïàþòü àíàëîã³÷íî: 

 (1) 2 (2)= ε + ε +F F F  . 

Äàë³ ö³ ïîäàííÿ ï³äñòàâëÿþòü ó íåë³í³éíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ. Ðîçãëÿíåìî 
ïðîöåäóðó íà ïðèêëàä³ êâàäðàòè÷íî íåë³í³éíîãî ð³âíÿííÿ äëÿ ïîçäîâæí³õ 
õâèëü 

 2 2 2
1 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,1( ) ( ) ( )P P Pu c u c u u c u u u u− = α + α + ( ) , (47) 

 2( ) ( 2 )/ ,        /( 2 )P k kc N= λ + µ ρ α = λ + µ . 

Ð³âíÿííÿ äëÿ ïåðøèõ òðüîõ íàáëèæåíü º òàêèìè: 

 (0) 2 (0)
1 1,11( ) 0Pu c u− = , 

 (1) 2 (1) 2 (0) (0) 2 (0) (0) (0) (0)
1 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,1( ) ( ) ( )P P Pu c u c u u c u u u u− = α + α + ( ) , 

 (2) 2 (2) 2 (1) (1) 2 (1) (1) (1) (1)
1 1,11 1 1,11 1,1 2 2,11 2,1 3,11 3,1( ) ( ) ( )P P Pu c u c u u c u u u u− = α + α + ( ) . 
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ßêùî ðîçãëÿäàòè òàê çâàíó ïåðøó ñòàíäàðòíó ïðîáëåìó (êîëè íà âõîä³ 
ó ñåðåäîâèùå çàäàºòüñÿ ëèøå ãàðìîí³÷íà ïîçäîâæíÿ õâèëÿ), òî â³äïîâ³äí³ 
ðîçâ’ÿçêè ìàþòü âèãëÿä 

 (0)
1 1(0)( , ) cos ( ),               ( / ) Pu x t u kx t k c= − ω ω = ,  (48) 

 (1) 2 2
1 1 1(0)( , ) /8( 2 ) cos 2( )u x t N u k x kx t= λ + µ − ω( )[ ] . (49) 

Ìåòîä øèðîêî çàñòîñîâóâàëè ç ñàìîãî ïî÷àòêó ðîçâèòêó òåîð³¿ íåë³í³é-
íèõ ïðóæíèõ õâèëü; ìîæíà ñêàçàòè, ùî â³í º íàéá³ëüø óæèâàíèì ó ö³é 
òåîð³¿, ³ ïåðåâàæíà á³ëüø³ñòü ðåçóëüòàò³â îòðèìàíà â ðàìêàõ öüîãî ìåòîäó. 

Ìåòîä ïîâ³ëüíî çì³ííèõ àìïë³òóä. ²íøà íàçâà öüîãî ìåòîäó – ìåòîä 
Âàí äåð Ïîëÿ. Çàïðîïîíîâàíèé â³í áóâ äëÿ àíàë³çó íåë³í³éíèõ êîëèâàëüíèõ 
ñèñòåì, à äî òåîð³¿ ïðóæíèõ õâèëü çàïîçè÷åíèé ç îïòèêè òà ðàä³îô³çèêè. 
Äëÿ çàñòîñóâàííÿ öüîãî ìåòîäó ïîâèíåí áóòè â³äîìèì ë³í³éíèé ðîçâ’ÿçîê ó 
âèãëÿä³ ãàðìîí³÷íî¿ õâèë³, ³ òîä³ íåë³í³éíèé ðîçâ’ÿçîê øóêàþòü ó âèãëÿä³ 
(íàäàë³ äëÿ âèçíà÷åíîñò³ ðîçãëÿäàºìî ïîçäîâæíþ õâèëþ) 

 1( )
1 1( , ) ( ) i k x tu x t A x e −ω=  

àáî 

 1( )
1 1 1 1 1( , ) Re ( ) ( ) cos ( )i k x tu x t A x e a x k x t x−ω= = − ω + ϕ{ } [ ] . (50) 

Àìïë³òóäà â (50) ïîâèííà, çà çàäóìîì, áóòè ïîâ³ëüíî çì³ííîþ, òîáòî ïðàê-
òè÷íî íå ïîâèííà çì³íþâàòèñÿ, ïðîõîäÿ÷è â³äñòàíü, ùî äîð³âíþº îäí³é 
äîâæèí³ õâèë³.  

Äàë³ ðîçãëÿäàþòü çàäà÷ó ïðî âçàºìîä³þ ïåâíî¿ ñê³í÷åííî¿ ê³ëüêîñò³ 
õâèëü (çâè÷àéíî, äâîõ-÷îòèðüîõ) ³ ïðèïóñêàþòü, ùî ðîçâ’ÿçîê º ñóïåðïîçè-
ö³ºþ ðîçâ’ÿçê³â (50): 

 1 1 1
1

( , ) ( ) ,              m
M

i
m m m m

m

u x t A x e k x tσ

=

= σ = − ω∑ . 

Öåé ðîçâ’ÿçîê ï³äñòàâëÿþòü ó íåë³í³éíå õâèëüîâå ð³âíÿííÿ, ÿêå, ÿê ïðàâèëî, 
º ð³âíÿííÿì äðóãîãî àáî âèùîãî ïîðÿäêó ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè. Çà 
ïåâíèì ïðàâèëîì îòðèìóþòü òàê çâàíå «âêîðî÷åíå» ð³âíÿííÿ, ÿêå âæå º 
çâè÷àéíèì äèôåðåíö³àëüíèì ð³âíÿííÿì ïåðøîãî ïîðÿäêó: 

 
( )21

1 1 ,1 1 1 1 1
1 1 1

2( 2 )
n pm

M M M
ii

m m n p n p
m n p

N
k A e k k A A e

ϕ +ϕϕ

= = =

= −
λ + µ∑ ∑ ∑( ) .  (51) 

Íàñòóïíèì êðîêîì ïðèéìàþòü ïðèïóùåííÿ ïðî óçãîäæåí³ñòü ÷àñòîò 
õâèëü-ó÷àñíèöü 1 2 3ω ± ω = ω  ³ â ðåçóëüòàò³ «âêîðî÷åíå» ð³âíÿííÿ ðîçïàäà-
ºòüñÿ íà ñèñòåìó åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü: 

 13 12 11( )
11 ,1 1 12 13

i k k k xA A A e − −= σ( ) , 

 13 12 11( )
12 ,1 2 11 13

i k k k xA A A e − −= σ( ) , 

 13 12 11( )
13 ,1 3 11 12

i k k k xA A A e − −= σ( ) , (52) 

 1 1 13 1 13 1 11 12

1

( )
,       ,        3

2( 2 ) 2( 2 )
N k k k k N k k

k
δ δ

α α
α

+
σ = − σ = − α + δ =

λ + µ λ + µ
. 

Ñèñòåìó (52) àíàë³çóþòü çà óìîâè óçãîäæåíîñò³ õâèëüîâèõ ÷èñåë 

11 12 13 .k k k± =  
Âèâ÷åííÿ åâîëþö³éíèõ ð³âíÿíü ñêëàäàº îêðåìó ïðîáëåìó. Ñë³ä ñêàçàòè, 

ùî ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ ìåòîäàìè ïîñë³äîâíèõ íàáëèæåíü ³ ìåòîäîì 
ïîâ³ëüíî çì³ííèõ àìïë³òóä, äîïîâíþþòü îäèí îäíîãî [36–38, 45, 46]. 
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Ìåòîä, ùî ´ðóíòóºòüñÿ íà âåéâëåò-àíàë³ç³. Âåéâëåò-àíàë³ç º ìàëî 
â³äîìèì ó ìåõàí³ö³ ìàòåð³àë³â. Â³í çàïî÷àòêîâàíèé ó 80-õ ðîêàõ 20-ãî ñòî-
ë³òòÿ ³ ìåíø í³æ çà 20 ðîê³â ñôîðìóâàâñÿ ÿê òåîð³ÿ âåéâëåò³â [6, 9, 21, 28, 
29, 31, 44]. Öÿ òåîð³ÿ îòðèìàëà åêñòðàîðäèíàðíèé ðîçâèòîê ó ñâ³òîâ³é íà-
óêîâ³é ë³òåðàòóð³ ç ÷èñòî¿ òà ïðèêëàäíî¿ ìàòåìàòèêè. Ç ôîðìàëüíî¿ ìàòå-
ìàòè÷íî¿ òî÷êè çîðó âåéâëåò-àíàë³ç º ïåâíèì ðîçâèòêîì Ôóð’º-àíàë³çó â 
óñ³õ éîãî ôîðìàõ (íåïåðåðâí³é, äèñêðåòí³é, ³íòåãðàëüí³é). Ñïåö³àëüíî äëÿ 
äèíàì³÷íèõ çàäà÷ ô³çèêè çàïðîïîíîâàíî ãðóïó ô³çè÷íèõ âåéâëåò³â. Äî íèõ 
â³äíîñÿòü åëåêòðîìàãí³òí³ òà àêóñòè÷í³ (Êàéçåð), ãàðìîí³÷í³ (Íüþëàíä) ³ 
ïðóæí³ (Ðóùèöüêèé, Êàòòàí³). 

Îäí³ºþ ³ç ñ³ìåé ïðóæíèõ âåéâëåò³â º ñ³ì’ÿ, ìàòåðèíñüêèé âåéâëåò 
ÿêîãî ìàº íàçâó ìåêñ³êàíñüêèé êàïåëþõ: 

 
21/4 2 /2( ) 2/ 3 (1 ) xx x e− −ψ = π −( ) . (53)  

Çãàäàíà ñ³ì’ÿ, ÿê ³ âñ³ ³íø³ â òåîð³¿ âåéâëåò³â, óòâîðþºòüñÿ ç (53) îïå-

ðàö³ÿìè ìàñøòàáóâàííÿ ³ òðàíñëÿö³¿ /2
, ( ) 2 (2 /2)j j

j k x x kψ = ψ − . Íàáëèæåíå 

ïîäàííÿ ôóíêö³¿ çà äîïîìîãîþ âåéâëåò³â íà ñê³í÷åíí³é ê³ëüêîñò³ ìàñøòàá³â 
â³ä 0j  äî 00j ) ìàº âèãëÿä 

 
00

0

, , , ,( ) (1/ ) ( ),     ( ) ( )
j

j k j k j k j k
j j k Z

f x A d x d f x x dx
∞

= ∈ −∞

≈ ψ = ψ∑ ∑ ∫ . (54)  

Äëÿ ïðèêëàäó ïîêàæåìî äåÿê³ ðå-
çóëüòàòè çàñòîñóâàííÿ âåéâëåò³â ìåê-
ñ³êàíñüêèé êàïåëþõ ó çàäà÷³ ïðî åâî-
ëþö³þ ïî÷àòêîâîãî ïðîô³ëþ ïîîäèíîêî¿ 
ïîçäîâæíüî¿ õâèë³ â ìàòåð³àë³ ç âíóò-
ð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ ó ðàìêàõ ìîäåë³ 
äâîôàçíî¿ ïðóæíî¿ ñóì³ø³. Ïîêàçàí³ òðè 
ðèñóíêè º ÷àñòèíîþ âèêîíàíîãî êîìï’þ-
òåðíîãî ìîäåëþâàííÿ âïëèâó ðîçì³ðó 
ï³äîøâè ïîîäèíîêî¿ õâèë³ äëÿ ðåàëüíîãî 
êîìïîçèòíîãî ìàòåð³àëó ç â³äîìîþ âíóò-
ð³øíüîþ ñòðóêòóðîþ íà åâîëþö³þ ïî-
÷àòêîâîãî ïðîô³ëþ ó âèãëÿä³ ìåêñ³êàí-
ñüêîãî êàïåëþõà.  

Íà ðèñ. 1 ðîçì³ð ï³äîøâè ïåðåâèùóº õàðàêòåðíèé ðîçì³ð ñòðóêòóðè ó 
100 ðàç³â, íà ðèñ. 2 – ó 50 ðàç³â ³ íà ðèñ. 3 – ó 10 ðàç³â. 
 

  

 Рис. 2  Рис. 3 

Âèãëÿä ðèñóíê³â ñâ³ä÷èòü ïðî åôåêòèâí³ñòü çàñòîñîâàíîãî ï³äõîäó (ó ïî-
ïåðåäí³õ ï³äõîäàõ â îêîë³ òî÷êè ïåðåãèíó ïðîô³ëþ áóëî ïðîâàëëÿ). 
 

 
 

Рис. 1 
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ОСОБЕННОСТИ РАЗВИТИЯ ТЕОРИИ УПРУГИХ НЕЛИНЕЙНЫХ ВОЛН 
 
Ïðåäëàãàåòñÿ îïðåäåëåííûé âçãëÿä íà ðàçâèòèå òåîðèè óïðóãèõ íåëèíåéíûõ âîëí. 
Äëÿ èçëîæåíèÿ ïîçèöèè àâòîðà èçáðàí ïóòü, êîãäà àíàëèçèðóþòñÿ íåêîòîðûå 
êëþ÷åâûå îñîáåííîñòè òåîðèè: ñèñòåìàòè÷åñêîå èçó÷åíèå óïðóãèõ íåëèíåéíûõ 
âîëí áûëî íà÷àòî íå â íåëèíåéíîé ìåõàíèêå, à â íåëèíåéíîé àêóñòèêå; ðÿä 
îñíîâíûõ ïîíÿòèé òåîðèè íåëèíåéíûõ âîëí ïðèøåë â òåîðèþ óïðóãèõ âîëí èç 
äðóãèõ ðàçäåëîâ ôèçèêè; îñíîâíîå âíèìàíèå áûëî è åñòü ñîñðåäîòî÷åíî íà 
ãèïåðóïðóãèõ ìàòåðèàëàõ è ãëàâíûì èñòî÷íèêîì îñíîâíûõ óðàâíåíèé ÿâëÿåòñÿ 
óïðóãèé ïîòåíöèàë Ìåðíàãàíà; â ñâîþ î÷åðåäü, ïðàêòè÷åñêè âñå ìîäèôèêàöèè 
ýòîãî ïîòåíöèàë à ïðåäëîæåíû ñ öåëüþ ó÷åòà âëèÿíèÿ âíóòðåííåé ñòðóêòóðû 
ìàòåðèàëà; åñëè áàçîâûå óðàâíåíèÿ ñôîðìóëèðîâàíû â ìåõàíèêå, òî ìåòîäû 
èññëåäîâàíèÿ çàèìñòâîâàíû èç ðàçíûõ ðàçäåëîâ ôèçèêè – îïòèêè, ðàäèîôèçèêè è 
ôèçèêè ïëàçìû; ïîäîáíî èíûì ðàçäåëàì ôèçèêè, ñíà÷àëà èçó÷àëèñü êâàäðàòè÷íî 
íåëèíåéíûå âîëíû è òîëüêî ïîòîì êóáè÷åñêè íåëèíåéíûå.  
 
 FEATURES OF DEVELOPMENT OF THE THEORY OF ELASTIC NONLINEAR WAVES 
 
Certain view on development of the theory of elastic nonlinear waves is proposed. For 
explanation of author’s position, the way is chosen when some key features of the 
theory are analyzed: the systematic studying the elastic nonlinear elastic waves was 
initiated not in the nonlinear mechanics but in the nonlinear acoustics; a number of 
basic notions of the theory of nonlinear waves got to the theory of elastic waves from 
other sections of physics; the main attention was and is concentrated on hyperelastic 
materials and the main source of the basic equations is Murnaghan’s elastic potential; in 
turn, practically all modifications of this potential are proposed for taking into account 
the influence of material internal structure; if basic equations are formulated in 
mechanics, then research me   thods are adopted from different sections of physics – 
optics, radio physics and physics of plasma; just as in other sections of physics, firstly 
the quadratically nonlinear waves have been studied and only then the cubically 
nonlinear ones.  
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