
ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2003. – 46, ¹ 3. – Ñ. 61-73. 61 

ÓÄÊ 517.9 
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ПОБУДОВА ЗВ’ЯЗНОСТІ КАРТАНА ТА АСОЦІЙОВАНИХ НЕЛОКАЛЬНИХ 
СКІНЧЕННОВИМІРНИХ РЕДУКЦІЙ НА ІНТЕГРАЛЬНОМУ 
ДЖЕТ-ПІДМНОГОВИДІ ДЛЯ ІНВЕРСНОЇ МОДИФІКОВАНОЇ 
ДИНАМІЧНОЇ СИСТЕМИ КОРТЕВЕГА – ДЕ ФРІЗА  
 

Íà îñíîâ³ äèôåðåíö³àëüíî-ãåîìåòðè÷íî¿ òåîð³¿ Êàðòàíà ïîáóäîâàíî ñèñòåìó 
ð³âíÿíü ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ (çâ’ÿçíîñò³) íà ïðèºäíàíîìó ðîçøàðóâàíí³ 
äî äæåò-ï³äìíîãîâèäó äëÿ ³íâåðñíî¿ ìîäèô³êîâàíî¿ ñèñòåìè Êîðòåâåãà – äå 
Ôð³çà. Äîñë³äæåíî ³ºðàðõ³þ àñîö³éîâàíèõ ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ íåëîêàëüíèõ 
ðåäóêö³é ö³º¿ ñèñòåìè, âñòàíîâëåíî ¿õ ãàì³ëüòîíîâ³ñòü ³ ïîâíó ³íòåãðîâí³ñòü 
çà Ë³óâ³ëëåì. 

 
Âñòóï. ßê â³äîìî ç ðåçóëüòàò³â äîñë³äæåíü, ö³ëêîì ³íòåãðîâí³ ãàì³ëüòî-

íîâ³ ñèñòåìè íà ãëàäêèõ ôóíêö³îíàëüíèõ ìíîãîâèäàõ äîïóñêàþòü ó áàãàòüîõ 
âèïàäêàõ ñê³í÷åííîâèì³ðí³ ³íâàð³àíòí³ ñèìïëåêòè÷í³ ï³äìíîãîâèäè, ðåäóêö³ÿ 
íà ÿê³ º åêâ³âàëåíòíîþ ïåâíèì ö³ëêîì ³íòåãðîâíèì ãàì³ëüòîíîâèì ñèñòåìàì. 
Çîêðåìà, òàêó âëàñòèâ³ñòü ìàþòü ö³ëêîì ³íòåãðîâí³ çà Ëàêñîì ãàì³ëüòîíîâ³ 
ñèñòåìè íà ôóíêö³îíàëüíèõ ìíîãîâèäàõ. ¥ðóíòóþ÷èñü íà äèôåðåíö³àëüíî-
ãåîìåòðè÷í³é òåîð³¿ Êàðòàíà ³ñíóâàííÿ òàê çâàíèõ ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â, 
òðàíçèòèâíî ³íâàð³àíòíèõ â³äíîñíî ä³¿ ïåâíî¿ ãðóïè Ë³, ïîñòàëà çàäà÷à 
îïèñó ïåâíîãî êëàñó ³íòåãðîâíèõ çà Ëàêñîì äèíàì³÷íèõ ñèñòåì ÿê ïåâíèõ 
ãåîìåòðè÷íèõ îá’ºêò³â ó ñåíñ³ Êàðòàíà, ðåàë³çîâàíèõ çà äîïîìîãîþ ³íòåã-
ðàëüíîãî ï³äìíîãîâèäó äåÿêîãî ö³ëêîì ³íòåãðîâíîãî ³äåàëó â àëãåáð³ ¥ðàñ-
ìàíà äèôåðåíö³àëüíèõ ôîðì íà àñîö³éîâàíîìó ç äèíàì³÷íîþ ñèñòåìîþ 
äæåò-ï³äìíîãîâèä³. Ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ äàº ìîæëèâ³ñòü áóäóâàòè åôåê-
òèâíî ð³âíÿííÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåííÿ äëÿ àñîö³éîâàíî¿ çâ’ÿçíîñò³ íà 
â³äïîâ³äíîìó ãîëîâíîìó ðîçøàðóâàíí³ òà ³íòåðïðåòóâàòè ¿õ ÿê çîáðàæåííÿ 
òèïó Ëàêñà äëÿ âèõ³äíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè íà äæåò-ï³äìíîãîâèä³. Ó çà-
ñòîñóâàíí³ öèõ ðåçóëüòàò³â äî äèíàì³÷íî¿ ³íâåðñíî¿ ìîäèô³êîâàíî¿ ñèñòåìè 
Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà âñòàíîâëåíî ¿¿ íîâå íåñòàíäàðòíå ìàòðè÷íå çîáðà-
æåííÿ òèïó Ëàêñà, ÿêå äàëî ìîæëèâ³ñòü ïîáóäóâàòè íåñê³í÷åííó ³ºðàðõ³þ 
¿¿ ñê³í÷åííîâèì³ðíèõ ðåäóêö³é íà ñïåö³àëüí³ íåëîêàëüí³ ñê³í÷åííîâèì³ðí³ 
³íâàð³àíòí³ ï³äìíîãîâèäè òà äîâåñòè ¿õ ïîâíó ³íòåãðîâí³ñòü çà Ë³óâ³ëëåì. 
Ïåðåéäåìî äî äîñë³äæåííÿ òàêî¿ çàäà÷³. 

1. Ðîçãëÿíåìî ³íâåðñíó ìîäèô³êîâàíó ñèñòåìó Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà íà 

ôóíêö³îíàëüíîìó ìíîãîâèä³ 3( / 2 ; )M C∞∈ π   : 

 2 , ,
t

t t x

t

u v

w p u u v K u p v
v p

= 
 = = + = 
 = 

[ ] , (1) 

äå ( , , ) ;  w u p v M t += ∈ ∈   – åâîëþö³éíèé ïàðàìåòð; « » – ñèìâîë 
òðàíñïîíóâàííÿ. 

Ïîò³ê (1) íà M  ìîæíà ïåðåïèñàòè ÷åðåç ìíîæèíó 2-ôîðì α ⊂{ }  
2 2 3( ( ; ))J⊂ Λ    íà ïðèºäíàíîìó äæåò-ï³äìíîãîâèä³ 2 3( ; )J    òàêèì ÷èíîì: 

 (2) (0) (0)
1 : du dx v dx dtα = α = ∧ + ∧{ } { ; 

 (2) (0) (0) (0) 2 (0)
2 : ( )dp dx du dt u du dxα = ∧ + ∧ − ∧ ; 

 (2) (0) (0)
3 : :dv dx p dx dtα = ∧ + ∧  

 (0) (0) (0) 5 2 3( ,  ,  ,  ,  ) ( ; )x t u p v M J∈ ⊂   } , (2) 
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äå 5M  – äåÿêèé ñê³í÷åííîâèì³ðíèé ï³äìíîãîâèä 2 3( ; )J    ç ëîêàëüíèìè 

êîîðäèíàòàìè (0) (0) (0)( ,  ,  ,  ,  )x t u u p p v v= = = ; « ∧ » – ñèìâîë îïåðàö³¿ 

çîâí³øíüîãî ìíîæåííÿ â àëãåáð³ ¥ðàñìàíà ( )MΛ . Ìíîæèíà 2-ôîðì (2) 
ãåíåðóº ³äåàë ( ) ( )I Jα ⊂ Λ , ÿêèé º ³íòåãðîâíèì ç îãëÿäó íà éîãî çàìêíåí³ñòü, 

( ) ( )dI Iα ⊂ α , òîáòî 

 (2) (2) (2) (2) (2) (0) 2 (2)
1 3 2 3 2 1,    0,    ( )d dt d d dt u dtα = α ∧ α = α = α ∧ + α ∧ . 

Îòæå, ³äåàë ( )I α  º ³íòåãðîâíèì çà Êàðòàíîì – Ôðîáåí³óñîì (ùî âèïëèâàº ³ç 

òåîðåìè Êàðòàíà) [5], à ³íòåãðàëüíèé ï³äìíîãîâèä 2 2 5,  M x t Mα = ∈ ⊂{ }  

âèçíà÷àºòüñÿ ëîêàëüíî óìîâîþ ( ) 0I α = . 

Áóäåìî øóêàòè ðåäóêîâàíó 1-ôîðìó «çâ’ÿçíîñò³» 5( )MΓ ∈ Λ ⊗  , ùî 
íàëåæèòü äî äåÿêî¿ ùå íå âèçíà÷åíî¿ àëãåáðè Ë³   ñòðóêòóðíî¿ ãðóïè G  ³ 
çàäîâîëüíÿº ñï³ââ³äíîøåííÿ 

 ( )d IΩ = Γ + Γ ∧ Γ ∈ α ⊗  . (3) 

Öþ 1-ôîðìó ìîæíà çîáðàçèòè, âèêîðèñòîâóþ÷è (2), òàêèì ÷èíîì: 

 ( ) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0): ( , , ; ) ( , , ; )x tb u p v dx b u p v dtΓ = λ + λ ,  (4) 

äå åëåìåíòè ( ) ( ),  x tb b ∈   çàäîâîëüíÿþòü òàê³ ð³âíÿííÿ, ïîðîäæåí³ (3): 

 
( ) ( ) ( )

(0) (0) (0)
(0) (0) (0)

x x xb b bdu dx dp dx dv dx
u p v

∂ ∂ ∂Ω ≡ ∧ + ∧ + ∧ +
∂ ∂ ∂

 

 
(0) (0) (0)

( ) ( ) ( )
(0) (0) (0)

t t tb b bdu dt dp dt dv dt
u p v

∂ ∂ ∂+ ∧ + ∧ + ∧ +
∂ ∂ ∂

 

 ( ) ( ) (0) (0)
1, ( )x tb b dx dt g du dx v dx dt+ ∧ = ∧ + ∧ +[ ]  

 (0) (0) (0) 2 (0)
2 ( ( ) )g dp dx du dt u du dx− ∧ + ∧ − ∧ +  

 (0) (0)
3 ( ) ( )g dv dx p dx dt I+ ∧ + ∧ ∈ α ⊗   (5) 

äëÿ äåÿêèõ   -çíà÷íèõ ôóíêö³é 1 2 3, ,g g g  íà M . 
Ç ð³âíîñò³ (5) çíàõîäèìî, ùî  

 
( ) ( ) ( )

(0) 2
1 2 2 3(0) (0) (0)

( ) ,      ,      
x x xb b bg u g g g

u p v
∂ ∂ ∂= − = =
∂ ∂ ∂

, 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) (0) (0)
2 1 3(0) (0) (0)
,     0,     0,     ,

t t t
x tb b bg b b g v g p

u p v
∂ ∂ ∂= = = = +
∂ ∂ ∂

[ ] . (6) 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (6) âèëó÷åííÿì ôóíêö³é 1 2 3, ,g g g  îòðèìàºìî óìîâè äëÿ 

çíàõîäæåííÿ ( ) (0) (0) (0) ( ) (0) (0) (0)( ,  ,  ; ),   ( ,  ,  ; )x tb u p v b u p vλ λ : 

 
( ) ( ) ( ) ( )

(0) (0) (0) (0)
,             0,            

x t t tb b b b
p u p v

∂ ∂ ∂ ∂= =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
( ) ( ) ( )

( ) ( ) (0) (0) 2 (0) (0)
(0) (0) (0)

, ( )
x x x

x t b b bb b v u v p
u p v

∂ ∂ ∂= + +
∂ ∂ ∂

[ ] . (7) 

Ðîçâ’ÿçóþ÷è (7) ó ÿâíîìó âèãëÿä³, îòðèìóºìî ðîçêëàäè  

 ( ) (0)
0 1

tb A A u= + , 
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(0) 2

( ) (0)
1 0 0 1 0 1

( )
, , , ,

2
x u

b A A A u A A A= + −[[ ] ] [[ ] ]  

 
(0) 3

(0) (0)
1 1 1 0 2
( )

,  
3

u
A A p A A v A− + + +[ ] , (8) 

äå ,  0, 2jA j∈ = , – äåÿê³ åëåìåíòè íà M  àëãåáðè Ë³  , ÿê³ çàäîâîëü-

íÿþòü òàê³ ð³âíÿííÿ: 

 0 2, 0A A =[ ] , 

 1 0 0 0 2 1, , , , 0A A A A A A+ =[[[ ] ] ] [ ] , 

 1 0 1 1 1 0 1 0
1 1, , , , , , 0
2 3

A A A A A A A A− =[[[ ] ] ] [[[ ] ] ] , 

 1 0 0 1 1 0 1 0
1, , , , , , 0
2

A A A A A A A A+ =[[[ ] ] ] [[[ ] ] ] . (9) 

²ç (9) âèïëèâàº, ùî 2-ôîðìà êðèâèçíè 

 1 0 1 1 0 1span ,  , ,  , , : ,  0,1jA A A A A A A J jΩ ∈ ∈ ={ [ ] [[ ] ] } . 

Îòæå, ùîá ðåäóêóâàòè çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Àìáðîóçà – Ç³íãåðà [5] 
àñîö³éîâàíèé ãîëîâíèé ðîçøàðîâàíèé ïðîñò³ð ( ; GL( ))Ð M G n=  äî ãîëîâíîãî 

ðîçøàðóâàííÿ ( ; ( ))Ð M G h , äå ( )G h G⊂  º â³äïîâ³äíîþ ãîëîíîìíîþ ãðóïîþ 

Ë³ çâ’ÿçíîñòåé Γ  íà P , ïîòð³áíî âèêîíàòè óìîâó, ùîá ìíîæèíà ( )h ⊂   

áóëà ï³äàëãåáðîþ Ë³ â ( ) ( ): ( )m n
x t h∇ ∇ Ω ∈   äëÿ âñ³õ ,m n +∈  . Òóò x∇ , 

: ( ) ( )t M M∇ Λ → Λ  – êîâàð³àíòí³ ïîõ³äí³, ( ): ( ),x
x b

x
∂∇ = + Γ

∂
 ( ): ( )t

t b
t

∂∇ = + Γ
∂

. 

Ùîá çàâåðøèòè îïèñàíó âèùå ïðîöåäóðó, âèìàãàºìî, ùîá  

 ( ) ( )
0( ) ( ) : span : 0m n

x th h m n= = ∇ ∇ Ω ∈ + ={ }   . 

Öå îçíà÷àº, ùî  

 0 1 3 0, 1 4 1 0 1( ) span ,  ,  , ,h A A A A A A A A= = ={ [ ] [[ ] ]} . (10) 

Äëÿ òîãî ùîá çàäîâîëüíÿëèñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (9), ðîçøèðèìî áàçèñ (10) 
çîâí³øí³ìè åëåìåíòàìè 0 2, ( )A A h∈  : 

 0 01 1 03 3 04 4A g A g A g A= + + , 

 2 21 1 23 3 24 4A g A g A g A= + + . (11) 

Ï³äñòàâëÿþ÷è ðîçøèðåííÿ (11) ó (9), îòðèìóºìî, ùî 

 2
21 23 24 01 03 04

30,      6 ,       0,       
2

q q q q q q= = = − λ = = = − , 

 1 3 4

6 6 20 0 0
6 3 3,       ,      

26 6 00 0 36 3

A A A
− λ − λ

= = =
λλ

,  

 
3

0 2 3

0 4 0
,          

0 0 4
A A

λ λ
= =

− λ − λ
. 

äëÿ äåÿêèõ äîâ³ëüíèõ ä³éñíèõ ïàðàìåòð³â λ ∈  . 
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Òîä³ ç (8) îòðèìóºìî 

 ( )

1

6
1

6

t
u

b
u

λ
=

− λ
, 

 ( )xb =  

 

2 3 2 3

2 3 2 3

1 2 6 6 6 64
3 3 18 6 3

2 6 6 6 6 1 4
3 18 6 3 3

u u u p v

u u p v u

− + − −

− + + −

λ λ λ + λ
=

λ λ λ λ

. (12) 

Â³äïîâ³äíî óçãîäæåí³ äëÿ âñ³õ λ ∈   ð³âíÿííÿ ïàðàëåëüíîãî ïåðåíåñåí-

íÿ íà àñîö³éîâàíîìó ðîçøàðóâàíí³ 2( , ; )P M G   ìàþòü âèãëÿä 0dy yλ+ Γ = , 

äå 2 ,  SL(2; )y G∈ =  , ïðè÷îìó 2-ôîðìà êðèâèçíè (2) 2( )JΩ ∈ Λ  òîòîæíî 

àíóëþºòüñÿ íà ³íòåãðàëüíîìó ï³äìíîãîâèä³ 2Mα . 

2. Ñôîðìóëþºìî àñîö³éîâàíó ç³ çâ’ÿçí³ñòþ (4) ë³í³éíó óçàãàëüíåíó çà-
äà÷ó íà âëàñí³ çíà÷åííÿ äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî âèðàçó 

 / , , ;dy dx l u p v y= λ[ ]  (13) 

ó ïðîñòîð³ ôóíêö³é 2( ; )L∞   , äå çà îçíà÷åííÿì ( ), , ; , , ;xl u p v b u p vλ = − λ[ ] [ ] 
³ λ ∈   – â³äïîâ³äíèé ñïåêòðàëüíèé ïàðàìåòð. Ñï³ââ³äíîøåííÿ (13) º ñóì³ñ-
íèì íà ìíîæèí³ ðîçâ’ÿçê³â äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1) çà Ëàêñîì ç ë³í³éíèì ð³â-
íÿííÿì  

 / ( )dy dt p l y= , (13′) 

äå ( )( ) , , ;tp l b u p v= − λ[ ] . Áóäåìî òàêîæ ââàæàòè, ùî íà ³íòåãðàëüíîìó ï³ä-

ìíîãîâèä³ 2Mα  â³äïîâ³äí³ ôóíêö³¿ 2 3( , , ) :u p v Mα →   º ãëàäêèìè ³ 2π-ïåð³î-

äè÷íèìè ùîäî çì³ííèõ ,  x t ∈  , òîáòî ï³äìíîãîâèä 2Mα  º çâ’ÿçíèì êîì-

ïàêòíèì ï³äìíîãîâèäîì ó 2 3( ; )J   , äèôåîìîðôíèì òîðó 2 . Íà îñíîâ³ çà-
ãàëüíî¿ òåîð³¿ [3] ñïåêòðàëüíèõ çàäà÷ òèïó (13) ìîæíà çíàéòè âëàñí³ ôóíê-
ö³¿ âèðàçó (13) ÿê âëàñí³ âåêòîðè â³äïîâ³äíî¿ ìàòðèö³ ìîíîäðîì³¿ ( ; )S x λ , 

/ 2x ∈ π  , ³ç âëàñíèìè çíà÷åííÿìè 1± . Íåõàé ( ) : 1,r jl j nσ = λ ∈ ={ }  – 

ä³éñíà ÷àñòèíà óçàãàëüíåíîãî ñïåêòðà ( )lσ  ïåð³îäè÷íî¿ çàäà÷³  

 / , , ; ,    ( 2 ) ( ),     1,j j j j jdy dx l u p v y y x y x x j N= λ + π = ∈ =[ ] , , (14) 

ÿêîìó â³äïîâ³äàº íàá³ð 2π-ïåð³îäè÷íèõ âëàñíèõ ôóíêö³é 2( ; )jy L∞∈   , 

1,j N= , äå N +∈   – äåÿêå ô³êñîâàíå ÷èñëî. Ç óìîâè óçãîäæåíîñò³ çâ’ÿç-

íîñò³ (4) íà ï³äìíîãîâèä³ 2Mα  äëÿ âñ³õ λ ∈   âèïëèâàº, ùî óçàãàëüíåí³ 

âëàñí³ çíà÷åííÿ jλ ∈  , 1,j N= , ðîçãëÿäóâàí³ ÿê ãëàäê³ çà Ôðåøå ôóíê-

ö³îíàëè íà ïðîñòîð³ ôóíêö³é 3( /2 ; )M C∞∈ π   , º ³íâàð³àíòíèìè â³äíîñíî 

åâîëþö³éíîãî ïàðàìåòðà t ∈  , òîáòî / 0jd dtλ =  äëÿ âñ³õ 1,j N= . Öå äàº 

ìîæëèâ³ñòü çà äîïîìîãîþ òåîð³¿ ðåäóêö³¿ Íîâèêîâà – Áîãîÿâëåíñüêîãî [1, 2] 
ðîçãëÿíóòè ³íâàð³àíòí³ ñê³í÷åíîâèì³ðí³ ï³äìíîãîâèäè íà M  òà â³äïîâ³äí³ 
äèíàì³÷í³ ñèñòåìè íà íèõ, àñîö³éîâàí³ ç âèõ³äíîþ ³íâåðñíîþ ìîäèô³êîâàíîþ 
äèíàì³÷íîþ ñèñòåìîþ òèïó Êîðòåâåãà – äå Ôð³çà (1). Òåîð³ÿ ñê³í÷åííîâè-
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ì³ðíèõ ðåäóêö³é íà ³íâàð³àíòí³ ï³äìíîãîâèäè ìîæå áóòè óçàãàëüíåíà íà 
âèïàäîê, êîëè ñèñòåìà (1) ìàº òàêîæ íåëîêàëüí³ êîíñåðâàòèâí³ çàêîíè 
çáåðåæåííÿ, íàïðèêëàä, âëàñí³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíî¿ ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ 
òèïó Ëàêñà. Òîä³ ðîçøèðåíà ôóíêö³ÿ Ëàãðàíæà L , ÿêà ì³ñòèòü ö³ âëàñí³ 
çíà÷åííÿ, áóäå âæå íåëîêàëüíèì ôóíêö³îíàëîì íà íåñê³í÷åííîâèì³ðíîìó 
ôóíêö³îíàëüíîìó ìíîãîâèä³ M , çàëåæíèì â³ä â³äïîâ³äíèõ íåëîêàëüíèõ 
ôóíêö³îíàë³â. Òîìó ïðèðîäíî ðîçãëÿäàòè òàê çâàíó çàäà÷ó íåëîêàëüíî¿ 
ðåäóêö³¿ [6, 9, 10] ñèñòåìè (1) íà â³äïîâ³äí³ êðèòè÷í³ òî÷êè íåëîêàëüíîãî 
ôóíêö³îíàëà Ëàãðàíæà L . Äëÿ òîãî ùîá åôåêòèâíî ðîçâ’ÿçàòè öþ çàäà÷ó, 
çàñòîñîâóþòü ìåòîä ðîçøèðåííÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó. Òîáòî âèõ³äíèé ôà-
çîâèé ïðîñò³ð M  ðîçøèðþþòü íîâèìè ôàçîâèìè ïðîñòîðîâèìè çì³ííèìè, 
ÿê³ ì³ñòÿòü çãàäàí³ âèùå âëàñí³ ôóíêö³¿ ³ ¿õ ïðèºäíàí³. ßê íàñë³äîê îòðè-
ìóºìî íîâèé «íåëîêàëüíèé» ôàçîâèé ïðîñò³ð M , ñòîñîâíî äî ÿêîãî ôóíê-
ö³îíàë Ëàãðàíæà L  áóäå âæå ëîêàëüíèì ôóíêö³îíàëîì íà M . Âñòàíîâëåíî, 
ùî òàê³ ³íâàð³àíòí³ ñê³í÷åííîâèì³ðí³ ï³äìíîãîâèäè ðîçâ’ÿçê³â ìàþòü ñèìï-
ëåêòè÷íó ñòðóêòóðó, à âåêòîðí³ ïîëÿ /d dx  ³ /d dt , ïîðîäæåí³ íà ìíîãîâèä³ 

M  íåë³í³éíîþ äèíàì³÷íîþ ñèñòåìîþ, º ãàì³ëüòîíîâèìè íà íèõ â³äíîñíî ö³º¿ 
ñèìïëåêòè÷íî¿ ñòðóêòóðè. 

3. Çàñòîñóºìî çãàäàíèé ìåòîä ðåäóêö³¿ [6, 9, 10] äëÿ ñèñòåìè (1), ÿêà ó 
á³ãàì³ëüòîíîâ³é ôîðì³ ìàº âèãëÿä  

 1grad gradt j jw += − ϑ γ = − η γ , 

äå ( , , ) ;  ( ),   jw u p v D M j += γ ∈ ∈  , – íåñê³í÷åííà ïîñë³äîâí³ñòü ³íâîëþòèâ-

íèõ çàêîí³â çáåðåæåííÿ ( ( )D M  – ïðîñò³ð ãëàäêèõ çà Ôðåøå ôóíêö³îíàë³â 
íà M ): 

 
2 2

2 4
1 2

0 0

2 1 1 7,        ,
3 3 6 3 xup v u dx uu dx

π π
   γ = − − γ = −   
   ∫ ∫  

 
2

6 3 2
3

0

1 2 2 1 ,    
27 9 3 3xu u p u v p dx

π
 γ = − − + 
 ∫  , 

à ,  ϑ η  – ïàðà óçãîäæåíèõ çà Ìà´ð³ [3] ³ìïëåêòè÷íèõ îïåðàòîð³â  

 
11 12 13

2
21 22 23

2
31 32 33

0 0 1

0 ,          

1 0

u

u

− η η η
ϑ = ∂ − η = η η η

η η η
, 

äå 

 1
11 4v v−η = − ∂ , 

 1 1 2
12 4 4 6v u v u v− −η = ∂ ∂ − ∂ − ∂ , 

 2 1
13 2 4u v p−η = − ∂ , 

 1 2 1
21 4 4 6u v u v v− −η = − ∂ ∂ − ∂ − ∂ , 

 1 2 2 2 1 2 2 1 1 2
22 4 6 6 4 4 4u u u u u v u v u v u u u v− − − −η = ∂ ∂ ∂ − ∂ − ∂ − ∂ + ∂ ∂ − ∂ ∂ , 

 4 1 2 1
23 2 4 4u u p u v p− −η = − ∂ ∂ − ∂ , 

 2 1
31 2 4u p v−η = − ∂ , 

 4 1 1 2
32 2 4 4u p u p u v− −η = − + ∂ ∂ − ∂ , 

 1
33 6 4p u−η = ∂ − ∂ ∂ . 
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Äîñë³äèìî äèôåðåíö³àëüíî-ãåîìåòðè÷í³ âëàñòèâîñò³ ³íâàð³àíòíîãî ï³ä-
ìíîãîâèäó NM M⊂  äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1): 

 : ( , , ) : grad , , 0N NM u p v M u p v= ∈ =L [ ]{ } , (15) 

äå çã³äíî ç îçíà÷åííÿì ôóíêö³îíàë Ëàãðàíæà NL  íà M  ìàº âèãëÿä 

 1
1

3:
2

N

N j
j=

= − γ + λ∑L . 

Îñê³ëüêè ôóíêö³îíàë 1 ( )D Mγ ∈  º òåæ ³íâàð³àíòîì äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1) 

íà M , òî äëÿ ï³äìíîãîâèäó NM  ñïðàâäæóºòüñÿ òàêà ëåìà. 

Ëåìà. Ï³äìíîãîâèä (15) º ³íâàð³àíòíèì ùîäî äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1), 
çàäàíî¿ íà M . 

Ä î â å ä å í í ÿ. Îñê³ëüêè çã³äíî ç òåîðåìîþ Ëàêñà [3] ï³äìíîãîâèä NM  

ñêëàäàºòüñÿ ³ç êðèòè÷íèõ òî÷îê ³íâàð³àíòíîãî ôóíêö³îíàëà ( )N D M∈L , òî 

âåëè÷èíà : grad ( )N T M∗ϕ = ∈L  çàäîâîëüíÿº äëÿ âñ³õ t ∈   ë³í³éíå ð³âíÿííÿ  

 / 0d dt K w∗′ϕ + ⋅ ϕ =[ ]  (16) 

äëÿ áóäü-ÿêî¿ òî÷êè ( , , )w u p v M= ∈ . Ïîêëàäàþ÷è òåïåð 0 0 0( , , )u p v =  

0 Nw M= ∈ , çíàõîäèìî, ùî, êîëè 0ϕ =  ïðè 0t = , òî íà ï³äñòàâ³ ë³í³éíîñò³ 

ð³âíÿííÿ (16) 0ϕ ≡  äëÿ âñ³õ t ∈  . Öå îçíà÷àº, ùî grad 0Nϕ = ≡L  âçäîâæ 

îðá³ò äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè (1), òîáòî åëåìåíò 0( ; ) Nw t w M∈  äëÿ âñ³õ t ∈  , 

ùî é äîâîäèòü ëåìó. ◊ 

Îòæå, çàâäÿêè ³íâàð³àíòíîñò³ ï³äìíîãîâèäó NM M⊂  ìîæåìî ðåäóêó-

âàòè âåêòîðíå ïîëå (1) íà ï³äìíîãîâèä NM , äî ÿêîãî âîíî º äîòè÷íèì. Ðå-

çóëüòóþ÷å âåêòîðíå ïîëå ( )N NK w T M∈[ ]  áóäå, î÷åâèäíî, ñê³í÷åííîâèì³ð-

íèì ïîòîêîì íà NM , ÿêèé äîïóñêàº êàíîí³÷íèé çàïèñ ÿê ñèñòåìà çâè÷àéíèõ 
íåë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ó òåðì³íàõ â³äïîâ³äíèõ êîîðäèíàòíèõ 
ôóíêö³é íà NM . ¯õ îïèñîì, à òàêîæ çíàõîäæåííÿì ¿õ ÿâíèõ âèðàç³â ³ 
çàéìåìîñÿ äàë³.  

Ïðè ïîáóäîâ³ ï³äìíîãîâèäó NM  (15) íåîáõ³äíî îòðèìàòè âåëè÷èíè 

grad ( ),  1,j T M j N∗λ ∈ = , ÿê íåëîêàëüí³ ôóíêö³îíàëè. Ç ö³ºþ ìåòîþ ðîçãëÿ-

íåìî íåëîêàëüíå ðîçøèðåííÿ ôàçîâîãî ïðîñòîðó çà äîïîìîãîþ êîîðäèíàò 
1

1, 1, 2, 2, 2( , , , ) ,  1,j j j jy y y y W j N∗ ∗ ∈ = , äå 1, 1, 2, 2,( , ) ,  ( , ) ,  1,j j j jy y y y j N∗ ∗ =  , – â³äïî-

â³äí³ ïåð³îäè÷í³ âëàñí³ ôóíêö³¿ ìàòðèö³ ìîíîäðîì³¿ ( ; )S x λ  çàäà÷³ (14). 
Ïîêëàäàþ÷è òåïåð òàê îá÷èñëåíèé ôóíêö³îíàë Sp ( ; ) ( )S x λ = ∆ λ , ÿêèé º 
ïîðîäæóþ÷èì ôóíêö³îíàëîì äëÿ çàêîí³â çáåðåæåííÿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòåìè 
(1), ìîæåìî çíàéòè íîðìóþ÷³ êîåô³ö³ºíòè  

 
2

0

( ) Sp ( ; ) , , ;
j

j

dS x l u p v dx
d

π

λ =λ
λ =λ

ξ λ = λ λ
λ∫ [ ]  

â³äïîâ³äíèõ íåëîêàëüíèõ çàêîí³â çáåðåæåííÿ. Ìàòðèöÿ ( ; )S x λ , ÿê â³äîìî 

[2, 4], äîïóñêàº çîáðàæåííÿ ó âèãëÿä³ 1( ; ) ( )S x YC Y−λ = λ  ³ç äåÿêîþ ñòàëîþ 

ìàòðèöåþ ( ),  C λ λ ∈  , äå 1 2

1 2

y y
Y

y y∗ ∗= . Ïîêëàäàþ÷è äëÿ çðó÷íîñò³ 

1 0
( )

0 1
C λ =

−
, îòðèìóºìî íîðìóþ÷³ ôóíêö³îíàëè 
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2

0

( ) Sp ( ; ) , , ;
j

j

dS x l u p v dx
d

π

λ =λ
λ =λ

ξ λ = λ λ =
λ∫ [ ]  

 
2

2 2
1, 2, 1, 2, 1, 2,

0

1 4 6 62 12 2
3 3 3

( )j j j j j jy y y y u y y u v
π

∗ ∗ − −   = + λ − + λ −       ∫  

 1, 2,
4 6 62
3 3j jy y u v dx∗ ∗  − − λ +  

,  (17) 

ÿê³ º âèçíà÷àëüíèìè äëÿ ïîáóäîâè íåëîêàëüíèõ ôóíêö³îíàë³â jλ =  

1, 1, 2, 2,, , , , , , ,  1,j j j j ju p v y y y y j N∗ ∗= λ =[ ] , íà âæå ðîçøèðåíîìó ïðîñòîð³ NM . Ç 

ö³ºþ ìåòîþ çàïèøåìî ñèñòåìó (13) ó ÿâíîìó âèãëÿä³ äëÿ ë³í³éíî íåçàëåæ-

íî¿ ïàðè ðîçâ’ÿçê³â 1, 1, 2, 2,( , ) ,  ( , )j j j jy y y y∗ ∗  : 

 2 3 2 3
1, 1 1

1 2 6 6 6 6
3 3 18 6 3

4xy u y u u p v y∗− + − +   = λ − λ + λ λ   
   

, 

 2 3 2 3
1, 1 1

2 6 6 6 6 1
3 18 6 3 3

4xy u u p v y u y∗ ∗− + − − −   = λ λ + λ + λ   
   

, 

 2 3 2 3
2, 2 2

1 2 6 6 6 6
3 3 18 6 3

4xy u y u u p v y∗− + − +   = λ − λ + λ λ   
   

, 

 2 3 2 3
2, 2 2

2 6 6 6 6
3 18 6 3

1 4
3xy u u p v y u y∗ ∗− + − −   = λ λ + − λ + λ   

   
. (18) 

Ïîìíîæèâøè ó ñèñòåì³ (18) ïåðøå ð³âíÿííÿ íà 2y∗ , äðóãå – íà ( 2y− ), òðåòº 

– íà 1y∗  ³ ÷åòâåðòå – íà ( 1y− ), äîäàìî ¿õ ïî÷ëåííî òà ïðî³íòåãðóºìî ïî 
ïåð³îäó, îòðèìàºìî 

 
2 2

2
1, 2 2 1, 2, 1 1 2,

0 0

12
3

( )x x x xy y y y y y y y dx u
π π

∗ ∗ ∗ ∗  − + − = λ − ∫ ∫  

 3 2 3
1 2 2 1 1 2

2 6 6 6 64 2
3 18 6 3

( )y y y y u u p v y y∗ ∗ ∗ ∗− + − +  − λ + + λ λ +  
  

 

 2 3
1 2

2 6 6 6 62
3 18 6 3

u u p v y y dx + λ − + + λ    
. (19) 

Îñê³ëüêè ( )ξ λ  â (17) º ³íâàð³àíòîì çà îçíà÷åííÿì, òî ç ð³âíîñò³ (19) îòðè-
ìóºìî 

 
2

3
1, 2 2 1, 2, 1 1 2, 1 2 2 1

0

8
2

( )
( )x x x xy y y y y y y y y y y y

π
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ξ λ λ = − + − + + λ + +∫  

 2 3
1 2

2 6 6 6
3 18 6

u u p y y∗ ∗+ − + λ + 
 

 

 2 3
1 2

2 6 6 6
3 18 6

u u p y y dx− − +  + λ    
. (20) 

Âðàõîâóþ÷è, ùî ôóíêö³îíàëè ( ), 1,j j Nξ λ = , º ³íâàð³àíòàìè äèíàì³÷íî¿ ñèñ-
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òåìè (1), ìîæíà ¿õ íîðìóâàòè îäèíèöåþ, òîáòî ïîêëàñòè 
2

( )
( ) j

j

ξ λ
ξ λ = ≡  

1, 1,j N≡ = . Òîä³ ç (20) îòðèìàºìî 

 
2

(1, ) 2, 2, (1, ) (2, ) 1, 1, (2, )
0

j j x j j j x j x j j j xy y y y y y y y
π

∗ ∗ ∗ ∗λ = − + − + +∫  

 3 2 3
1, 2, 2, 1, 1, 2,

2 6 6 68
3 18 6j j j j j j j jy y y y u u p y y∗ ∗ ∗ ∗+ −   + λ + + λ +   

   
 

 2 3
1, 2,

2 6 6 6
3 18 6j j ju u p y y dx− +  + − λ    

. (21) 

4. Êîðèñòóþ÷èñü ÿâíèì âèðàçîì (21) äëÿ ôóíêö³îíàë³â ( )j D Mλ ∈ , 

1,j N= , çíàõîäèìî, ùî 

 2 2
1, 2, 1, 2,

2 6 6
3 16

grad ( ) ( )j j j j j ju y y y y∗ ∗+  λ = λ −  
  

, 

  1, 2, 1, 2,
6

6
( ), 0 ( )j j j jy y y y T M∗ ∗ ∗− − ∈




. (22) 

Òåïåð ï³äìíîãîâèä (15) ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 3 2 2
1, 2, 1, 2,

1

2 6 6
3 16

( , , ) : ( )
N

N j j j j j
j

M u p v M p u u y y y y∗ ∗

=

  = ∈ − = λ + − 
 

∑ , 

 1, 2, 1, 2,
1

6
6

( ),  0
N

j j j j
j

u y y y y v∗ ∗

=

= − − = 


∑ . (23) 

Ðîçãëÿíåìî âëàñí³ çíà÷åííÿ 1, 1, 2, 2,, , , , , , ,  1,j j j j j ju p v y y y y j N∗ ∗λ = λ =[ ] , ÿê 

íåëîêàëüí³ ôóíêö³îíàëè íà ðîçøèðåíîìó ôóíêö³îíàëüíîìó ïðîñòîð³ NM ⊂  
NM W⊂ ×  (òóò NW  – äåêàðò³â ñòåï³íü ïîðÿäêó N ïðîñòîðó W ):  

 1, 1, 2, 2,( , , , , , , ) :N
N j j j jM : u p v y y y y M W∗ ∗= ∈ ×{   

 1, 1, 2, 2,: grad , , , , , , 0N j j j ju p v y y y y∗ ∗ =L [ ] } , 

 1
1 1

3
2

( ( ) 1)
N N

N j j j
j j

s
= =

′= − γ + λ + ξ λ −∑ ∑L  , 

 
2

(1, ) 2, 2, (1, ) (2, ) 1, 1, (2, )
0

:j j x j j j x j x j j j xy y y y y y y y
π

∗ ∗ ∗ ∗′λ = − + − + +∫  

 3 2 3
1, 2, 2, 1, 1, 2,

2 6 6 6
3 18 6

8 ( )j j j j j j j jy y y y u u p y y∗ ∗ ∗ ∗+ − + λ + + λ + 
 

 

 2 3
1, 2,

2 6 6 6
3 18 6j j ju u p y y dx− − +  + λ    

, 

äå ,  1,js j N∈ = , – äåÿê³ íåâ³äîì³. Äëÿ çíàõîäæåííÿ ,  1,js j N= , ñêîðèñ-

òàºìîñü ð³âí³ñòþ 1, 1, 2, 2,grad , , , , , , 0N j j j ju p v y y y y∗ ∗ =L [ ]  ³ ð³âíÿííÿìè (18). Òîä³ 

ïðè ,  1,j j Nλ = λ = , îäåðæèìî 
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 3 2 3
(2, ) 2, 2,

1,

2 6 6 6
3 18 6

8N
j x j j j j

j
y y u u p y

y
∗ ∗ − − +

δ  = + λ + λ + δ  
L

 

 2 2
2, 2,

1 4 6 612
3 3 3

0,    j j j j js y u y u v s∗ − − −    + λ + λ = ⇒ = − λ        
, 

 3 2 3
(1, ) 1, 1,

2,

2 6 6 6
3 18 6

8N
j x j j j j

j
y y u u p y

y
∗ ∗ − − +

δ  = + λ + λ + δ  
L

 

 2 2
1, 1,

1 4 6 612
3 3 3

0,    j j j j js y u y u v s∗ − − −    + λ + λ = ⇒ = − λ        
, 

 3 2 3
(2, ) 2, 2,

1,

2 6 6 6
3 18 6

8N
j x j j j j

j

y y u u p y
y

∗
∗ + −

δ  = − + λ + λ + 
 δ

L
 

 2 2
2, 2,

1 4 6 612
3 3 3

0,    j j j j js y u y u v s∗− − +    + λ − λ = ⇒ = − λ        
, 

 3 2 3
(1, ) 1, 1,

2,

2 6 6 6
3 18 6

8N
j x j j j j

j

y y u u p y
y

∗
∗ + −

δ  = − + λ + λ + 
 δ

L
 

 2 2
2, 2,

1 4 6 612  
3 3 3

0,  ,  1,j j j j js y u y u v s j N∗− − + = ⇒ =    + λ − λ = − λ        
. 

Çã³äíî ç [9, 10] íà NM  ³ñíóº ñèìïëåêòè÷íà ñòðóêòóðà 
(1)(2) dω = α  òàêà, 

ùî 

 
(1)

1, 1, 2, 2,/ , , , , , ,N j j j jd dx d u p v y y y y∗ ∗α = −L [ ]  

 1, 1, 2, 2,grad , , , , , ,N j j j ju p v y y y y∗ ∗− L [ ] , 

 1, 1, 2, 2,( , , , , , , )j j j jdu dp dv dy dy dy dy∗ ∗  , 

äå äóæêàìè ,⋅ ⋅  ïîçíà÷åíî çâè÷àéíèé ñêàëÿðíèé äîáóòîê ä³éñíîãî ïðîñ-
òîðó. 
 Íà ï³äñòàâ³ âèùåâèêëàäåíîãî ñôîðìóëþºìî  

Òâåðäæåííÿ 1. ²íâàð³àíòíèé ñê³í÷åííîâèì³ðíèé ï³äìíîãîâèä NM  ç 

êîîðäèíàòàìè 1, 1, 2, 2,( , , , ) ,  1,j j j jy y y y j N∗ ∗ = , ðîçøèðåíî¿ äèíàì³÷íî¿ ñèñòå-

ìè (1), (13′) ïðè ,  1,j j Nλ = λ = , ìàº êàíîí³÷íó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóêòóðó 

 (2)
1, 2, 2, 1,

1

( )
N

j j j j
j

dy y y y∗ ∗

=

ω = ∧ + ∧∑ . (24) 

Ïîêàæåìî, ùî âåêòîðí³ ïîëÿ /d dx  ³ /d dt  ìàþòü çîáðàæåííÿ Ëàêñà. 
Çà Ä³ðàêîì [7] 2-ôîðìà (24) çàäàº òàêîæ êàíîí³÷íó ñèìïëåêòè÷íó ñòðóê-

òóðó íà ³íâàð³àíòíîìó 2N -âèì³ðíîìó ï³äìíîãîâèä³ NNM M⊂  ñèñòåìè (1). 

Â’ÿç³ (23), ùî âèçíà÷àþòü ï³äìíîãîâèä NNM M⊂ , íå çì³íþþòü âèãëÿäó êà-

íîí³÷íî¿ ñèìïëåêòè÷íî¿ ñòðóêòóðè (24) íà öüîìó ³íâàð³àíòíîìó 2N -âèì³ð-
íîìó ï³äìíîãîâèä³.  

Ïåðåêîíàºìîñü, ùî âåêòîðí³ ïîëÿ /d dx  ³ /d dt , ïîðîäæåí³ ³íâåðñíîþ 

äèíàì³÷íîþ ñèñòåìîþ (1) íà ðîçøèðåíîìó ï³äìíîãîâèä³ NM , º ãàì³ëüòîíî-
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âèìè ç â³äïîâ³äíèìè ãàì³ëüòîí³àíàìè 
( )x

h  ³ 
( )t

h : 

 
( ) 2 3

1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,
1 1

2 66 ( ) ( )
3 18

N Nx

j j j j j j j j j
j j

h u y y y y u y y y y∗ ∗ ∗ ∗

= =

= − λ − + − −∑ ∑  

 2
1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2,

1 1

1 6( ) ( )
3 6

N N

j j j j j j j j j
j j

u y y y y p y y y y∗ ∗ ∗ ∗

= =

− λ + − − −∑ ∑  

 3
1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 1,

1 1

6 ( ) 4 ( )
3

N N

j j j j j j j j j j
j j

v y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗

= =

− λ + + λ + +∑ ∑  

 4 21 1
4 2

pu u v+ − − , (25) 

 
( ) 2

1, 2, 2, 1, 1, 2, 1, 2,
1 1

6 1( ) ( )
6 2

N Nt

j j j j j j j j j
j j

h y y y y u y y y y u∗ ∗ ∗ ∗

= =

= λ + + − +∑ ∑ , (26) 

ÿê³ âèçíà÷àºìî ïðè 1,j N=  ç òàêèõ ð³âíîñòåé: 

 
( )

1, 1, 2, 2,grad , , , , , ,
x

N j j j j
dh u p v y y y y
dx

∗ ∗− = L [ ] , 

 (1, ) (1, ) (2, ) (2, )( , , , , , , )x x x j x j x j x j xu p v y y y y∗ ∗  , 

 
( )

1, 1, 2, 2,grad , , , , , ,
t

N j j j j
dh u p v y y y y
dx

∗ ∗− = L [ ], 

 (1, ) (1, ) (2, ) (2, )( , , , , , , )t t t j t j t j t j tu p v y y y y∗ ∗  . 

Íà ï³äìíîãîâèä³ NNM M⊂  äëÿ ôóíêö³îíàë³â (25) òà (26) îòðèìóºìî 

 
( )( ) 2

1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,
, 1

2 ( )( )
3

N

Nxx
j j j j j k k k k

M j k

h h y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗

=

= = − λ − − +∑  

 
4

1, 2, 1, 2, 1, 2,
1 1

1 6 1( ) (
12 6 18

N N

j j j j j j j
j j

y y y y y y∗ ∗ ∗

= =

 
+ − − λ + 

 
∑ ∑  

 
2

3
2, 1, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 2, 1,

1 1

) ( ) 4 ( )
N N

j j j j j j j j j j j
j j

y y y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗ ∗

= =

+ − + λ +  
∑ ∑ , 

 
( )( )

1, 2, 2, 1,
1

( )
N

Ntt
j j j j j

M j

h h y y y y∗ ∗

=

= = λ + −∑  

 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,
, 1

1 ( )( )
6

N

j j j j k k k k
j k

y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗

=

− − −∑ . 

Ö³ ðåçóëüòàòè ñôîðìóëþºìî ó âèãëÿä³ òåîðåìè. 

Òåîðåìà. Íà 2N -âèì³ðíîìó ñèìïëåêòè÷íîìó ï³äìíîãîâèä³ NM M⊂  

âåêòîðí³ ïîëÿ /d dx  ³ /d dt  ó âèãëÿä³ (13), (13′) ïðè ,  1,j j Nλ = λ = , º ãà-

ì³ëüòîíîâèìè ñòîñîâíî êàíîí³÷íî¿ ñèìïëåêòè÷íî¿ ñòðóêòóðè (24) ç ãà-

ì³ëüòîí³àíàìè 
( )x

h  ³ 
( )t

h  â³äïîâ³äíî. 
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5. Îñê³ëüêè ï³äìíîãîâèä NM  º ï³äìíîãîâèäîì ñòàö³îíàðíèõ òî÷îê äèíà-

ì³÷íî¿ ñèñòåìè çà äåÿêèì åâîëþö³éíèì ïàðàìåòðîì τ ∈  : 

 1
1

grad grad
N

j j
j

w cτ
=

 = − θ γ − λ 
 ∑ , 

³ êîîðäèíàòè ðîçâ’ÿçêó ( , , )u p v  íà öüîìó ï³äìíîãîâèä³ ìàþòü âèãëÿä  

 1, 2, 1, 2,
1

6
6

( )
N

j j j j
j

u y y y y∗ ∗

=

= −∑ , 

 2
1, 2, 1, 2,

1

2 6
3

( ),          0
N

j j j j j
j

p y y y y v∗ ∗

=

= − λ − =∑ , 

òî äëÿ çîáðàæåííÿ Ëàêñà âåêòîðíèõ ïîë³â /d dx  ³ /d dt  íà NM , à, îòæå, ³ 

íà NM , îòðèìàºìî 

 / ,dS dx l S= [ ] , (27) 

 / ( ),dS dt p l S= [ ] . (28) 

Ð³âíÿííÿ (27), (28) çàäîâîëüíÿº ìàòðèöÿ ìîíîäðîì³¿ [8] 11 12

21 11

S S
S

S S
= −  

ñïåêòðàëüíî¿ çàäà÷³ (13), ãðàä³ºíò ñë³äó ÿêî¿  

 ( ) grad tr Sϕ λ = =  

 2 2
11 12 21

4 2 6 6 2 6 6
3 3 6 3 6

u S u S u S    = − λ + λ − + λ −       
, 

 12 21 12 21
6 6 6 6
6 6 3 3

,   S S S S + λ − λ 




 

ïîðîäæóº ãðàä³ºíòè çàêîí³â çáåðåæåííÿ ³íâåðñíî¿ ñèñòåìè (1): 

 0 1 1( ) ,     grad ,     ,    i
i i i

i

i
+

−
+ +

∈

ϕ λ ≅ ϕ λ + ϕ + ϕ λ ϕ = γ ∈ λ → ∞∑


 . 

Íà ï³äìíîãîâèä³ NM  ãðàä³ºíòè çàêîí³â çáåðåæåííÿ äëÿ ñèñòåìè (1) íàáó-
âàþòü âèãëÿäó 

 0 0ϕ = , 

 
3

1 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,
1 1

4 6 6
9 6

2( ) ( )
3

N N

j j j j j j j j j
j j

y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗

= =

  ϕ = − λ − − −   
∑ ∑ , 

 1, 2, 1, 2,
1

2 6
18

( ),   0
N

j j j j
j

y y y y∗ ∗

=

− 


∑


, 

 1
1 1, 2, 1, 2,

1

4 6
9

( ) ( )
j

N
i

i i j j j j
j

y y y y− ∗ ∗
+

=


ϕ = ϑ η ϕ = − λ − −


∑  

 1
1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,

1 , 1

6
54

3
j

N N
i

j j k k l l j j k k l l
j k l

y y y y y y y y y y y y− ∗ ∗

= =

− λ − +


∑ ∑  
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 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2, 1, 2,3 j j k k l l j j k k l ly y y y y y y y y y y y∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ + − 

, 

 1
1, 2, 1, 2,

1

2 6
18

( ),   0 ,      1
N

i
j j j j j

j

y y y y i− ∗ ∗

=


λ − ≥


∑



. 

Îòæå, äëÿ ìàòðèö³ ìîíîäðîì³¿ :
NN MS S= , ðåäóêîâàíî¿ íà ï³äìíîãîâèä 

NM , ìàºìî 

 

1 2
1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,
1

1 2
1 1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,
1

2 2 ( ) 1 ( )
3

( )
1

2 2 ( )1 ( )
3

( )

j j j j j
j j j jN

k k k kN
k

N
jj j j j j j

j j j j N

k k k k
k

y y y y
y y y y

y y y y

S
y y y y

y y y y

y y y y

− ∗ ∗
∗ ∗

∗ ∗

=
− ∗ ∗

= ∗ ∗

∗ ∗

=

λ + λ λ −
−

−

=
λ − λ − λ − λ λ −

−

−

+
∑

∑

∑

 

 

1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,
11

1 1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,
1

( )

( )

0

2
( )

0

( )

j j j j

N

k k k k
k

N

j
j j j j j

N

k k k k
k

y y y y

y y y y

y y y y

y y y y

∗ ∗

∗ ∗

=−
∗ ∗

=

∗ ∗

=

−

−

+ λ λ +
− −

−

∑
∑

∑

 

 
1, 2, 1, 2,

1, 2, 1, 2,1

12
3

1 0 0

0 1 0

j j j j

j j j j

N

j

y y y y

y y y y

∗ ∗

∗ ∗
=

−

−
+ λ +

−
∑ . (29) 

Êîåô³ö³ºíòè ðîçêëàäó ôóíêö³îíàëà 2 2
11 12 21

1( ; ) : tr
2 Nx S S S SΦ λ = = +  çà-

äàþòü ìíîæèíó N  ôóíêö³îíàëüíî íåçàëåæíèõ çàêîí³â çáåðåæåííÿ jΦ ∈  

( )ND M∈  âåêòîðíèõ ïîë³â /d dx  ³ /d dt  íà :NM  

 2

1 , 1

1( ; ) 4
9

N N
j

j k
jj j k

x Z
= =

Φ
Φ λ = λ + + Ζ

λ − λ∑ ∑ , 

äå 

 

2
2 2

2 1
2

1 1

1 1

4 2 18 1
9j

N

k j kN N
j j j j kk

j N N
j k j kk k

k j k jj j
j j

Z Z
Z Z Z

Z Z

=

= =
≠ ≠

= =

 λ   λ λ   Φ = + λ + + +
λ − λ λ − λ          

∑
∑ ∑

∑ ∑
, 

 1, 2, 1, 2,j j j j jZ y y y y∗ ∗= − . (30) 

Çàêîíè çáåðåæåííÿ (30) º ³íâîëþòèâíèìè â³äíîñíî äóæêè Ïóàññîíà 

(2),
ω

⋅ ⋅{ } , ïîðîäæåíî¿ ñèìïëåêòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ (14), òîáòî 

 (2) (2), , ,       , 1,j k k j j k N
ω ω

Φ Φ = Φ Φ ={ } { } , 
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ùî äîâîäèòü ³íòåãðîâí³ñòü çà Ë³óâ³ëëåì âåêòîðíèõ ïîë³â /d dx  ³ /d dt  

íà NM . 
 Âèùåâèêëàäåíå äîçâîëÿº ñôîðìóëþâàòè  

Òâåðäæåííÿ 2. Íà 2N -âèì³ðíîìó ñèìïëåêòè÷íîìó ï³äìíîãîâèä³ 

NM Ì⊂  âåêòîðí³ ïîëÿ /d dx  ³ /d dt  ó âèãëÿä³ (13), (13′) ïðè jλ = λ , 

1,j N= , ìàþòü â³äïîâ³äíî çîáðàæåííÿ Ëàêñà (27) ³ (28) ç ìàòðèöåþ NS  
(29) ³ º ³íòåãðîâíèìè çà Ë³óâ³ëëåì. 
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ПОСТРОЕНИЕ СВЯЗНОСТИ КАРТАНА И АССОЦИИРОВАННЫХ НЕЛОКАЛЬНЫХ 
КОНЕЧНОМЕРНЫХ РЕДУКЦИЙ НА ИНТЕГРАЛЬНОМ ДЖЕТ-ПОДМНОГООБРАЗИИ ДЛЯ 
ИНВЕРСНОЙ МОДИФИЦИРОВАННОЙ ДИНАМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ КОРТЕВЕГА – ДЕ ФРИЗА  
 
Íà îñíîâå äèôôåðåíöèàëüíî-ãåîìåòðè÷åñêîé òåîðèè Êàðòàíà ïîñòðîåíà ñèñòåìà 
óðàâíåíèé ïàðàëëåëüíîãî ïåðåíîñà (ñâÿçíîñòè) íà ïðèñîåäèíåííîì ðàññëîåíèè ê 
äæåò-ïîäìíîãîîáðàçèþ äëÿ èíâåðñíîé ìîäèôèöèðîâàííîé ñèñòåìû Êîðòåâåãà – 
äå Ôðèçà. Èññëåäîâàíà èåðàðõèÿ àññîöèèðîâàííûõ êîíå÷íîìåðíûõ íåëîêàëüíûõ 
ðåäóêöèé ýòîé ñèñòåìû, óñòàíîâëåíà èõ ãàìèëüòîíîâîñòü è ïîëíàÿ èíòåãðèðóå-
ìîñòü ïî Ëèóâèëëþ. 
 
CARTAN’S CONNECTION CONSTRUCTION AND ASSOCIATED NON-LOCAL 
FINITE-DIMENSIONAL REDUCTIONS ON INTEGRAL JET-SUBMANIFOLD 
FOR INVERSE MODIFIED DYNAMIC KORTEVEG – DE VRIES SYSTEM 
 
On the basis of differential geometric Cartan theory the system of equations of parallel 
transport (connection) on adjoint vector bundle over a jet-submanifold for the inverse 
modified Korteveg – de Vries system is constructed. The hierarchy of associated finite-
dimensional non-local reductions of this system is studied, their hamiltonicity and 
complete integrability via Liouville is determined.  
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