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ÓÄÊ 517.512 
 
Л. Г. Коваленко 
 
ОБ ОДНОМ ПРЕДСТАВЛЕНИИ СРЕДНИХ ЧЕЗАРО ОТРИЦАТЕЛЬНОГО 
ПОРЯДКА ДВОЙНЫХ ОРТОГОНАЛЬНЫХ РЯДОВ 
 

Ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ñðåäíèõ ×åçàðî îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà äâîéíûõ 
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ ÷åðåç íåêîòîðûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè èõ ïðÿìî-
óãîëüíûõ ÷àñòíûõ ñóìì. 

 

Ïóñòü 2
1 2( , )i i i+ = = { }  – ìíîæåñòâî òî÷åê èç 2  ñ öåëûìè íåîòðè-

öàòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ñîãëàøåíèåì, ÷òî íå-

ðàâåíñòâî i n≤  äëÿ 2,i n +∈   îçíà÷àåò 1 1i n≤  è 2 2i n≤ . Âñþäó â äàëüíåé-

øåì ñ÷èòàåì 2, ,i k n +∈  . Óñëîâèìñÿ òàêæå îáîçíà÷àòü 1 2max ,n n n∗ = { } , 

1 2min ,n n n∗ = { }  è äëÿ 2 2, ,  x y z+ +∈ ∈   áóäåì ïèñàòü 1 2x x x= ⋅ , x y± =  

1 2
1 1 2 2 1 2( , ),  ,x xxx y x y z z z= ± ± = ( ) . 

Ïóñòü 2( ),  (0,1)i x x Xϕ = ϕ ∈ ={ }  – äâîéíàÿ îðòîíîðìèðîâàííàÿ ñèñ-

òåìà (ÎÍÑ), ( )nS x  – ïðÿìîóãîëüíûå ñóììû äâîéíîãî îðòîãîíàëüíîãî ðÿäà 
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ϕ ≡ ϕ ∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑ { } , (1) 

è ( )n x−ασ  – ñðåäíèå ×åçàðî îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà ðÿäà (1). Ïî îïðåäå-

ëåíèþ  

 1 2
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, 1( ) ( ) ( ),   0 1,   1,2n n i i i jn n
i nn

x x A a x j
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−α −α−α −α
−−α
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σ ≡ σ = ϕ < α < =∑ , 

ãäå 1 2

1 2n n nA A A−α −α−α = ⋅  è j

j

j j
n

j

n
A

n
−α − α =  

 
 – áèíîìèíàëüíûå êîýôôèöèåí-

òû, 1,2j = . Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç âñÿêèõ ññûëîê ðàçëè÷-
íûå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñì., íàïðèìåð, [3, ñ. 130, 131]). 
 Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêà 
îáû÷íûõ îäíîêðàòíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ âèäà (1) èçó÷àëèñü ðÿäîì àâ-
òîðîâ â [1, 5, 6]. G. Sunouchi, S. Yano (ñì. [6]) ïîëó÷èëè â ýòîì ñëó÷àå äîñòà-

òî÷íîå óñëîâèå ñõîäèìîñòè ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ( )n x−ασ , êîòî-

ðîå Â. À. Àíäðèåíêî â [1] äîïîëíèë òî÷íîé îöåíêîé ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè 
ïî÷òè âñþäó. Çàòåì â ðàáîòå Ä. Â. Áðåãâàäçå [5] áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî 
äîñòàòî÷íîå óñëîâèå èç [6] ÿâëÿåòñÿ òàêæå íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñõîäè-
ìîñòè ïî÷òè âñþäó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ îäíîêðàòíûõ 
îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ âèäà (1) íà êëàññå âñåõ ÎÍÑ, è áûë äîêàçàí àíàëîã 
ðåçóëüòàòà Sunouchi è Yano äëÿ äâîéíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. 

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïîëó÷åíî ïðåäñòàâëåíèå ñðåäíèõ ×åçàðî îòðèöà-
òåëüíîãî ïîðÿäêà ðÿäà (1) ÷åðåç íåêîòîðûå ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè åãî ïðÿ-
ìîóãîëüíûõ ÷àñòíûõ ñóìì. Äîêàçàííàÿ íèæå òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ äâóìåðíûì 
àíàëîãîì ëåììû 3 èç [1] è ñîäåðæèò, êàê è â îäíîìåðíîì ñëó÷àå, êëþ÷åâóþ 
èäåþ ðåøåíèÿ çàäà÷ î ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè ÷åçàðîâñêèõ ñðåäíèõ îòðèöà-
òåëüíîãî ïîðÿäêà äâîéíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ è îöåíêå ïîðÿäêà èõ ðîñòà. 
 Ðàññìîòðèì íåóáûâàþùóþ ïî êàæäîé ïåðåìåííîé äâîéíóþ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë 1 2( ) ( , ) 0n n nλ = λ >{ } , ñòðåìÿùóþñÿ ê áåñ-

êîíå÷íîñòè ïðè n∗ → ∞ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç 1 1 1( ) ( ,0)n nλ = λ  è 2 2 2( ) (0, )n nλ = λ  
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åå ñëåäû íà êîîðäèíàòíûõ îñÿõ. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ïðåäïîëàãàåì, 
÷òî 1 2(0,0) (0) (0) 1λ = λ = λ = . 

Òåîðåìà. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 1 2( ) ( , ) 0n n nλ = λ >{ }  òàêîâà, 
÷òî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé  

 ( ) ( 1)n n −αλ + ↑  (2) 

è 
1 2

( , ) 0k k km m m= >{ }  – íåêîòîðàÿ ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòü èç 2
+ , êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè: 

 11 / ,         1,2
j jj k k jq m m r j+< ≤ ≤ = , (3) 

è äëÿ íåêîòîðûõ (0,1)jγ ∈  

 
1

( ) ,            1,2j

j jj k km m j
− −γ

λ ↓ = . (4) 

 Òîãäà ïðè óñëîâèè 

 2 2

0

( )i
i

a i
≥

λ < ∞∑  (5) 

äëÿ ëþáîãî 1 2( , ),   0 1,   1,2j jα = α α < α < = , ëþáîé ÎÍÑ ,   x Xϕ ∈ , è 

1k km n m +< ≤  ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî 

 (1) (2) (1,2)1 2

1 2
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

k k k kn m nm m mx S x S x S x S x r x
n n n

−α α α ασ = + + + + , (6) 

ãäå ( ) ( )1 2 (1,2)
1 2( ) ( ),  ( ) ( ),  ( ) ( )

k k k
k k k

i i i i i im m m
i m i m i m

S x i a x S x i a x S x i a x
≤ ≤ ≤

= ϕ = ϕ = ϕ∑ ∑ ∑  

è ïî÷òè âñþäó íà X  

 1 2
1 1 1 2 2 2( ) ( 1) / ( ) ( 1) / ( )n xr x o n n n nα α= + λ + + λ{ } . (7) 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ñîîòíîøåíèå ( )nr x =  

( )x no= γ  ïî÷òè âñþäó íà X , ãäå nγ  – äâîéíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîëî-

æèòåëüíûõ ÷èñåë, îçíà÷àåò, ÷òî 1( ) 0n nr x −γ →  ïî÷òè âñþäó ïðè n∗ → ∞  è 

ñóùåñòâóåò ôóíêöèÿ 2( ) ( )F x L X∈  òàêàÿ, ÷òî 1( ) ( )n nr x F x−γ ≤  äëÿ âñåõ 
2,x X n +∈ ∈  .  

Ïî îïðåäåëåíèþ äëÿ 1k km n m +< ≤  ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå (6) ñ 

 1 1 1 2 2 2( ) / 1 / / / ( )
k

n n i n i i
i m

r x A A i n i n i n a x−α −α
−

≤

= − − α − α − α ϕ +∑ ( )  

 
3 3

( )

1 1

/ ( ) ( ) ( )
j

j
n i n i i n n

j i P j

A A a x x r x−α −α
−

= ∈ =

+ ϕ ≡ ρ +∑ ∑ ∑ ,  (8) 

à ìíîæåñòâà 2
jP +⊂   îïðåäåëÿþòñÿ íåðàâåíñòâàìè  

 
1 2

2
1 1 2 1 1 2( , ) :  1 ,   0k kP i i i m i n i m+= = ∈ + ≤ ≤ ≤ ≤{ } , 

 
1 2

2
2 1 2 1 2 2( , ) :  0 ,   1k kP i i i i m m i n+= = ∈ ≤ ≤ + ≤ ≤{ } , 

 
1 2

2
3 1 2 1 1 2 2( , ) :  1 ,   1k kP i i i m i n m i n+= = ∈ + ≤ ≤ + ≤ ≤{ } . 
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 Ïî àíàëîãèè ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 2 [2, ñ. 7] ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî 

 
1 2

1 2

1 1 2 2

( 1) ( 1)
( )

( ) ( )n x

n n
x o

n n

α α+ + ρ = + λ λ 
.  (9) 

Äëÿ îöåíêè (3) ( )nr x , ïîëàãàÿ ( 1)/2δ = − α +  (ãäå (1 )/2 0− α − δ = − α > , 

1δ > − ), èìååì 

 
1(3) 1
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i P i l n
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ãäå 
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−δ δ δ
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σ = ϕ∑ . 

Òîãäà 

 
2 2(3) 2 1
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r x C n n l l xα −α − δ
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≤ α + − + σ ≤∑ ∑ ( )  

 
21( ) ( )

k
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C m xα − δ

< ≤

≤ α σ∑  .  

(×åðåç ( )C α  çäåñü è äàëåå îáîçíà÷åíû íåêîòîðûå ïîñòîÿííûå, çàâèñÿùèå 

îò óêàçàííîãî ïàðàìåòðà è, âîîáùå ãîâîðÿ, îò jr  è ,  1,2jq j = ). Ñëåäî-

âàòåëüíî,  

 ( )

1

23sup ( )
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n
m n mX

r x dx
+< ≤

≤∫  
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Îòñþäà è èç (5) ïîëó÷àåì 
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≤ α λ ≤ α λ < ∞∑ ∑ ∑ , 

÷òî âëå÷åò ïî òåîðåìå Ëåâè ñ ó÷åòîì (2)–(4) îöåíêó 

 ( )
1 2

3 1 2

1 1 2 2

( 1) ( 1) ( 1)
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( ) ( ) ( )
k

n x x
k
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α α α+  + +   = = +   λ λ λ   
, (10) 

ïîñêîëüêó  

 
1 2 1
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1 1 2 2

( 1) ( 1) ( )
( ) ( ) 2 ( 1)

i i i
i i i

−α α

α

+ + λ + ≤ λ λ  +
, 

òàê êàê ñëåäû íåóáûâàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì 
1

1 1 2 21/ ( ) 1/ ( ) ( )/2n n n−λ + λ ≤ λ[ ] . 

Îöåíèì òåïåðü ïîðÿäîê âåëè÷èíû (2) ( )nr x . Äëÿ ýòîãî ïðåäñòàâèì (2) ( )nr x  

â âèäå 
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k
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+ ϕ ≡ +∑ ∑ . (11) 

Äëÿ (2) ( )nb x  ïðè n∗ → ∞  ñïðàâåäëèâà îöåíêà âèäà (10): 

 ( )
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12 1 2
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k

n x x
k

m n n
b x o o

m n n

α α α
−

−
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.  (12) 

Ïîëàãàÿ 2( 1)/2δ = − α + , çàìåòèì, ÷òî 
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= ϕ∑ ∑ . 

Òîãäà, ñîãëàñíî íåðàâåíñòâó Êîøè – Áóíÿêîâñêîãî, äëÿ âñåõ 
11 kn m>  è 

2 22 1k km n m +< ≤  èìååì îöåíêó 
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 Ïðèìåíÿÿ òåïåðü ê ( )pS x  ïîñëåäîâàòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèå Àáåëÿ è 

íåðàâåíñòâî Êîøè – Áóíÿêîâñêîãî, ïîëó÷àåì 
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Â ñàìîì äåëå, ïîñêîëüêó 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1

1
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− − − − −∆ = − = < , òî 



52 

 
1

1 1

1

1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1
1

1

1 1
0

k

k k

m

n i n n m n m
i

A A A A
−

− −

−
−α −α −α −α

− − − − −
=

∆ = − <∑  
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 Ïîëàãàÿ 

 
1 2 2

(1) 2
1 2 1( ) sup ( ) : ,   

km n k k kx b x n m m n m +Ψ = ≥ < ≤{[ ] } , (15) 

èç (13)–(15) ïîëó÷àåì, ÷òî 
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2
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2

2
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1
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1
0 1
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k
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α

= = +

≤ α ∑ ∑ . 

Îïðåäåëèâ òåïåðü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 

 2
1 2 2

2

22
2 2

0

( ) ( ) ( 1) ( ) ( )
kk k k m

k

F x m m x F x− α

≥

= λ + Ψ ≤∑ , 

ëåãêî âèäåòü, ÷òî 

 
2

2
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2
1 2 2

1
2 2
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0 0 1

( ) ( ) ( )
k

k
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k i
i k i mX

F x dx C m a
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Òîãäà ïî òåîðåìå Ëåâè, ïðèçíàêó Âåéåðøòðàññà, ó÷èòûâàÿ (2)–(4), ïîëó-
÷àåì îöåíêó 

 2(1)
2 2 2( ) ( 1) / ( )n xb x o n nα= + λ{ }  ïðè 2n → ∞  ðàâíîìåðíî ïî 1n . (16) 

Èç (11), (12) è (16) ñëåäóåò, ÷òî 

 
1 2

(2) 1 2

1 1 2 2

( 1) ( 1)
( ) ,        

( ) ( )n x

n n
r x o n

n n

α α

∗
+ + = + → ∞ λ λ 

. (17) 

Î÷åâèäíî, ÷òî âåëè÷èíà (1)
nr  èìååò òàêîé æå ïîðÿäîê.  

Òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç (8)–(10), (17). Îòìåòèì òîëüêî, 
÷òî, â ñîîòâåòñòâèè ñ íàøèìè îáîçíà÷åíèÿìè, îöåíêà îñòàòêà (7) ïðåäïîëà-
ãàåò íå òîëüêî ïîðÿäîê ïðèáëèæåíèÿ ïî÷òè âñþäó, íî è íàëè÷èå ìàæîðàí-

òû 2( )F x L∈  (ñì., íàïðèìåð, çàìå÷àíèå 2 èç [4, c. 249]).  

Òåîðåìà äîêàçàíà. ◊ 
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 Ñîïîñòàâëÿÿ äîêàçàííóþ òåîðåìó ñ àíàëîãè÷íûì ðåçóëüòàòîì äëÿ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ñðåäíèõ ×åçàðî ïîëîæèòåëüíîãî ïîðÿäêà äâîéíûõ îðòî-
ãîíàëüíûõ ðÿäîâ (ñì. ëåììó 2 èç [2]), ìîæíî ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå ìåæäó 
÷åçàðîâñêèìè ñðåäíèìè ïîëîæèòåëüíîãî è îòðèöàòåëüíîãî ïîðÿäêîâ è òåì 
ñàìûì íà îñíîâàíèè òåîðåìû 1 èç [2] óñòàíîâèòü òî÷íûå ïî ïîðÿäêó íà 
êëàññå âñåõ ÎÍÑ îöåíêè ñêîðîñòè ÷åçàðîâñêîãî ñóììèðîâàíèÿ îòðèöàòåëü-
íîãî ïîðÿäêà äâîéíûõ îðòîãîíàëüíûõ ðÿäîâ. 
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ПРО ОДНЕ ЗОБРАЖЕННЯ СЕРЕДНІХ ЧЕЗАРО ВІД’ЄМНОГО ПОРЯДКУ 
ПОДВІЙНИХ ОРТОГОНАЛЬНИХ РЯДІВ 
 
Îòðèìàíî çîáðàæåííÿ äëÿ ñåðåäí³õ ×åçàðî â³ä’ºìíîãî ïîðÿäêó ïîäâ³éíèõ îðòî-
ãîíàëüíèõ ðÿä³â ÷åðåç äåÿê³ ï³äïîñë³äîâíîñò³ ¿õ ïðÿìîêóòíèõ ÷àñòêîâèõ ñóì. 
 
ON SOME REPRESENTATION OF NEGATIVE ORDER CESARO 
MEANS OF DOUBLE ORTHOGONAL SERIES 
 
A representation of negative order Cesaro means of double orthogonal series has been 
obtained by means of the sequences of their rectangular partial sums. 
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