
32 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2003. – 46, ¹ 3. – Ñ. 32-39. 

ÓÄÊ 517.526 
 
Д. І. Боднар 
 
БАГАТОВИМІРНІ УЗАГАЛЬНЕННЯ НЕПЕРЕРВНИХ ДРОБІВ 
 

Ïðîàíàë³çîâàíî ð³çí³ ï³äõîäè äî áàãàòîâèì³ðíèõ óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ 
äðîá³â. 

 
1. Äî íåäàâíüîãî ÷àñó çàãàëüíîïðèéíÿòîþ áóëà äóìêà ïðî òå, ùî âïåð-

øå óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó çàïðîïîíóâàâ Ë. Åéëåð ó 1769 ðîö³ 
[18]. ßê ç’ÿñóâàëîñü, ÿïîíñüêèé ìàòåìàòèê K. Takebe (1664–1739) ùå ðàí³-
øå çàñòîñóâàâ ïîíÿòòÿ, ùî óçàãàëüíþº íåïåðåðâíèé äð³á, äî ðîçâ’ÿçàííÿ 
ä³îôàíòîâèõ íåð³âíîñòåé. Õî÷à ïðÿìèõ äîêàç³â öüîãî íåìàº, àëå â ðîáîò³ 
M. Fujiwara [20], îïóáë³êîâàí³é ó 1939 ðîö³, ðåôåðóºòüñÿ ñòàòòÿ Genkei Na-
rane çà 1728 ð³ê, äå, çîêðåìà, ïåðåãëÿäàþòüñÿ ðåçóëüòàòè K. Takebe. 

Áóëî â³äîìî, ùî äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ä³îôàíòîâî¿ íåð³âíîñò³ 1ax by− < , 

äå ,  a b +∈  , ìîæíà çàñòîñóâàòè ïðàâèëüíèé íåïåðåðâíèé äð³á [14, 23, 27], 

ó ÿêèé ðîçâèâàºòüñÿ â³äíîøåííÿ a
b

. K. Takebe ðîçãëÿíóâ ä³îôàíòîâ³ íå-

ð³âíîñò³ 1ax by c− ± < , äå ,  ,  a b c +∈  . ßêùî äëÿ âèçíà÷åíîñò³ âèáðàòè 
çíàê « − » ïåðåä c  ³ ïîáóäóâàòè àëãîðèòì 
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2. Ùå J. L. Lagrange [25, ñ. 609] äîâ³â, ùî êîæíà êâàäðàòè÷íà ³ððàö³î-
íàëüí³ñòü ðîçâèâàºòüñÿ ó ïðàâèëüíèé íåïåðåðâíèé ïåð³îäè÷íèé äð³á. Ìîæ-

íà ïîáóäóâàòè îäíîïàðàìåòðè÷íó ñ³ì’þ ðîçâèíåíü ,  0t t > , y ïåð³îäè÷í³ 
íåïåðåðâí³ äðîáè, âèêîðèñòîâóþ÷è ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ 
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Ä³éñíèé ïàðàìåòð a  ðåãóëþº îá÷èñëþâàëüíèé ïðîöåñ: çá³æí³ñòü, äâî-
ñòîðîííº íàáëèæåííÿ, çá³æí³ñòü äî çàäàíîãî ðîçâ’ÿçêó ð³âíÿííÿ.  

Ðîçãëÿäàþ÷è ³òåðàö³éíèé ïðîöåñ 
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0 0 0,  ,  1A a B a C= = = , îòðèìóºìî äâîâèì³ðí³ óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâ-

íèõ äðîá³â [13], ïðè÷îìó 2lim ,  limn n
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= = , äå y  – ä³éñíèé êîð³íü 

êóá³÷íîãî ð³âíÿííÿ 3 0y py t+ − = .  

Êîëè 0a = , îòðèìóºìî ìàòðèöþ äëÿ íàáëèæåíîãî îá÷èñëåííÿ 
3 23 : : 1t t , ùî ôàêòè÷íî ðîçãëÿíóâ Ë. Åéëåð. Ìåòîä Åéëåðà áóâ óçàãàëü-

íåíèé ó ðîáîòàõ W. Lorey’à [28], M. Krafft’à [24], M. Müller’à [32], Î. Ì. Õî-
âàíñüêîãî [13, 14]. Íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî òóò âæèâàºòüñÿ òåðì³í «áàãàòî-
âèì³ðí³ íåïåðåðâí³ äðîáè», ïðîòå ÿâíèé âèãëÿä îòðèìàíèõ ïðè öüîìó äðîá³â 
íå âèïèñóºòüñÿ. Ï³äõ³ä Åéëåðà äî óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â íà 
îñíîâ³ ñê³í÷åííî-ð³çíèöåâèõ ð³âíÿíü âèêîðèñòîâóâàâñÿ ï³çí³øå â ðîáîòàõ 
³íøèõ ìàòåìàòèê³â. 

3. L. M. Milne-Thomson [29] çàïðîïîíóâàâ ìàòðè÷íèé ï³äõ³ä äî óçàãàëü-
íåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â. Ðîçãëÿíåìî ïîñë³äîâí³ñòü êâàäðàòíèõ ìàòðèöü 
k -ãî ïîðÿäêó 
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ïåðåðâíèé äð³á, ÿêèé àâòîð íàçèâàº ñïàäíèì íåïåðåðâíèì äðîáîì ðîçì³ð-
íîñò³ k . Âèÿâëÿºòüñÿ, ùî 
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Äð³á, ùî çàäàºòüñÿ çà äîïîìîãîþ äîáóòêó êâàäðàòíèõ ìàòðèöü k -ãî 
ïîðÿäêó 
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Ö³ ðåçóëüòàòè L. M. Milne-Thomson äîïîâ³â íà ²-ìó Ì³æíàðîäíîìó 
ìàòåìàòè÷íîìó êîíãðåñ³ â Öþðèõó â 1932 ðîö³. 

4. Å. Fürshtenau [21] çàïðîïîíóâàâ àëãîðèòì, ùî óçàãàëüíþº íåïåðåðâ-
íèé äð³á. Íåõàé ìàºìî äâà ä³éñíèõ ÷èñëà p  ³ q . Ïðèïóñòèìî, ùî 
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Çà äîïîìîãîþ ïîñë³äîâíèõ âêëàäåíü ä³ñòàíåìî òàê³ âèðàçè äëÿ p  ³ q : 
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Á. Â. Êðóêîâñüêèé [7] âñòàíîâèâ, ùî äðîáè p  ³ q  çá³ãàþòüñÿ, ÿêùî º 
çá³æíèìè ðÿäè  
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5. Äëÿ ïîáóäîâè ðîçâèíåííÿ ä³éñíîãî ÷èñëà ó ïðàâèëüíèé íåïåðåðâíèé 
äð³á âèêîðèñòîâóþòü àëãîðèòì Åâêë³äà. Ï³äõ³äí³ äðîáè öüîãî ðîçâèíåííÿ 
äàþòü íàéêðàù³ ðàö³îíàëüí³ íàáëèæåííÿ çàäàíîãî ÷èñëà. Ìîæíà îòðèìàòè 
áàãàòîâèì³ðí³ óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíèõ äðîá³â, óçàãàëüíþþ÷è àëãîðèòì 
Åâêë³äà. Öåé ï³äõ³ä çàñòîñóâàâ íîðâåçüêèé ìàòåìàòèê Viggo Brun ùå â 
1919 ðîö³. Â³í âèêîðèñòàâ ³íòåðïðåòàö³þ àëãîðèòìó Åâêë³äà ÿê àëãîðèòìó 
«ð³çíèöü». Ìàéæå ÷åðåç 40 ðîê³â â³í ïîâåðíóâñÿ äî ö³º¿ òåìàòèêè [17]. Ðîç-
ãëÿäàþ÷è àëãîðèòì Åâêë³äà ÿê àëãîðèòì «÷àñòîê», ª. Â. Ïîäñèïàí³í [8] ïî-
áóäóâàâ àëãîðèòì, ïî ñóò³, åêâ³âàëåíòíèé äî àëãîðèòìó Brun’a.  

Íåõàé ,k ka ε{ }  – ïîñë³äîâí³ñòü ïàð ÷èñåë òàêèõ, ùî ,  0k ka ∈ ε =  àáî 

1kε = , ³ 1k kδ = − ε . Ïîêëàâøè  
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 lim 0,1 ,          lim 0,1n n

n nn n

q r
p p→∞ →∞

= α ∈ = β ∈[ ] [ ]  (2) 

³, íàâïàêè, äëÿ äîâ³ëüíî¿ ïàðè ä³éñíèõ ÷èñåë ( , ) 0,1 0,1α β ∈ ×[ ] [ ] ³ñíóº ïîñë³-

äîâí³ñòü ïàð ,  k ka ε{ } , äëÿ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿ (1), (2). 

Öåé ï³äõ³ä âèêîðèñòîâóâàëè ó ñâî¿õ ðîáîòàõ ³íø³ àâòîðè, çîêðåìà 
N. Pipping [34], J. B. Rosser [37], H. R. P. Ferguson, R. W. Forcade [19]. 

6. Îäíèì ç íàéá³ëüø âäàëèõ ³ äîñë³äæåíèõ óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ 
äðîá³â º àëãîðèòì ßêîá³ – Ïåððîíà. Ó ñòàòò³ ßêîá³ [22], îïóáë³êîâàí³é ïî-
ñìåðòíî, ïîáóäîâàíî àëãîðèòì, ÿêèé äàâ ìîæëèâ³ñòü ÿê çàâãîäíî òî÷íî íà-
áëèçèòè äâà íåñóì³ðí³ ä³éñí³ ÷èñëà ðàö³îíàëüíèìè ç îäíàêîâèìè çíàìåííè-
êàìè. Öå ïåðøà ñïðîáà çíàéòè òðèâèì³ðí³ àíàëîãè ïðàâèëüíèõ íåïåðåðâíèõ 
äðîá³â. Çá³æí³ñòü àëãîðèòìó îá´ðóíòóâàâ O. Perron [33] ÷åðåç 37 ðîê³â. 

Çà L. Bernstein’îì [15], àëãîðèòìîì ßêîá³ – Ïåððîíà âåêòîðà 
(0) (0) (0) (0) 1
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n na a b a b a b k+ −
− −= − − − = ( ) ( ) , 
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òèíà a , òî àëãîðèòì ïîðîäæóº ïðàâèëüíèé íåïåðåðâíèé äð³á, ó ÿêèé ðîç-

âèâàºòüñÿ ä³éñíå ÷èñëî (0)a : 
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L. Bernstein [15] çíàéøîâ êëàñè àëãåáðè÷íèõ ³ððàö³îíàëüíîñòåé, ðîç-
âèíåííÿ ÿêèõ â óçàãàëüíåí³ íåïåðåðâí³ äðîáè çà àëãîðèòìîì ßêîá³ – Ïåð-
ðîíà º ïåð³îäè÷íèìè, òà çàñòîñóâàâ öåé àëãîðèòì äëÿ çíàõîäæåííÿ îäèíèöü 
àëãåáðè÷íèõ ïîë³â. 

7. Çì³íà êëàñ³â àëãåáðè÷íèõ ³ððàö³îíàëüíîñòåé, ÿê³ ïîðîäæóþòü óçà-
ãàëüíåííÿ ïåð³îäè÷íèõ ïðàâèëüíèõ íåïåðåðâíèõ äðîá³â, çóìîâèëà ìîäèô³-
êàö³¿ öüîãî àëãîðèòìó. 

À. Ïóàíêàðå äàâ ãåîìåòðè÷íó ³íòåðïðåòàö³þ ïðàâèëüíîãî íåïåðåðâíîãî 
äðîáó, â ÿêèé ðîçâèâàºòüñÿ ä³éñíå ÷èñëî α , âèáèðàþ÷è òî÷êè êîîðäèíàòíî¿ 
ñ³òêè, íàéáëèæ÷å ðîçì³ùåí³ äî ïðÿìî¿ y x= α . Íà îñíîâ³ ö³º¿ ³íòåðïðåòàö³¿ 
ó ðîáîò³ [35] â³í ïîáóäóâàâ óçàãàëüíåííÿ íåïåðåðâíîãî äðîáó, âèêîðèñòîâó-
þ÷è ïðîñòîðîâó ïðÿìó ,  y x z y= α = β  ³ ïåâíèì ÷èíîì ïîáóäîâàí³ òåòðàåäð-
ðè. Òàêèì ÷èíîì áóëî îòðèìàíî ñóì³ñí³ íàáëèæåííÿ ïàðè ä³éñíèõ ÷èñåë 
( , )α β  ðàö³îíàëüíèìè ç îäíàêîâèìè çíàìåííèêàìè.  

Ó ïåðåäìîâ³ äî äîêòîðñüêî¿ äèñåðòàö³¿ Ã. Ô. Âîðîíèé [5] êðèòè÷íî ïå-
ðåãëÿíóâ ðåçóëüòàòè ñâî¿õ ïîïåðåäíèê³â. Ç éîãî òî÷êè çîðó, óçàãàëüíåííÿ 
íåïåðåðâíèõ äðîá³â, çàïðîïîíîâàí³ Ë. Ä³ð³õëå, Ë. Êðîíåêåðîì, Ã. Ì³íêîâ-
ñüêèì [30], º íàéïðèðîäí³øèìè óçàãàëüíåííÿìè. Ã. Ô. Âîðîíèé äîâ³â ìåòîäè 
Ë. Ä³ð³õëå, Ë. Êðîíåêåðà äî àëãîðèòìó ³ îòðèìàâ íîâå óçàãàëüíåííÿ íåïå-
ðåðâíîãî äðîáó íà îñíîâ³ ïîíÿòòÿ ñèñòåìè êîâàð³àíòíèõ ôîðì. 

Ñïðîáà óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó íåïåðåðâíèõ äðîá³â çà äîïîìîãîþ äðî-
á³â Ôàðåÿ íàëåæàëà Ãóðâ³öó. Öåé ï³äõ³ä ðîçâèíóâ G. Szekeres [38]. Â³í çà-
ïðîïîíóâàâ íîâèé âàð³àíò óçàãàëüíåííÿ àëãîðèòìó íåïåðåðâíèõ äðîá³â íà 
k -âèì³ðíèé âèïàäîê, áàçóþ÷èñü íà ðîçãëÿä³ óçàãàëüíåíü äðîá³â Ôàðåÿ ó 



37 

k − ìó ôóíäàìåíòàëüíîìó ñèìïëåêñ³. Àëãîðèòì íå º ïåð³îäè÷íèì, àëå º 
çðó÷íèì äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ä³îôàíòîâèõ íàáëèæåíü ³ äëÿ çíàõîä-
æåííÿ îäèíèöü àëãåáðè÷íèõ ïîë³â. 

8. Ùå â Õ² ñò. ³íä³éñüê³ ìàòåìàòèêè äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ä³îôàíòîâîãî ð³â-
íÿííÿ ax by c+ = , äå ,  ,  a b c ∈  , çàñòîñóâàëè ÷èñåëüíèêè òà çíàìåííèêè 

ï³äõ³äíîãî äðîáó, â ÿêèé ðîçâèâàºòüñÿ â³äíîøåííÿ a
b

.  

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ä³îôàíòîâîãî ð³âíÿííÿ  

 1 1 2 2 0 ,       ,     0,1, ,n n ia x a x a x a a i n+ + + = ∈ =  ,  (3) 

çàñòîñîâóâàëè òàêèé àëãîðèòì [6, 26, 31]. Ïîçíà÷èìî (1) ,  1,2, ,i ib a i n= =  . 
Íà ïåðøîìó êðîö³ ìàºìî 

 (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1) (1)
1 2 2 2 2 3 3 3 1,      ,     ,      n n n nb l b r r l b r r l b r−= + = + = + . 

ßêùî (1) 0nr ≠ , òî ïîçíà÷èâøè (2) (1) (2) (1) (2) (1)
1 2 1,  , ,  n n n nb b b b b r−= = = , ïîâòîðþ-

ºìî àëãîðèòì, ïîêè íà k -ìó êðîö³ îòðèìàºìî ( ) 0k
nr = . Òîä³ øóêàºìî ðîçâ’ÿ-

çîê ð³âíÿííÿ (3), äå çàì³ñòü 0a  ìàºìî ( )
1
kb . Öå îäèí ³ç ë³í³éíî íåçàëåæíèõ 

ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿííÿ, îäíîð³äíîãî äî (3). Çìåíøóºìî ÷èñëî íåâ³äîìèõ ³ ïðî-

äîâæóºìî àëãîðèòì, ïîêëàâøè ( 1) ( ) ( 1) ( )
1 2 1, ,k k k k

n nb b b b+ +
−= =  ³ ò. ä. Â³äíîøåííÿ 

i

j

a
a

 ðîçâèâàþòüñÿ ó áàãàòîâèì³ðí³ íåïåðåðâí³ äðîáè ç ðîçãàëóæåííÿìè 

ââåðõ ³ âíèç. ßâíèé âèãëÿä öèõ äðîá³â ó ðîáîòàõ [6, 26, 31] íå çàïèñàíî. 

9. Â. ß. Ñêîðîáîãàòüêî [9, 10] çàïðîïîíóâàâ áàãàòîâèì³ðíå óçàãàëüíåííÿ 
íåïåðåðâíîãî äðîáó äëÿ ôóíêö³é áàãàòüîõ çì³ííèõ, íàçâàâøè éîãî 
ã³ëëÿñòèì ëàíöþãîâèì äðîáîì. Îñîáëèâ³ òà ÷àñòêîâ³ âèïàäêè òàêèõ äðîá³â 
ðîçãëÿäàëè ðàí³øå. Ó ðîáîò³ Ilse Pratje [36] âîíè âèíèêëè ïðè çàñòîñóâàíí³ 

êîìïîçèö³é â³äîáðàæåíü Æóêîâñüêîãî 1 1

1 1
,  1, 2,

2
n n n

n
n n

a w a
w n

a w
+ +

+ +

 = + = 
 

 , äî 

çàäà÷³ óí³ôîðì³çàö³¿, ó Â. Ï. Òåðñüêèõ [12] – ïðè äîñë³äæåíí³ ìåõàí³÷íèõ 
êîëèâàíü ó ð³çíèõ åíåðãåòè÷íèõ óñòàíîâêàõ ó ñóäíîáóäóâàíí³. 

Ã³ëëÿñò³ ëàíöþãîâ³ äðîáè (ÃËÄ) âèçíà÷àþòüñÿ çà äîïîìîãîþ êîìïîçèö³é 
áàãàòîâèì³ðíèõ äðîáîâî-ë³í³éíèõ â³äîáðàæåíü. ÃËÄ – öå ïîñë³äîâí³ñòü 

nf{ } , äå 
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. 

Õàðàêòåðíèõ ðåêóðåíòíèõ ôîðìóë äëÿ ÷èñåëüíèê³â ³ çíàìåííèê³â ï³ä-
õ³äíèõ äðîá³â áàãàòîâèì³ðíèõ óçàãàëüíåíü íåïåðåðâíèõ äðîá³â, ùî ðîç-
ãëÿäàëèñü ðàí³øå, äëÿ ÃËÄ íå ³ñíóº. Ð³çí³ àñïåêòè â äîñë³äæåíí³ àíàë³-
òè÷íî¿ òåîð³¿ ÃËÄ ðîçãëÿäàëèñü ó ìîíîãðàô³ÿõ [1, 4, 9] òà îãëÿäîâèõ ñòàò-
òÿõ [2, 3,16]. 

Ì. Ñ. Ñÿâàâêî [11] çàïðîïîíóâàâ êîíòèíóàëüíèé àíàëîã ÃËÄ ³ çàñòîñó-
âàâ éîãî äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 

Íàâåäåíèé ó ñòàòò³ îãëÿä äîñë³äæåíü íå ïðåòåíäóº íà ïîâíîòó. Íàìè 
âèêîðèñòàíî á³áë³îãðàô³þ, ç³áðàíó, íà æàëü, ïîê³éíèì íèí³ ³ñòîðèêîì 
ìàòåìàòèêè ². ². Ãåðàñèìîì. 
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Ïðîàíàëèçèðîâàíû ðàçëè÷íûå ïîäõîäû ê ìíîãîìåðíûì îáîáùåíèÿì íåïåðåðûâíûõ 
äðîáåé. 
 
MULTIDIMENSIONAL GENERALIZATIONS OF CONTINUED FRACTIONS 
 
Different approaches to multidimensional generalization of continued fractions are 
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