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ЗАДАЧА КОШІ ДЛЯ 2b
→

-ПАРАБОЛІЧНИХ СИСТЕМ  
ІЗ ВИРОДЖЕННЯМ НА ПОЧАТКОВІЙ ГІПЕРПЛОЩИНІ 
 

Âñòàíîâëåíî òåîðåìó ïðî ï³äâèùåííÿ ãëàäêîñò³ òà àïð³îðí³ îö³íêè ðîçâ’ÿç-

ê³â çàäà÷³ Êîø³ äëÿ ë³í³éíî¿ 2b
→

-ïàðàáîë³÷íî¿ ñèñòåìè ð³âíÿíü, ùî ìàº ñëàáêå 
âèðîäæåííÿ íà ïî÷àòêîâ³é ã³ïåðïëîùèí³. 

 
Îá’ºêòîì çä³éñíþâàíîãî â ö³é ñòàòò³ äîñë³äæåííÿ º îäèí êëàñ ë³í³éíèõ 

ïàðàáîë³÷íèõ çà Ñ. Ä. Åéäåëüìàíîì ñèñòåì ð³âíÿíü ³ç âèðîäæåííÿì íà ïî-
÷àòêîâ³é ã³ïåðïëîùèí³. Äëÿ öüîãî êëàñó ñèñòåì ðîçãëÿäàºòüñÿ çàäà÷à Êîø³ 
ç³ çâè÷àéíèìè ïî÷àòêîâèìè óìîâàìè. Äîñë³äæåííÿ òàêèõ çàäà÷ ðîçïî÷àòî â 

ïðàöÿõ [1–3] ç ìåòîþ ïåðåíåñåííÿ ðåçóëüòàò³â ç [4–9, 11–13] íà 2b
→

-ïàðàáî-
ë³÷í³ ñèñòåìè ç âèðîäæåííÿì íà ïî÷àòêîâ³é ã³ïåðïëîùèí³. Ó ïðàöÿõ [1, 3], 
çîêðåìà, ïîáóäîâàíî ôóíäàìåíòàëüíó ìàòðèöþ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Êîø³ 
(ÔÌÐÇÊ), äîñë³äæåíî ¿¿ âëàñòèâîñò³ òà âëàñòèâîñò³ ïîðîäæåíèõ íåþ ïîòåí-
ö³àë³â; ó [2] îäåðæàíî ³íòåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ Êîø³. 

Ö³ ðåçóëüòàòè îäåðæàíî çà óìîâè ³ñíóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ ñïðÿæåíèõ 
ñèñòåì, ùî çâóæóº ñôåðó ¿õ çàñòîñóâàííÿ, çîêðåìà, äî êâàç³ë³í³éíèõ ñèñ-
òåì. Òîìó ïîäàëüøå äîñë³äæåííÿ â öüîìó íàïðÿìêó ïîòðåáóâàëî âèêîðèñ-
òàííÿ òåõí³êè àïð³îðíèõ îö³íîê, ùî ïåðåäáà÷àº ïîãëèáëåíå âèâ÷åííÿ âëàñ-
òèâîñòåé ÔÌÐÇÊ Z , çîêðåìà, ÿê ôóíêö³¿ ÷àñîâî¿ çì³ííî¿, à òàêîæ ïîõ³ä-
íèõ â³ä îá’ºìíîãî ïîòåíö³àëó. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ ìàòðèö³ Z  íàâåäåíî 
â [1, 3], à îá’ºìíîãî ïîòåíö³àëó – â [10]. Äîâåäåí³ â [10] ëåìè ìàþòü ³ ñàìîñ-
ò³éíèé ³íòåðåñ, îñê³ëüêè ñòîñóþòüñÿ âëàñòèâîñòåé ³íòåãðàëüíèõ îïåðàòîð³â 
çàãàëüíî¿ êîíñòðóêö³¿, ÿê³ ä³þòü ó ñïåö³àëüíèõ âàãîâèõ ïðîñòîðàõ Ãåëüäåðà, 
áóäîâà ÿêèõ º á³ëüø çàãàëüíîþ, í³æ â³äïîâ³äíèõ ïðîñòîð³â ç ïðàö³ [13]. Öå 
äàëî ìîæëèâ³ñòü îäåðæàòè ðåçóëüòàòè, ÿê³ óòî÷íþþòü ³ äîïîâíþþòü ðå-
çóëüòàòè, íàâåäåí³ â [13]. 

1. Êîðèñòóâàòèìåìîñÿ òàêèìè ïîçíà÷åííÿìè: 1,  , , nn b b  ³ N  – çàäàí³ 

íàòóðàëüí³ ÷èñëà; 12 (2 , ,2 ),  nb b b b
→

≡   – íàéìåíøå ñï³ëüíå êðàòíå ÷èñåë 

 1
1

    , , ,  / ,  2 /(2 1),  1, , ;  ;  
n

n j j j j j j
j

b b m b b q b b j n M m T
=

≡ ≡ − ∈ ≡ ∑ { }  – çà-

äàíå äîäàòíå ÷èñëî; NC  ³ NNC  – ñóêóïíîñò³ â³äïîâ³äíî âñ³õ ñòîâïö³â âèñîòè 

N  ³ ìàòðèöü ðîçì³ðó N N× , åëåìåíòàìè ÿêèõ º êîìïëåêñí³ ÷èñëà; k ≡  

1

n

j j
j

m k
=

≡ ∑ , ÿêùî 1( , , )nk k k≡   – ìóëüòè³íäåêñ; I  – îäèíè÷íà ìàòðèöÿ ïî-

ðÿäêó ;   : 0, 0, )N Tα → ∞[ ] [  ³ : 0, 0, )Tβ → ∞[ ] [  – çàäàí³ íåïåðåðâí³ ôóíêö³¿ 

òàê³, ùî (0) (0) 0,  ( ) 0,  ( ) 0t tα β = α > β >  äëÿ 0t >  ³ β  ìîíîòîííî íåñïàäíà; 

 
( )

( , ) ,     ( , ) ,           0
( ) ( )

t t
dA t B t d t T

τ τ

β θθτ ≡ τ ≡ θ < τ ≤ ≤
α θ α θ∫ ∫ ;  

 
1

1

( , , ) exp ( , ) ,    0 ,    ,   0j j
n

q q n
c j

j

E t x c B t x t T x c
−

=

 τ ≡ − τ < τ ≤ ≤ ∈ > 
 

∑ ( )  ; 
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1/2

2/
0

1

( ; ) j
n

m
j j

j

p x x x x
=

 ′ ′≡ −  
∑ , 

 
1/21/ 2

0 0,( , ; , ) ( , ) ( ; ) ,     ( , ); ( , )b
Tp t x t x A t t p x x t x t x′ ′ ′ ′ ′ ′≡ + ⊂ Π[ ]( ) ( ) { }[ ] . 

Ðîçãëÿíåìî ñèñòåìó N  ð³âíÿíü âèãëÿäó  

 0
1 2

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k
t k x

k b

t I t a t x a t x u t x f t x
≤ ≤

 α ∂ − β ∂ − = 
 ∑ , 

 (0,( , ) Tt x ∈ Π ] , (1) 

äå (0, (0,: ,   2 ,   :k T NN T Na C k b f CΠ → ≤ Π →] ]  – çàäàí³, à (0,: T Nu CΠ →]  – 

íåâ³äîìà ôóíêö³¿. 
Âèêîðèñòîâóâàòèìåìî òàê³ óìîâè.  

1°. ²ñíóº òàêà ñòàëà 0ρ > , ùî äëÿ äîâ³ëüíèõ 0,( , ) Tt x ∈ Π [ ]  ³ 
nσ ∈   p  –

êîðåí³ 1, , Np p  ð³âíÿííÿ 
2

det ( , ) ( ) 0k
k

k b

a t x i pI
=

 σ − = 
 

∑  çàäîâîëüíÿþòü 

íåð³âíîñò³ 
2

1

Re ( , , ) ,  1, ,j
n

b
j j

j

p t x j N
=

σ ≤ − ρ σ ∈∑ { } . 

2°. Êîåô³ö³ºíòè ,  2ka k b≤ , îáìåæåí³ é íåïåðåðâí³ çà t  â 0,TΠ [ ]  (ïðè 

öüîìó íåïåðåðâí³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ç 2k b=  ð³âíîì³ðíà ùîäî nx ∈  ), à òà-

êîæ çàäîâîëüíÿþòü ó 0,TΠ [ ]  óìîâó Ãåëüäåðà çà x  ç ïîêàçíèêîì (0,1)γ ∈  

ùîäî â³äñòàí³ 0p : 

 0    0, ,      , ,     ,     2nC t T x x k k b′∃ > ∀ ∈ ∀ ⊂ ∀ ≤[ ] { }  : 

 0( , ) ( , ) ( , ) ( ; )x
x k k ka t x a t x a t x C p x x

γ′ ′ ′∆ ≡ − ≤ ( ) .  

3°. Ôóíêö³¿ ,  2ka k b≤ , îáìåæåí³ é çàäîâîëüíÿþòü óìîâó  

 0     , (0, ,     ,    ,    ,    2nC t t T t t x k k b′ ′∃ > ∀ ⊂ < ∀ ∈ ∀ ≤]{ }  : 

 
/(2 )

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
bt

t k k ka t x a t x a t x C A t t
γ′ ′ ′∆ ≡ − ≤ ( ) . 

4°. Êîåô³ö³ºíòè ,  2ka k b≤ , ìàþòü îáìåæåí³ é íåïåðåðâí³ çà t  ïîõ³ä-

í³ ,  2k
x ka k b∂ ≤ , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ó 0,TΠ [ ]  óìîâó Ãåëüäåðà çà x  â³äíîñ-

íî 0p  ç ïîêàçíèêîì (0,1)γ ∈ . 

 5°.  01 /(2 )
0

0

(0,1),   0   (0, :     ( , )
( )

t
b dK t T B t K− + γ τ∃ γ ∈ ∃ > ∀ ∈ τ ≤

α τ∫] ( ) . 

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ( , 0)A T < ∞ , ³ ïîçíà÷àòèìåìî ÷åðåç 1γ  ÷èñëî 

0γ − γ . Çã³äíî ç [1, 3] çà óìîâ 1°–3° äëÿ ñëàáêî âèðîäæåíî¿ ñèñòåìè (1) ³ñíóº 

ÔÌÐÇÊ, äëÿ ÿêî¿ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè  

 ( )/(2 )( , ; , ) ( , ) ( , , )M k bk
x cZ t x C B t E t x− +∂ τ ξ ≤ τ τ − ξ( ) , (2) 

 ,
, ( , ; , ) ( , ; , ) ( , ; , )t x k k k

t x x x xZ t x Z t x Z t x
′ ′ ′ ′∆ ∂ τ ξ ≡ ∂ τ ξ − ∂ τ ξ ≤  
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 ( )/(2 )( , ; , ) ( , ) ( , , )M k b
cC p t x t x B t E t x

γ − + + γ′ ′≤ τ τ − ξ +( ) ( ) (  

 ( , , ) ,     0 ,   , ,   2n
cE t x t t T x k b′ ′ ′+ τ − ξ < τ < < ≤ ξ ⊂ ≤) { }  . (3) 

2. Äëÿ ôóíêö³é (0,: T Nu CΠ →]  áóäåìî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîñòîðè ,
,rCγ λ

µ  

ç [10] ó âèïàäêó δ = β . Çà äîïîìîãîþ öèõ ïðîñòîð³â îçíà÷èìî ïðîñòîðè ,
,rU γ λ

µ  

³ ,
0U γ λ  äëÿ çàäàíèõ ÷èñåë , (0,1 ,  0,1,γ λ ⊂ µ ∈ ]{ } { }  ³ r ∈  . Âîíè ñêëàäà-

þòüñÿ â³äïîâ³äíî ç ôóíêö³é 0,0
, 1ru Cµ +∈  ³ 0,0

0,0u C∈ , ÿê³ ìàþòü ïîõ³äí³ 

,  0 2k
xu k b∂ < ≤ , ùî íàëåæàòü â³äïîâ³äíî äî ïðîñòîð³â 

, /(2 )

, 1 /(2 )

b

r k b
C

ζ ζ
µ + −  ³ 

/(2,
0,0

b
C

ζζ
, äå ζ = γ  äëÿ 2k b<  ³ ζ = λ  äëÿ 2k b= . Íîðìè â ïðîñòîðàõ âè-

çíà÷àþòüñÿ â³äïîâ³äíî ôîðìóëàìè 

 ,
,

, /(2 ) , /(2 )0,0
, 1 , 1 /(2 ) ,

0 2 2
r

b bk k
x xU r r k b r

k b k b

u u u uγ λ
µ

γ γ λ λ
µ + µ + − µ

< < =

≡ + ∂ + ∂∑ ∑ , 

 ,
0

, /(2 ) , /(2 )0,0

0,0 0,0 0,0
0 2 2

b bk k
x xU

k b k b

u u u uγ λ
γ γ λ λ

< < =

≡ + ∂ + ∂∑ ∑ . 

Äëÿ ñëàáêî âèðîäæåíî¿ ñèñòåìè (1) ìîæíà ñòàâèòè ïî÷àòêîâó óìîâó â 
êëàñè÷íîìó ñåíñ³ 

 0( , ) ( ),        n
tu t x x x= = ϕ ∈  . (4) 

Ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ïî÷àòêîâà ôóíêö³ÿ : n
NCϕ →  íàëåæèòü äî 

ïðîñòîðó 2bC + γ , ÿêèé ñêëàäàºòüñÿ ç íåïåðåðâíèõ ôóíêö³é, äëÿ ÿêèõ º ñê³í-
÷åííîþ íîðìà  

 2b+ γϕ ≡  

 
1

,2 0

( ) ( )
sup sup (0, ) (0, )

(0, ) ( ; )n n

k x k
x x x

x x xk b
x x

x x
x x

x p x x

′
−

γ
′∈ ∈≤

′≠

 ∂ ϕ ∆ ∂ ϕ ′≡ + Ψ + Ψ   Ψ ′  
∑

{ }

( )
( ) 

, 

äå ôóíêö³ÿ Ψ  òàêà, ÿê ³ â [10]. ÔÌÐÇÊ Z  äëÿ ñèñòåìè (1) ïîðîäæóº îá’ºì-
íèé ïîòåíö³àë  

 (0,
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ,      ( , )
( )

n

t

T
du t x Z t x f d t xτ= τ ξ τ ξ ξ ∈ Π

α τ∫ ∫ ]


, (5) 

âëàñòèâîñò³ ÿêîãî îïèñàí³ â íàñòóïíèõ ëåìàõ. 

Ëåìà 1. Íåõàé äëÿ êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè (1) âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°, 2°. 
Òîä³ º ïðàâèëüíèìè òâåðäæåííÿ: 

à) ÿêùî ,0
1, ,  ,  0,1, ,  0rf C rλ

µ+∈ λ ≤ γ µ ∈ ≥{ } , òî ôóíêö³ÿ (5) ìàº íåïå-

ðåðâí³ ïîõ³äí³, ÿê³ âõîäÿòü ó ñèñòåìó (1) ³ îá÷èñëþþòüñÿ çà òàêèìè 
ôîðìóëàìè: 

 (0,
0

( , ) ( , ; , ) ( , ) ,   ( , ) ,   2
( )

n

t
k k
x x T

du t x Z t x f d t x k bτ∂ = ∂ τ ξ τ ξ ξ ∈ Π ≤
α τ∫ ∫ ]


, (6) 

 
0

( , ) ( , ; , ) ( , )
( )

n

t
k k x
x x

du t x Z t x f dξ
τ∂ = ∂ τ ξ ∆ τ ξ ξ +

α τ∫ ∫


 

 (0,
0

( , )
( , ; , ) ,   ( , ) ,   2

( )
n

t
k
x T

f x
Z t x d d t x k b

τ + ∂ τ ξ ξ τ ∈ Π =  α τ ∫ ∫ ]


, (7) 
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0

( ) ( , ) ( , ) ( ) ( , ; , ) ( , )
( )

n

t
x

t t
dt u t x f t x t Z t x f dξ

τα ∂ = + α ∂ τ ξ ∆ τ ξ ξ +
α τ∫ ∫


 

 (0,
0

( , )
( ) ( , ; , ) ,       ( , )

( )
n

t

t T
f x

t Z t x d d t x
τ + α ∂ τ ξ ξ τ ∈ Π  α τ ∫ ∫ ]


; (8) 

á) ÿêùî ,0
0,0 ,  f Cλ∈ λ ≤ γ , ³ äîäàòêîâî ïðèïóñêàºòüñÿ âèêîíàííÿ óìî-

âè 5° ç äåÿêèì 0 ,γ < λ  òî ôóíêö³ÿ (5) ìàº íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³, ÿê³ âõîäÿòü 

ó ñèñòåìó (1) ³ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6)–(8); 

â) ÿêùî 0,0
1, ,  0,1, ,  0rf C rµ+∈ µ ∈ ≥{ } , òî äëÿ ôóíêö³¿ (5) òà ¿¿ 

ïîõ³äíèõ, ÿê³ îá÷èñëþþòüñÿ çà ôîðìóëàìè (6), ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 
0,0 0,0

1,,1 /(2 )
,       2k

x rr k b
u C f k bµ+µ + −

∂ ≤ < , (9) 

 
,0 0,0

1,,1 /(2 )
,         2k

x rr k b
u C f k b

γ
µ+µ + −

∂ ≤ <[ ] . (10) 

Çàóâàæåííÿ. Ç îö³íîê (9), (10) âèïëèâàº, ùî ,0
,1 /(2 ) ,  

k
x r k bu C kγ

µ + −∂ ∈ <  

2b< , äëÿ äîâ³ëüíèõ 0,1,µ ∈ { }  ³ 0r ≥  ³, îòæå, ,0
, ,  2k

x ru C k bγ
µ∂ ∈ < . 

Ëåìà 2. Íåõàé ó ñèñòåì³ (1) êîåô³ö³ºíòè ,  2ka k b≤ , çàëåæàòü 

ò³ëüêè â³ä ïàðàìåòð³â (0,( , ) Tyθ ∈ Π ] , ïðè÷îìó ÿê ôóíêö³¿ öèõ ïàðàìåòð³â 

âîíè çàäîâîëüíÿþòü óìîâè 1°–3°. Íåõàé, äàë³, 0 ( , ; , ; , )G y⋅ ⋅ ⋅ ⋅ θ  – ÔÌÐÇÊ 

äëÿ ñèñòåìè 

 0 (0,
2

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,    ( , )k
t k x T

k b

t I t a y a y u t x t x
=

 α ∂ − β θ ∂ − θ = ∈ Π 
 ∑ ] . (11) 

ßêùî ,0
1, ,  /(2 )rf C r bγ∈ > γ , òî äëÿ ³íòåãðàëà  

 0 (0,
0

( , ; , ) ( , ; , ; , ) ( , ) ,    ( , ), ( , )
( )

n

t

T
dv t x y G t x y f d t x yτθ ≡ τ ξ θ τ ξ ξ θ ∈ Π

α τ∫ ∫ ]{ }


, 

º ïðàâèëüíèì òàêå òâåðäæåííÿ: ôóíêö³¿ 
( , ) ( , )

( , ) ( , ; , )k
k x y t x

v t x v t x y
θ =

≡ ∂ θ , 

(0,( , ) Tt x ∈ Π ] , íàëåæàòü äî ïðîñòîð³â 
, /(2 )

,1 /(2 )
,  0 2

bk
x r k b
u C k b

γ γ
µ + −

∂ ∈ < ≤ , ³ 

ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 
, /(2 ) ,0

1,0,1 /(2 )
,            0 2

b

k rr k b
v C f k b

γ γ γ
+ −

≤ < ≤ . (12) 

  ßêùî ,0
0,0f Cγ∈  ³ äîäàòêîâî âèêîíóºòüñÿ óìîâà 5° ç 0γ < γ , òî kv , 

0 2k b< ≤ , íàëåæàòü äî ïðîñòîð³â , /(2 )
0,0

bC ζ ζ  ³ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 , /(2 ) ,0
0,00,0

,          0 2b
kv C f k bζ ζ γ≤ < ≤ , (13) 

äå ,ζ = γ  ÿêùî 2k b< , ³ 1ζ = γ , ÿêùî 2k b= .  

Ä î â å ä å í í ÿ  ëåì 1 ³ 2 ïðîâîäèòüñÿ çà äîïîìîãîþ â³äïîâ³äíèõ ëåì ç 
ïðàö³ [10]. 

Íàâåäåìî ùå îäíå òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ ÿêîãî º àíàëîã³÷íèì äî 
äîâåäåííÿ â³äïîâ³äíèõ òâåðäæåíü ³ç [2] ³ ´ðóíòóºòüñÿ íà ôîðìóë³ ¥ð³íà – 
Îñòðîãðàäñüêîãî.  
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Ëåìà 3. Íåõàé ôóíêö³ÿ 0,: T Nu CΠ →[ ]  íåïåðåðâíà, çàäîâîëüíÿº óìîâó 

 0

( , )
0    0, : ; sup

( , )nx

u t x
C t T W u t C

t x∈
∃ > ∀ ∈ ≡ ≤

Ψ
[ ] [ ]


 

³ º â (0,TΠ ]  ðîçâ’ÿçêîì ñèñòåìè (1), ó ÿê³é f  íåïåðåðâíà â (0,TΠ ]  ³ çàäî-

âîëüíÿº óìîâó 0
0

;
( )

T
dW f ττ < ∞

α τ∫ [ ] .  

ßêùî âèêîíóþòüñÿ óìîâè 1°, 2° ³ 4°, òî º ïðàâèëüíîþ ôîðìóëà 

 ( , ) ( , ; 0, ) (0, )
n

u t x Z t x u d= ξ ξ ξ +∫


 

 (0,
0

( , ; , ) ( , ) ,      ( , )
( )

n

t

T
d Z t x f d t xτ+ τ ξ τ ξ ξ ∈ Π

α τ∫ ∫ ]


, (14) 

äå Z  – ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè (1). 

3. Îñíîâí³ ðåçóëüòàòè ñòàòò³ ì³ñòÿòüñÿ ó íàñòóïí³é òåîðåì³. 

Òåîðåìà. Íåõàé êîåô³ö³ºíòè ,  2ka k b≤ , ñèñòåìè (1) çàäîâîëüíÿ-

þòü óìîâè 1°–3° ç äåÿêèì (0,1)γ ∈ , âèêîíóºòüñÿ óìîâà 5° ç 0γ < γ , 
,0

0,0( , 0) ,  A T f Cγ< ∞ ∈  ³ 2bC + γϕ ∈ . Òîä³ ÿêùî u  – ðåãóëÿðíèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 

Êîø³ (1), (4) ç ïðîñòîðó 0,0
0U , òî 1,

0u U γ γ∈  ³ ñïðàâäæóºòüñÿ îö³íêà 

 1,
0

,02
0,0

b
Uu C fγ γ

γ+ γ≤ ϕ +( ) . (15) 

Ä î â å ä å í í ÿ. Òâåðäæåííÿ òåîðåìè äîâåäåìî çà ìåòîäèêîþ, çàïîçè÷å-
íîþ ç ïðàöü [7, 8, 12]. Ï³äñòàâèìî ðîçâ’ÿçîê u  â ñèñòåìó (1) ³ çàïèøåìî 
îäåðæàíó òîòîæí³ñòü ó âèãëÿä³ 

 0
1 2

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , )k
t k x

k b

t I t a t y a t y v t x
≤ ≤

 α ∂ − β ∂ − = 
 ∑  

 ( ) ( )
1 2 (0,( , ) ( , ),        ( , )y y

Tf t x f t x t x= + ∈ Π ] , (16) 

äå  v u≡ − ϕ , 

 ( )
1 0

1 2

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )y k
k x

k b

f t x f t x t a t y x a t y x
≤ ≤

≡ + β ∂ ϕ + ϕ∑ , 

 ( )
2 0

1 2

( , ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )y y k y
x k x x

k b

f t x t a t x u t x a t x u t x
≤ ≤

≡ β ∆ ∂ + ∆∑ , 

(0,( , ) ;  Tt x y∈ Π ]  – äîâ³ëüíî ô³êñîâàíà òî÷êà ç n . 

Îñê³ëüêè êîåô³ö³ºíòè ñèñòåìè (16) íå çàëåæàòü â³ä x , à 
0

0
t

v
=

= , òî 

íà ï³äñòàâ³ ëåìè 3 ìàºìî çîáðàæåííÿ 

 1 2 (0,( , ) ( , ; ) ( , ; ) ( ),        ( , ) Tu t x u t x y u t x y x t x= + + ϕ ∈ Π ] , (17) 

äå 

 ( )

0

( , ; ) ( , ; , ; ) ( , ) ,      1,2
( )

n

t
y

j j
du t x y G t x y f d jτ≡ τ ξ τ ξ ξ ∈

α τ∫ ∫ { }


, (18) 

( , ; , ; )G y⋅ ⋅ ⋅ ⋅  – ÔÌÐÇÊ äëÿ ñèñòåìè 

 0 (0,
1 2

( ) ( ) ( , ) ( , ) ( , ) 0,       ( , )k
t k x T

k b

t I t a t y a t y v t x t x
≤ ≤

 α ∂ − β ∂ − = ∈ Π 
 ∑ ] . 
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Äëÿ G  ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (2) òàê³, ÿê äëÿ ìàòðèö³ Z , à òàêîæ 
îö³íêè (3) äëÿ ïðèðîñòó çà çì³ííîþ y . 

Ç ïðèïóùåíü ùîäî êîåô³ö³ºíò³â ñèñòåìè (1), ôóíêö³é f  ³ ϕ  âèïëèâàº, 

ùî äëÿ êîæíî¿ ô³êñîâàíî¿ òî÷êè ny ∈   ôóíêö³ÿ ( )
1

yf  íàëåæèòü äî ïðîñòî-

ðó ,0
0,0Cγ . Òîìó íà ï³äñòàâ³ ëåìè 1 ìàºìî 

 1( , ; )k
xu t x y∂ =  

 ( )
1 (0,

0

( , ; , ; ) ( , ) , ( , ) ,   2
( )

n

t
k y
x T

d G t x y f d t x k bτ= ∂ τ ξ τ ξ ξ ∈ Π <
α τ∫ ∫ ]


, (191) 

 1( , ; )k
xu t x y∂ =  

 ( )
1

0

( , ; , ; ) ( , )
( )

n

t
k x y
x

d G t x y f dξ
τ= ∂ τ ξ ∆ τ ξ ξ +

α τ∫ ∫


 

 
( )
1

(0,
0

( , )
( , ; , ; ) ,  ( , ) ,  2

( )
n

t y
k
x T

f x
G t x y d d t x k b

τ + ∂ τ ξ ξ τ ∈ Π =  α τ ∫ ∫ ]


. (20) 

Äëÿ ôóíêö³¿ 2u  òàêîæ ñïðàâäæóþòüñÿ ð³âíîñò³ 

 ( )
2 2

0

( , ; ) ( , ; , ; ) ( , ) ,    2
( )

n

t
k k y
x x

du t x y G t x y f d k bτ∂ = ∂ τ ξ τ ξ ξ <
α τ∫ ∫


, (192) 

àëå îäåðæàòè äëÿ ö³º¿ ôóíêö³¿ ôîðìóëè, àíàëîã³÷í³ äî (20), âçàãàë³ êàæó÷è, 

íå ìîæíà. Öå ïîâ’ÿçàíî ç òèì, ùî ôóíêö³ÿ ( )
2
yf  íå íàëåæèòü äî ïðîñòîðó 

,0
0,0Cγ , îñê³ëüêè âîíà ì³ñòèòü ïîõ³äí³ â³ä ðîçâ’ÿçêó, óìîâà Ãåëüäåðà çà x  äëÿ 

ÿêèõ íå ïðèïóñêàºòüñÿ. ßêùî, îäíàê, ïðîàíàë³çóâàòè äîâåäåííÿ ôîðìóë 

(20), òî ìîæíà ïåðåêîíàòèñÿ, ÿê ³ â [7], ùî ³ñíóþòü ïîõ³äí³ 2 ( , ; )k
xu y∂ ⋅ ⋅ , 

2k b= , ó òî÷ö³ x y= , äëÿ ÿêèõ º ïðàâèëüíèìè ôîðìóëè 

 2 0
0

( , ; ) ( , ; , ; ) ( , ) ( , )
( )

n

t
k k y
x xx y x y

du t x y G t x y a uξ= =
τ ∂ = ∂ τ ξ ∆ τ ξ τ ξ +α τ ∫ ∫


 

 (0,
0 2

( ) ( , ) ( , ) ,   ( , ) ,  2y k
k x T

k b

a u d t y k bξ
< ≤

+ β τ ∆ τ ξ ∂ τ ξ ξ ∈ Π =
∑ ] . (21) 

Îñê³ëüêè ð³âíîñò³ (17), (191), (192), (20) ³ (21) ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ áóäü-

ÿêî¿ òî÷êè ny ∈  , òî ïîêëàâøè â íèõ y x= , îäåðæèìî 

 1 2( , ) ( , ; ) ( , ; ) ( )k k k k
x x x xy x y x
u t x u t x y u t x y x

= =
∂ = ∂ + ∂ + ∂ ϕ , 

 (0,( , ) ,     2Tt x k b∈ Π ≤] . (22) 

Ïðîâ³âøè îö³íêè äëÿ äîäàíê³â ç (22), îäåðæèìî íåð³âí³ñòü 

 
,02 1 /(2 )

0,0
0

( ) ( , ) ( )
( )

t
b b dW t C f C B t W

γ+ γ − + γ τ< ϕ + + τ τ
α τ∫( ) ( ) , 

 0
2

( ) ; ,       (0,k
x

k b

W t W u t t T
≤

≡ ∂ ∈∑ ][ ] . (23) 
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 Íà ï³äñòàâ³ óìîâè 5° ìàºìî 

 0( )/(2 )1 /(2 )

0

( , ) ( ,0)
( )

t
bb dB t K B t

γ − γ− + γ ττ ≤
α τ∫ ( ) ( ) . (24) 

Íåõàé ÷èñëî (0,t T∗ ∈ ] òàêå, ùî 

 0( )/(2 )
( ,0) 1

b
CK B t

γ − γ∗ <( ) , (25) 

äå C  – ñòàëà ç (23), à K  – ñòàëà ç óìîâè 5°. Òîä³ çà äîïîìîãîþ (24) ³ (25) ç 

íåð³âíîñò³ (23) äëÿ (0,t t∗∈ ]  îäåðæèìî 

 
,02

1 0,0
(0,

sup ( ) b

t t

W t C f
∗

λ+λ

∈
< ϕ +

]

( ) , (26) 

äå 0
1

( )/(2 )
1 1 ( ,0)

b
C C CK B t

−
γ − γ∗ ≡ − 

 
( ) . 

Äëÿ t t∗>  ç óðàõóâàííÿì (23) ³ (26) ìàºìî 

 
/(2 )12 ,0

0,0
0

( ) ( , ) ( )
( )

t
bb dW t C f C B t W

∗
γ− ++ γ γ τ≤ ϕ + + τ τ +

α τ∫( ) ( )  

 
1 /(2 ) ,02

0,0
( , ) ( )

( )

t
b b

t

dC B t W C f
∗

− + γ γ+ γτ+ τ τ ≤ ϕ + +
α τ∫ ( ) ( )  

 0( )/(2 )

(0,

( ,0) sup ( )
b

t t

CK B t W t
∗

γ − γ∗

∈
+ +

]

( )  

 ( )( ) ( )1 21 /(2 )( , ) ( )
( )

t
bb

t

dC A t W
∗

− + γ− + γ τ+ τ β τ τ ≤
α τ∫ ( )  

 
1 /(2 ),02

2 30,0
( , ) ( )

( )

t
bb

t

dC f C A t W
∗

− + γγ+ γ τ≤ ϕ + + τ τ
α τ∫( ) ( ) , 

äå  0( )/(2 ) 1 /(2 )
2 1 31 ( ,0) ,     ( )

b b
C C C K B t C C t

γ − γ − + γ∗ ∗ ≡ + ≡ β 
 

( ) ( ) . 

Çâ³äñè âèïëèâàº òàêà íåð³âí³ñòü äëÿ W : 

 1 /(2 )( ) ( , ) ( ) ,          ( ,
( )

t
b

t

dW t a b A t W t t T
∗

− + γ ∗τ≤ + τ τ ∈
α τ∫ ]( ) . (27) 

Òóò 
,02

2 0,0
ba C f

γ+ γ≡ ϕ +( )  ³ 3b C≡ . 

Ç íåð³âíîñòåé (26) ³ (27), ÿê ³ â [8], îäåðæóºìî îö³íêó 

 0,0
0

,02
0,0

b
Uu C f

γ+ γ≤ ϕ +( ) . (28) 

Çàóâàæèìî, ùî äëÿ ìîëîäøèõ ïîõ³äíèõ (22) ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 
,0 ,02

0,00,0
,       2bk

xu C f k b
γ γ+ γ∂ ≤ ϕ + <( )[ ] . (29) 

Ïåðåéäåìî äî îö³íîê ïðèðîñò³â ïîõ³äíèõ â³ä u . Äëÿ öüîãî çàïèøåìî 
òàêå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçêó: 

 1 2 (0,( , ) ( , ; , ) ( , ; , ) ( ),      ( , ) Tu t x u t x y u t x y x t x= θ + θ + ϕ ∈ Π ] , (30) 

äå ( , )yθ  – äîâ³ëüíî ô³êñîâàíà òî÷êà øàðó (0,TΠ ] , 
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 ( , ; , )ju t x yθ ≡  

 ( , )
0 (0,

0

( , ; , ; , ) ( , ) , ( , ) ,   1,2
( )

n

t
y

j T
d G t x y F d t x jθτ≡ τ ξ θ τ ξ ξ ∈ Π ∈

α τ∫ ∫ ] { }


, (31) 

0 ( , ; , ; , )G y⋅ ⋅ ⋅ ⋅ θ  – ÔÌÐÇÊ ñèñòåìè (11),  

 ( , )
1 0

2

( , ) ( , ) ( ) ( , ) ( ) ( , ) ( )y k
k x

k b

F t x f t x t a y x a y xθ

=

≡ + β θ ∂ ϕ + θ ϕ +∑  

 ,
, 0

0 2

( ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )k y
k x t x

k b

t a t x u t x a t x u t xθ

< <

+ β ∂ + ∆∑ , (321) 

 ( , ) ,
2 ,

2

( , ) ( ) ( , ) ( , )y y k
t x k x

k b

F t x t a t x u t xθ θ

=

≡ β ∆ ∂∑ . (322) 

Çîáðàæåííÿ (30) îäåðæóºìî àíàëîã³÷íî, ÿê (17), çà äîïîìîãîþ ëåìè 3. Ç 

ïðèïóùåíü òåîðåìè òà îö³íîê (29) âèïëèâàº, ùî ( , ) ,0
1 0,0

yF Cθ γ∈  äëÿ áóäü-ÿêî¿ 

ô³êñîâàíî¿ òî÷êè (0,( , ) Tyθ ∈Π ] , à òîìó íà ï³äñòàâ³ ëåìè 2 ôóíêö³¿ ( )
1 ( , )ku t x ≡  

1 (0,( , ) ( , )
( , ; , ) ,  ( , )k

x Ty t x
u t x y t x

θ =
≡ ∂ θ ∈ Π ] , íàëåæàòü äî ïðîñòîð³â 1 1, /(2 )

0,0
b

C
γ γ

, 

0 2k b< ≤ . Çà äîïîìîãîþ (13), (28) ³ (321), ìàºìî 

 , 1
0

,02
1 0,0

b
U

u C fγ γ
γ+ γ≤ ϕ +( ) . (33) 

Îá´ðóíòóâàííÿ ìîæëèâîñò³ äèôåðåíö³þâàííÿ äðóãîãî äîäàíêà ç (30) 
ïðîâîäèòüñÿ áåçïîñåðåäíüî. Ïðè öüîìó äëÿ ìîëîäøèõ ïîõ³äíèõ ñïðàâäæó-
þòüñÿ ôîðìóëè, ÿê³ îäåðæóþòüñÿ ç (192) çàì³íîþ  2 ( , ; ),  ( , ; , ; )u t x y G y⋅ ⋅ ⋅ ⋅ , 

( )
2 ( , )yf ⋅ ⋅  íà ( , )

2 0 2( , ; , ),  ( , ; , ; , ),  ( , )yu t x y G y F θθ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ θ ⋅ ⋅  â³äïîâ³äíî. 

Ïîõ³äí³ 2( , ; , ),  2k
xu y k b∂ ⋅ ⋅ θ = , ³ñíóþòü ó òî÷ö³ ( , ) ( , )t x y= θ  ³ âèçíà-

÷àþòüñÿ ôîðìóëàìè 

 2 0( , ) ( , ) ( , ) ( , )
0

( , ; , ) ( , ; , ; , )
( )

n

t
k k
x xt x y t x y

du t x y G t x y
= θ = θ

τ∂ θ = ∂ τ ξ θ ×
α τ∫ ∫


 

 ,
, (0,

2

( ) ( , ) ( , ) ,   ( , ) ,  2y k
k x T

k b

a u d y k bθ
τ ξ

=

 × β τ ∆ τ ξ ∂ τ ξ ξ θ ∈ Π = 
 ∑ ] . (34) 

Îö³íèìî ïðèðîñòè ïîõ³äíèõ ( )
2 2 ( , ) ( , )

( , ) ( , ; , ) ,   ( , )k k
x y t x

u t x u t x y t x
θ =

≡ ∂ θ ∈  

( ]0, ,  0 2T k b∈ Π < ≤ .  

Çàóâàæèìî, ùî ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè 

 0,0
0

(2 )/(2 )( )
2 ( , ) ( , ) ( ,0)

b k bk
Uu t x C t x B t u

− + γ≤ Ψ ( ) , 

 (0,( , ) ,      0 2Tt x k b∈ Π < ≤] . (35) 

Êîëè 2
0 ( ,0)bp B t≥ , òî çà äîïîìîãîþ (35) îäåðæóºìî 

 ( ) ( ) ( )
2 2 2( , ) ( , ) ( , )x k k k

x u t x u t x u t x
′ ′∆ ≤ + ≤  
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 0,0
0

(2 )/(2 )
( ,0) ( , ) ( , )

b k b
UC u B t t x t x

− + γ ′≤ Ψ + Ψ ≤( ) ( )  

 0,0
0 0 ( , ) ( , ) ,       0 2UC u p t x t x k bγ ′≤ Ψ + Ψ < ≤( ) . (36) 

Íåõàé 2
0 ( ,0)bp B t<  ³ ÷èñëî 0t  º òàêèì, ùî 2

0 0( , ) bB t t p= . Íà ï³äñòàâ³ (34) 

çàïèøåìî çîáðàæåííÿ 

 ( )
2 ( , )x k

x u t x
′∆ =  

 
0

( , )
0 2

( , ) ( , )0

( , ; , ; , ) ( , )
( )

n

t
x k y
x x

y t x

d G t x y F d
′ θ

θ =

τ  = ∆ ∂ τ ξ θ τ ξ ξ + α τ  ∫ ∫


 

 
0

( , )
0 2

( , ) ( , )0

( , ; , ; , ) ( , )
( )

n

t
x k t x
x y

y t x

d G y t x F d
′

θ =

τ  + ∆ ∂ θ τ ξ τ ξ ξ + α τ  ∫ ∫


 

 
0

( , )
0 2

( , ) ( , )0

( , ; , ; , ; ) ( , )
( )

n

t
k x t x

xx
y t x

d G t x y F d
′

′
′θ =

τ  ′+ ∂ τ ξ θ ∆ τ ξ ξ + α τ  ∫ ∫


 

 

0

( , )
0 2

( , ) ( , )
( , ; , ; , ) ( , )

( )
n

t
k y
x

y t xt

d G t x y F dθ

θ =

τ  + ∂ τ ξ θ τ ξ ξ − α τ  ∫ ∫


 

 

0

( , )
0 2

( , ) ( , )
( , ; , ; , ) ( , )

( )
n

t
k y
x

y t xt

d G t x y F dθ
′

θ =

τ  ′− ∂ τ ξ θ τ ξ ξ α τ  ∫ ∫


. (37) 

Îö³íþþ÷è ³íòåãðàëè ç (37), îòðèìóºìî îö³íêè 

 0,0
0

( )
2 0( , ) ( , ) ( , ) ,     2x k

x Uu t x Cp u t x t x k b
′ γ ′∆ ≤ Ψ + Ψ =( ) . (38) 

Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (30), (322), (33), (36) ³ (38) âèïëèâàº, ùî 1 ,0( , )
2 1,0

yF Cγθ ∈ . Íà 

ï³äñòàâ³ ëåìè 2 îäåðæèìî, ùî ( )
2
ku  íàëåæèòü äî ïðîñòîðó 1 1

, /(2 )

0,0

b
C

γ γ
 äëÿ 

2k b=  ³ ñïðàâäæóþòüñÿ îö³íêè (12), ó ÿêèõ kv  çàì³íåíî íà ( )
2
ku , à f  – 

íà ( ),
2
t xF . Îòæå, 1,

2 0u U γ γ∈  ³ 

 1,
0

,02
2 0,0

b
U

u C fγ γ
γ+ γ≤ ϕ +( ) . (39) 

 Ç³ ñï³ââ³äíîøåíü (30), (33) ³ (39) âèïëèâàº, ùî 1,
0u U γ γ∈  ³ ñïðàâäæóºòüñÿ 

îö³íêà (15). Òåîðåìó äîâåäåíî. ◊ 
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ЗАДАЧА КОШИ ДЛЯ 2b
→

-ПАРАБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ С ВЫРОЖДЕНИЕМ  
НА НАЧАЛЬНОЙ ГИПЕРПЛОСКОСТИ  
 
Äîêàçàíà òåîðåìa î ïîâûøåíèè ãëàäêîñòè è àïðèîðíûõ îöåíêàõ ðåøåíèé çàäà÷è 

Êîøè äëÿ ëèíåéíîé 2b
→

–ïàðàáîëè÷åñêîé ñèñòåìû óðàâíåíèé, êîòîðàÿ èìååò 
ñëàáîå âûðîæäåíèå íà íà÷àëüíîé ãèïåðïëîñêîñòè. 
 

CAUCHY PROBLEM FOR 2b
→

-PARABOLIC SYSTEMS WITH DEGENERATION 
ON INITIAL HYPERPLANE  
 
The theorem on increase of smoothness and a priori estimations of solutions to Cauchy 

problem for linear 2b
→

-parabolic system of equations, having weak degeneration on 
initial hyperplane, is set. 
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