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ÓÄÊ 539.3 
 
Л. А. Фильштинский 
 
ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ПО ВРЕМЕНИ ОДНОРОДНЫЕ РЕШЕНИЯ УРАВНЕНИЯ 
ТЕПЛОПРОВОДНОСТИ ДЛЯ АНИЗОТРОПНОГО СЛОЯ В 3  
 

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé óðàâíåíèé 

òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ â 3 . Ñ èñïîëüçîâàíèåì ýòèõ 
ðåøåíèé ðàññìîòðåíà ãðàíè÷íàÿ çàäà÷à òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ ñëîÿ, îñëàá-
ëåííîãî ñêâîçíîé òóííåëüíîé ïîëîñòüþ, íà ïîâåðõíîñòè êîòîðîé çàäàí ïåðè-
îäè÷åñêè èçìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè òåïëîâîé ïîòîê. Çàäà÷à î òåïëîâûõ âîë-
íàõ â ñëîå ñ ïîëîñòüþ ñâåäåíà ê ñèñòåìå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. 

 
Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ïîñòðîåíà ïîëíàÿ ñèñòåìà îäíîðîäíûõ ðåøåíèé 

äëÿ ñëîÿ â 3  ïðè óñëîâèè, ÷òî òåìïåðàòóðà öèêëè÷åñêè èçìåíÿåòñÿ âî 
âðåìåíè, à íà îñíîâàíèÿõ ñëîÿ îíà âûäåðæèâàåòñÿ ðàâíîé íóëþ. Ãðàíè÷íàÿ 
çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ ñëîÿ ñ òóííåëüíîé ñêâîçíîé ïîëîñòüþ ñâåäåíà ê ñèñòå-
ìå îäíîìåðíûõ èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. 

1. Ðå÷ü èäåò îá èíòåãðèðîâàíèè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ ïàðàáî-
ëè÷åñêîãî òèïà ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè 

 ( ) 0,         0L D c u c c
t ε

∂ − = = ρ > ∂ 
, 

 
3

, 1

( ) ,         ,        mn m n mn nm n
nm n

L D a a a
x=

∂= ∂ ∂ = ∂ =
∂∑ , (1) 

â ñëîå 1 2 3,  ,  x x h x h−∞ < < ∞ − < <  ïðè âûïîëíåíèè îäíîðîäíûõ ãðàíè÷-
íûõ óñëîâèé íà åãî îñíîâàíèÿõ 

 
3

0
x h

u
=±

= . (2) 

Â óðàâíåíèè (1) âåëè÷èíû mna  èìåþò ñìûñë òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñ-

òè; cε  – óäåëüíàÿ òåïëîåìêîñòü ìàòåðèàëà; t  – âðåìÿ. 

Äëÿ T -ïåðèîäè÷åñêîãî ïî âðåìåíè ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è Äèðèõëå 
(1), (2) ïîëîæèì 

1 2 3Re ( ),        ( , , ),          2 /i tu e U U U x x x Tω= = = π ω . (3) 

Èñêëþ÷àÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ (3) âðåìÿ â óðàâíåíèè (1), ïðèâåäåì åãî ê âèäó 

 ( ) 0L D ic U− ω ={ } . (4) 

Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (4) ïðîâåäåì îïåðàòîðíûì ìåòîäîì. Ïîëàãàÿ U′ =  
2

3 3,  U U U′′= ∂ = ∂ , ïðåäñòàâèì ýòî óðàâíåíèå â ôîðìå 

 2 0U AU BU′′ ′+ + = , (5) 

ãäå 

 13 1 23 2
33

1 ( )A a a
a

= ∂ + ∂ , 

 2 2
11 1 12 1 2 22 2

33

1 ( 2 )B a a a ic
a

= ∂ + ∂ ∂ + ∂ − ω . 

Ïðîèíòåãðèðîâàâ óðàâíåíèå (5), ïîëó÷èì 

 3 1
3 1 3 2(cos ) ( sin )AxU e x C x C− −= α + α α{ } , 

 2 2 2 2
11 1 12 1 2 22 2 332 ,       /B A ic aα = − = ∆ ∂ + ∆ ∂ ∂ + ∆ ∂ − Ω Ω = ω , 
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2 2

11 13 12 13 23 22 23
11 12 222

33 33 33 33 3333

,    ,    0
a a a a a a a
a a a a aa

   ∆ = − ∆ = − ∆ = − >   
   

, 

 1 1 1 2 2 2 1 2( , ),        ( , )C C x x C C x x= = . (6) 

Äëÿ îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ,  1,2kC k = , ïðèâëå÷åì ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ 

(2), êîòîðûå â àìïëèòóäàõ èìåþò âèä 1 2( , , ) 0U x x h± = . Ñ ó÷åòîì (6) 
ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îïåðàòîðíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé: 

 1
1 2(cos ) ( sin ) 0Ahe h C h C− −α + α α ={ } , 

 1
1 2(cos ) ( sin ) 0Ahe h C h C−α − α α ={ } . (7) 

Ââåäåì ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ 1ψ  ïî ôîðìóëàì 

 1
1 1 2 1( sin ) ,       (cos )Ah AhC e h C e h− − −= α α ψ = − α ψ . (8) 

Òîãäà ïåðâîå óðàâíåíèå èç (7) áóäåò óäîâëåòâîðåíî, à èç âòîðîãî ïîëó÷èì 

 1
1( sin 2 ) 0h−α α ψ = . (9) 

Ïðåäñòàâèâ îïåðàòîð-ôóíêöèþ â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (9) â âèäå 
ðÿäà, ïîëó÷èì äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå áåñêîíå÷íîãî ïîðÿäêà îòíîñè-
òåëüíî 1ψ : 

 
1

2
1

0

(2 )
( 1) 0

(2 1)!

k
k k

k

h
k

∞ +

=

 − α ψ = + ∑ . (10) 

Äëÿ åãî ðåøåíèÿ ââåäåì ñèñòåìó ôóíêöèé 1 2( , )j x xϕ , óäîâëåòâîðÿþùèõ 

óðàâíåíèÿì 

 2 2( ) 0j jα − µ ϕ = . (11) 

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî 2 2k k
j j jα ϕ = µ ϕ , ïîýòîìó èç òðåáîâàíèÿ, ÷òîáû ôóíêöèÿ 

jϕ  óäîâëåòâîðÿëà óðàâíåíèþ (10), ïîëó÷àåì 

 1 sin(2 ) 0j j
j

hµ ϕ =
µ

. 

Òàêèì îáðàçîì, íåòðèâèàëüíûå ðåøåíèÿ jϕ  óðàâíåíèÿ (9) ñóùåñòâóþò 

è ñîîòâåòñòâóþùèå èì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ÷èñëà jµ  îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâàìè 

 ,        1, 2,
2j
j

j
h

πµ = = ± ±  . 

Îñòàíîâèìñÿ áîëåå ïîäðîáíî íà îïðåäåëåíèè ñîáñòâåííûõ ôóíêöèé jϕ . 

Ââîäÿ íåâûðîæäåííîå ïðåîáðàçîâàíèå êîîðäèíàò 

 1 1 2 2 2,          x x px x x∗ ∗ ∗= − = ∆ , 

 212 11

22 22
,        ,        0p q q p∗∆ ∆

= = ∆ = − >
∆ ∆

, (12) 

ïðèâåäåì óðàâíåíèå (11) ê âèäó 

 2 2( ) 0j j∗∇ − ν ϕ = , 

 2 2 2
1 2 ,         / ,         1,2m mx m∗

∗ ∗ ∗ ∗∇ = ∂ + ∂ ∂ = ∂ ∂ = , 
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2 1/2

22

j
j j ji

∗

µ + Ω ν = = α + β 
∆ ∆ 

. (13) 

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî jϕ  – êîìïëåêñíûå ìåòàãàðìîíè÷åñêèå ôóíêöèè â 

àôèííûõ ïåðåìåííûõ 1 2, x x∗ ∗ . Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0,  1,2,j jα > =  . 

Ýòî óñëîâèå îáåñïå÷èâàåò çàòóõàíèå ôóíêöèé 1 2( , )j x x∗ ∗ϕ  íà áåñêîíå÷íîñòè. 

Ó÷èòûâàÿ (9), (11), ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ 1ψ  ïðåäñòàâèì â âèäå 

 1 1 2
1

( , )j
j

x x
∞

∗ ∗

=

ψ = ϕ∑ . (14) 

Âûÿñíèì òåïåðü ñòðóêòóðó ðåøåíèÿ èñõîäíîé ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1), 
(2). Ïîäñòàâëÿÿ ñîîòíîøåíèÿ (8) â ôîðìóëó (6), äëÿ àìïëèòóäû U  ïîëó÷èì 

 3( ) 1
1 3 1sin ( )A h xU U e h x− + −= = α α − ψ{ } . (15) 

Â ñèëó (11) èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

 1
3 3

1sin ( ) sin ( )j j j
j

h x h x−α α − ϕ = µ − ϕ
µ

[ ] . (16) 

Ïîäñòàâëÿÿ â (15) ôóíêöèþ 1ψ  èç (14) è ó÷èòûâàÿ ïðè ýòîì (16), ïîëó÷èì 
ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1), (2) â ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå: 

 1 1Re ( )i tu e Uω= , 

 3( )
1 3 1 2

1

1 sin ( ) ( , )A h x
j j

jj

U e h x x x
∞

− + ∗ ∗

=

= µ − ϕ
µ∑ [ ] . (17) 

Ðàññìîòðèì òåïåðü âòîðîå ðåøåíèå îïåðàòîðíîé ñèñòåìû (7), ââîäÿ 
ðàçðåøàþùóþ ôóíêöèþ 2ψ  ïî ñîîòíîøåíèÿì 

 1
1 2 2 2( sin ) ,            (cos )Ah AhC e h C e h−= α α ψ = α ψ . 

Òîãäà âòîðîå èç óðàâíåíèé (7) áóäåò óäîâëåòâîðåíî, à èç ïåðâîãî ïîëó÷àåì 
ðàçðåøàþùåå óðàâíåíèå (9) äëÿ ôóíêöèè 2ψ . Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íî ïðåäû-
äóùåìó, íàõîäèì âòîðîå ðåøåíèå ãðàíè÷íîé çàäà÷è (1), (2): 

 2 2Re ( )i tu e Uω= , 

 3( )
2 3 1 2

1

1 sin ( ) ( , )A h x
j j

jj

U e h x x x
∞

− ∗ ∗

=

= µ + ϕ
µ∑ [ ] . (18) 

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñðåäû ( 13 23 0a a= = ) ïî-
ëó÷àåì îêîí÷àòåëüíûå âûðàæåíèÿ 

 1 3 2 3
1 1

1 1sin ( ) ,       sin ( )j j j j
j jj j

U h x U h x
∞ ∞

= =

= µ − ϕ = µ + ϕ
µ µ∑ ∑[ ] [ ] . 

Èç íèõ ìîæíî ñêîìáèíèðîâàòü ñèììåòðè÷íûå è êîñîñèììåòðè÷íûå îòíîñè-
òåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ñëîÿ îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ: 

 
∞

+ ∗ ∗
+

=

π + = + = − ϕ  ∑1 2 3 2 1 1 2
0

(2 1)1 ( ) ( 1) cos ( , )
2 2

j
j

j

j
U U U x x x

h
, 

 
∞

− ∗ ∗

=

π = − = − ϕ 
 ∑2 1 3 2 1 2

1

1 ( ) ( 1) sin ( , )
2

j
j

j

j
U U U x x x

h
. (19) 
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2. Âîçâðàùàÿñü ê îáùåìó ñëó÷àþ ïðÿìîëèíåéíîé àíèçîòðîïèè, ââåäåì 
ïåðåìåííûå 

 13 23
1 2 3

33 33
( )

a a
x x px h x p

a a∗
 = − − + − 
 

, 

 23
2 3

33
( )

a
y x h x

a
∗

∗
 = ∆ − + 
 

. (20) 

Ïîëàãàÿ äàëåå 

 3( )(1)
1 2( , )A h x

j je x x− + ∗ ∗Φ = ϕ , (21) 

ôîðìóëó (17) çàïèøåì â âèäå 

 (1)
1 3

1

1 sin ( )j j
jj

U h x
∞

=

= µ − Φ
µ∑ [ ] . (22) 

Èç ðàâåíñòâà (21) ñëåäóåò, ÷òî (1)
jΦ  ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òðåõ ïåðåìåí-

íûõ 1 2 3,  ,  x x x . Òî÷íåå, ïîêàæåì, ÷òî (1) (1) ( , )j j x y∗ ∗Φ = Φ , ãäå ïåðåìåííûå 

,  x y∗ ∗  îïðåäåëåíû ðàâåíñòâàìè (20). Äëÿ ýòîãî ïîäñòàâèì âûðàæåíèå (22) â 
èñõîäíîå äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå (4). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé 

 (1) (1) (1)
30,           2 0j j j jωΦ = ω∂ Φ + Λ Φ = , (23) 

ãäå 
 13 1 23 2 33 3a a aω = ∂ + ∂ + ∂ , 

 2 2 2 2
11 1 12 1 2 22 2 33 3 332 ( )j ja a a a aΛ = ∂ + ∂ ∂ + ∂ − ∂ − µ + Ω . 

Ïåðâîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (23) óäîâëåòâîðÿåòñÿ íà ëþáîé íåïðå-
ðûâíî äèôôåðåíöèðóåìîé ôóíêöèè ïåðåìåííûõ ,  x y∗ ∗ . Äåéñòâèòåëüíî, 
îïåðàòîð ω  â ýòèõ ïåðåìåííûõ èìååò âèä 

 23 13 23
13 23 33

33 33
0

pa a a
a a p a

x y x a x a y
∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗

−∂ ∂ ∂ ∂ ∂   ω = + ∆ − + − ∆ ≡   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
. 

Âòîðîå èç óðàâíåíèé ñèñòåìû (23) òåïåðü èìååò âèä (1) 0j jΛ Φ = , ïðè÷åì 

îïåðàòîð jΛ  â ïåðåìåííûõ ,  x y∗ ∗  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå: 

 
∗ ∗∗ ∗

∂ ∂ ∂Λ = + + − Ω + µ
∂ ∂∂ ∂

2 2 2
2

332 2
2 ( )j ja e b a

x yx y
, 

 2 2
11 12 22 23 13

33

12 ( )a a pa a p pa a
a

= − + − − , 

 23
12 22 23 13

33
( )

a
e a pa pa a

a
∗  = ∆ − + − 

 
, 

 
2

2 223
22 22

33
,        j j

a
b a

a
∗ ∗ = ∆ − Ω + µ = ∆ ∆ ν 

 
. (24) 

Ïîñòîÿííûå ,  ,  a b e , ôèãóðèðóþùèå â (24), îïðåäåëÿåì, ó÷èòûâàÿ ñîîòíî-
øåíèÿ (6), (12): 

 33 22 ,       0a b a e∗= = ∆ ∆ = . 

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ (1)
jΦ  ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîëüíûì ðåøåíèåì 
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óðàâíåíèÿ òèïà Ãåëüìãîëüöà â ïåðåìåííûõ (20): 

 
2 2

2 (1)
2 2

0,        Re 0,       1,2,j j j j
x y∗ ∗

∂ ∂ + − ν Φ = ν > = 
 ∂ ∂

 . (25) 

Íàðÿäó ñ (22) ìîæíî ââåñòè âòîðîå ðåøåíèå 2U :  

 2 1 2 3 1 1 2 3( , , ) ( , , )U x x x U x x x= − − − . 

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ 2U  òàêæå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (4) è äëÿ íåå 
èìååì 

 2 2Re ( )i tu e Uω= , 

 (2)
2 3

1

1 sin ( )j j
jj

U h x
∞

=

= µ + Φ
µ∑ [ ] . (26) 

Ïðè ýòîì ôóíêöèÿ (2)
jΦ  ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ 

 
2 2

2 (2)
2 2

0j j
x y∗∗ ∗∗

∂ ∂ + − ν Φ = 
 ∂ ∂

, (27) 

ãäå 

 13 23
2 1 3

33 33
( )

a a
x px x h x p

a a∗∗
 = − − − − 
 

, 

 23
2 3

33
( )

a
y x h x

a
∗

∗∗
 = − ∆ + − 
 

. 

Èç ôóíêöèé (22), (26) ìîæíî ñîñòàâèòü îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ ãðàíè÷íîé 
çàäà÷è (1), (2), îáëàäàþùèå öåíòðàëüíîé èëè êîñîé ñèììåòðèåé îòíîñèòåëü-
íî íà÷àëà êîîðäèíàò. Ïîëîæèì 

 (2) (1)
1 2 3 1 2 3( , , ) ( , , ),         1,2,j jx x x x x x jΦ = Φ − − − =  . 

Òîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå ðåøåíèÿ ïðèìóò âèä 

 Re ( ),          Re ( )i t i tu e U u e U+ ω + − ω −= = , 

 1 2 1 2
1 1( ),         ( )
2 2

U U U U U U+ −= + = − . 

3. Â êà÷åñòâå ïðèëîæåíèÿ ïîñòðîåííûõ îäíîðîäíûõ ðåøåíèé ðàññìîò-
ðèì ãðàíè÷íóþ çàäà÷ó òåïëîïðîâîäíîñòè äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî 
(â ñìûñëå òåïëîâûõ ñâîéñòâ) ñëîÿ, ñîäåðæàùåãî ñêâîçíóþ òóííåëüíóþ ïî-
ëîñòü. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà ïîâåðõíîñòè S  ïîëîñòè çàäàí öèêëè÷åñêè èç-
ìåíÿþùèéñÿ âî âðåìåíè òåïëîâîé ïîòîê q , ñîîòâåòñòâóþùèé ñèììåòðè÷íî-
ìó îòíîñèòåëüíî ñðåäèííîé ïëîñêîñòè ñëîÿ ðàñïðåäåëåíèþ òåìïåðàòóð: 

 1 2 3Re ( ) ,           ( , , )i tQ e q x Sω= ξ ξ = ξ ξ ∈{ } , 

 1 2 3
0

(2 1)
( ) ( 1) ( , ) cos

2
j

j
j

j
q q x

h

∞

=

π +ξ = − ξ ξ∑ , (28) 

à íà áåñêîíå÷íîñòè ( 1 2,  x x→ ∞ → ∞ ) òåìïåðàòóðà ðàâíà íóëþ. Êîíòóð 

ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ ïîëîñòè îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ . Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî Γ  – 
ïðîñòàÿ çàìêíóòàÿ äîñòàòî÷íî ãëàäêàÿ êðèâàÿ. 

Ãðàíè÷íîå óñëîâèå íà ïîâåðõíîñòè S  çàïèøåì â âèäå [2] 

 1 1 2 2nq q n q n Q= + = , 

 1 11 1 12 2 2 12 1 22 2,      q a u a u q a u a u= − ∂ − ∂ = − ∂ − ∂ , 

 1 2cos ,         sinn n= ψ = ψ , (29) 
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ãäå ψ  – óãîë ìåæäó âíåøíåé íîðìàëüþ ê êîíòóðó Γ  è îñüþ 1Ox , à êîýô-

ôèöèåíòû mna  – êîìïîíåíòû òåíçîðà òåïëîïðîâîäíîñòè ìàòåðèàëà ñëîÿ. 

Ââåäåì êîìïëåêñíóþ ïåðåìåííóþ 1 2z x i x∗ ∗
∗ = +  è îïåðàòîðû êîìïëåêñ-

íîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ 

 1 2
1 2 1 2

1 1,      ,     
2 2

i i z x ix
z zx x x x

∗ ∗
∗∗ ∗ ∗ ∗

∗ ∗

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = − = + = −   ∂ ∂   ∂ ∂ ∂ ∂
. 

Â ýòèõ ïåðåìåííûõ êîìïîíåíòû âåêòîðà òåïëîâîãî ïîòîêà áóäóò èìåòü âèä 

 1 22Re ( ) ,    ,    1, 2k k k
uq a a i p k
z

∗
∗ ∗

∗

 ∂= − + ν ν = ∆ − = ∂ 
. (30) 

Èñêëþ÷èâ âðåìÿ èç ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (29), ñâåäåì åãî ñ ó÷åòîì 
ðàâåíñòâ (3), (28), (30) ê ñëåäóþùåé ñèñòåìå ãðàíè÷íûõ ðàâåíñòâ: 

 
∗ ∗

∂ ∂ β + β = − ξ ∂ ∂ 
( )

S

U U q
z z

, 

 
∗ ∗

∂ ∂ β + β = − ξ ξ ∈ ∂ ∂ 
( ),         

S

U U q S
z z

, 

 11 21 12 22( ) ( ) cos ( ) sina a a a∗ ∗β = β ψ = + ν ψ + + ν ψ . (31) 

Î÷åâèäíî, âòîðîå ðàâåíñòâî â (31) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî, ïîýòî-
ìó îñòàåòñÿ îäíî èç íèõ. Äàëåå èñêëþ÷èì èç (31) òîëùèííóþ êîîðäèíàòó 

3x . Äëÿ ýòîãî âîñïîëüçóåìñÿ ïåðâûì èç ñîîòíîøåíèé (20) è ïðåäñòàâëå-
íèåì (28). Èç óðàâíåíèÿ (31) ïîëó÷èì  

 2 1 2 1 1 2 1 2( , ),    ( , ) ,    0,1,j j jq j
z z+ +

∗ ∗ Γ

∂ ∂ β ϕ + β ϕ = − ξ ξ ξ ξ ∈ Γ = ∂ ∂ 
 . (32) 

Òàêèì îáðàçîì, ñèììåòðè÷íàÿ çàäà÷à äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîãî 
ñëîÿ ñ òóííåëüíîé ïîëîñòüþ ñâîäèòñÿ ê (íå áîëåå ÷åì) ñ÷åòíîé ñîâîêóïíîñ-
òè êîìïëåêñíûõ ôóíêöèîíàëüíûõ óðàâíåíèé (32) îòíîñèòåëüíî êîìïëåêñ-
íûõ ìåòàãàðìîíè÷åñêèõ ôóíêöèé 2 1j+ϕ . Ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî ôèêñèðîâàí-

íîãî çíà÷åíèÿ 0,1,j =   èìååì îäíî óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî îäíîé íåèç-
âåñòíîé ôóíêöèè. 

Äëÿ ïðèâåäåíèÿ ãðàíè÷íîé çàäà÷è (32) ê èíòåãðàëüíûì óðàâíåíèÿì 
ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ 2 1j+ϕ  â âèäå îáîáùåííîãî ïîòåíöèàëà ïðîñòîãî ñëîÿ 

 2 1 1 2 0( , ) ( ) ( ) ,      0,1,j j jx x p K ds j∗ ∗ ∗
+

Γ

ϕ = ζ ν ρ =∫  , (33) 

 1 2 2 1,       ,       j ji z ∗
∗ ∗ +ζ = ξ + ξ ∈ Γ ρ = ζ − ν = ν , 

 1 2 1 2 2z x ix x px i x∗ ∗ ∗
∗ = + = − + ∆ , 

 1 2 2p i ∗
∗ζ = ξ − ξ + ∆ ξ , 

ãäå ( )mK z  – ôóíêöèÿ Ìàêäîíàëüäà ïîðÿäêà m  [1]; ( )jp ζ  – èñêîìàÿ ïëîò-

íîñòü; ds  – ýëåìåíò äóãè êîíòóðà Γ . 
Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ [3] 

 0 ( ) ( ),       
2

mm
im i

mm
K r e K r z re

z
− θ θγ∂  γ = − γ = 

 ∂
, 

 0 ( ) ( ),       1,2,
2

mm
im

mm
K r e K r m

z
θγ∂  γ = − γ = 

 ∂
 . 
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Ñ ó÷åòîì ýòèõ ôîðìóë è ïðåäñòàâëåíèÿ (33) íàõîäèì 

 2 1 1( ) ( ) ,         
2
j i i

j j jp e K ds z e
z

∗
− α ∗ α

+ ∗ ∗
∗ Γ

ν∂ ϕ = ζ ν ρ ζ − = ρ
∂ ∫ , 

 2 1 1( ) ( )
2
j i

j j jp e K ds
z

∗
α ∗

+
∗ Γ

ν∂ ϕ = ζ ν ρ
∂ ∫ . (34) 

Ôóíêöèþ Ìàêäîíàëüäà 1( )K z  ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå [1] 

 1
1( ) ( )K z K z
z ∗= + , 

ãäå ( )K z∗  íå èìååò îñîáåííîñòåé íà ïëîñêîñòè êîìïëåêñíîãî ïåðåìåííîãî z . 

Ïîýòîìó äëÿ ïðåäåëüíûõ çíà÷åíèé âûðàæåíèé (34) ïðè 0 10 20z i→ ζ = ξ + ξ ∈ 

*0 10 20 20,  z p i ∗
∗∈ Γ → ζ = ξ − ξ + ∆ ξ  ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå ôîðìóëû: 

 0

0

0
2 1 1 0

0

( )
( ) ( )

2 ( ) 2
j j i

j j j
z

pi p e K ds
z a

∗±
− α ∗

+
→ζ∗ ∗ Γ

ζ ν∂ π ϕ = ± + ζ ν ρ ∂ ψ  ∫ , 

 0

0

0
2 1 1 0

0

( )
( ) ( )

2 2( )

j j i
j j j

z

pi p e K ds
z a

∗±
α ∗

+
→ζ∗ ∗ Γ

ζ ν∂ π ϕ = + ζ ν ρ ∂  ψ ∫ , (35) 

ãäå          
0

0 0 0 0 0 0,  ,  ( ) cos sin ,  ( )ie aα
∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ρ = ζ − ζ ζ − ζ = ρ ψ = ν ψ − ψ ψ = ψ ζ . 

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ñëîÿ ñ ïîëîñòüþ ïîä ψ  áóäåì ïîíèìàòü 

óãîë ìåæäó âíåøíåé íîðìàëüþ ê êîíå÷íîé îáëàñòè M , îãðàíè÷åííîé êîí-
òóðîì Γ , è îñüþ 1Ox . Ïðè òàêîì ñîãëàøåíèè â ñîîòíîøåíèÿõ (35) íåîáõî-
äèìî îñòàâèòü íèæíèé çíàê. 

Íàêîíåö, ïîäñòàâëÿÿ ïðåäåëüíûå çíà÷åíèÿ (35) â ãðàíè÷íûå ðàâåíñòâà 
(31), ïîëó÷àåì (íå áîëåå ÷åì) ñ÷åòíóþ ñèñòåìó íåñâÿçàííûõ ñèíãóëÿðíûõ 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ðîäà 

 10 20
0 0

( , )
( ) ( ) ( , ) ,       0,1,j j

j j j

q
p p H ds j

Γ

λ ξ ξ
ζ − ζ ζ ζ = =

π π ∆∫  , 

 2
11 22 12,         j

j a a a
∗ν

λ = ∆ = −
∆

, 

 0
0 0 1 0( , ) Re ( ) ( )i

j jH e K− α ∗ζ ζ = β ψ ν ρ{ } . (36) 

Ïðè âûâîäå èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé (36) èñïîëüçîâàíà ôîðìóëà, ñïðà-
âåäëèâàÿ äëÿ òðàíñâåðñàëüíî-èçîòðîïíîé ñðåäû: 

 ( ) ( )i a∗β ψ = − ∆ ψ . 

Òåïëîâûå âîëíû â ñëîå, ïîðîæäåííûå ïîòîêîì (28) ÷åðåç ïîâåðõíîñòü 
ïîëîñòè, îïðåäåëÿþòñÿ èíòåãðàëüíûìè óðàâíåíèÿìè (36), ñîîòíîøåíèÿìè 
(33) è (20). 

Òàêèì îáðàçîì, ïîñòðîåííûå îäíîðîäíûå ðåøåíèÿ äàþò âîçìîæíîñòü 
íàìåòèòü àíàëèòè÷åñêèå ïðîöåäóðû ñâåäåíèÿ ãðàíè÷íûõ çàäà÷ òåïëîïðî-
âîäíîñòè äëÿ êóñî÷íî-îäíîðîäíîãî àíèçîòðîïíîãî ñëîÿ ê èíòåãðàëüíûì 
óðàâíåíèÿì. 
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ПЕРІОДИЧНІ В ЧАСІ ОДНОРІДНІ РОЗВ’ЯЗКИ РІВНЯННЯ 
ТЕПЛОПРОВІДНОСТІ ДЛЯ АНІЗОТРОПНОГО ШАРУ В 3  
 
Çàïðîïîíîâàíî íîâèé ñïîñ³á ïîáóäîâè îäíîð³äíèõ ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü òåïëîïðî-

â³äíîñò³ äëÿ àí³çîòðîïíîãî øàðó â 3 . ²ç âèêîðèñòàííÿì öèõ ðîçâ’ÿçê³â ðîçãëÿ-
íóòî ãðàíè÷íó çàäà÷ó òåïëîïðîâ³äíîñò³ äëÿ øàðó, ïîñëàáëåíîãî íàñêð³çíîþ òó-
íåëüíîþ ïîðîæíèíîþ, íà ïîâåðõí³ ÿêî¿ çàäàíî òåïëîâèé ïîò³ê, ùî ïåð³îäè÷íî çì³-
íþºòüñÿ ó ÷àñ³. Çàäà÷ó ïðî òåïëîâ³ õâèë³ ó øàð³ ç ïîðîæíèíîþ çâåäåíî äî ñèñòå-
ìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. 
 
TIME PERIODICAL HOMOGENEOUS SOLUTIONS OF HEAT 
CONDUCTION EQUATION FOR ANISOTROPIC LAYER IN 3  
 
A new algorithm for construction homogeneous solutions to heat conduction problem for 

anisotropic layer in 3  has been developed. The boundary-value problem for anisotro-
pic layer with a cavity has been explored with the help of these solutions. Periodically 
varying in time heat flow is determined on the cavity surface. The mentioned problem 
has been entirely reduced to a system of integral equations. 
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