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О ПОСТАНОВКЕ И РЕШЕНИИ ЗАДАЧ УПРАВЛЕНИЯ 
ТЕМПЕРАТУРНЫМИ НАПРЯЖЕНИЯМИ 
 

Ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñòàíîâêà è ïóòè ðåøåíèÿ ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ òåì-
ïåðàòóðíûìè íàïðÿæåíèÿìè â àíèçîòðîïíûõ íåîäíîðîäíûõ óïðóãèõ è íå-
óïðóãèõ ñòðóêòóðàõ. Ïðèâåäåíà êâàçèñòàòè÷åñêàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà 
îáîáùåííîì ðåøåíèè êðàåâîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ 
ïðîáëåìà óïðàâëåíèÿ: ïîëó÷èòü çàäàííîå ðàñïðåäåëåíèå íàïðÿæåíèé. Ïðåä-
ïèñàííîå ïîëå äîëæíî áûòü äîïóñòèìûì â ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Ïðîáëåìà 
óïðàâëåíèÿ ðåøàåòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèëüáåðòîâîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà. Êàæäûé ýëåìåíò ýòîãî ïðîñòðàíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñèììåò-
ðè÷íûé òåíçîð, ÿâëÿþùèéñÿ ôóíêöèåé âðåìåíè è êîîðäèíàò. Äîïîëíèòåëüíî 
ââîäèòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâî, â êîòîðîì êàæäûé ýëåìåíò ÿâëÿåòñÿ ñîâìåñò-
íûì òåíçîðîì, à ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåìåùåíèÿ íà îïîðàõ îáðàùàþòñÿ â 
íóëü. Ââîäèòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèé òåíçîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî çàâèñÿò 
îò ïðåäïèñàííûõ íàïðÿæåíèé, îò ñîáñòâåííûõ äåôîðìàöèé è óïðóãèõ 
ñâîéñòâ ñòðóêòóðû. Ðåøåíèå ïðîáëåìû óïðàâëåíèÿ îñíîâàíî íà ñôîðìóëèðî-
âàííîé è äîêàçàííîé òåîðåìå, â êîòîðîé óñòàíàâëèâàþòñÿ íåîáõîäèìûå è 
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííûõ íàïðÿæåíèé. Ïðè÷åì âûïîëíå-
íèå ýòèõ óñëîâèé íå òðåáóåò ðåøåíèÿ ïðÿìîé çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè. Ê 
âàæíûì òåîðåòè÷åñêèì ðåçóëüòàòàì ðàáîòû ñëåäóåò îòíåñòè âûâîä ðÿäà 
ñëåäñòâèé, èìåþùèõ ôóíäàìåíòàëüíûé õàðàêòåð. Òàêæå â ðàáîòå ïðåäëà-
ãàåòñÿ ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé â çàäà÷àõ, ãäå îòñóò-
ñòâóåò íåîáõîäèìûé ïîðÿäîê ïðîèçâîäíûõ êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè. 
Ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò ïðåäñòàâëåí â âèäå òåîðåìû.  

 
1. Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ðàçëè÷íûõ àñïåêòîâ òåìïå-

ðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé èññëåäîâàëèñü ó÷åíûìè ðàçëè÷íûõ 
ñòðàí (Ñ. Ï. Òèìîøåíêî [13], Â. Íîâàöêèé [10], À. Ä. Êîâàëåíêî [5], Á. Áîëè è 
Äæ. Óýéíåð [1], ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷ [3], ß. È. Áóðàê [2] è äð). Â ÷àñòíîñòè, èñ-
ñëåäîâàëñÿ âîïðîñ î òåìïåðàòóðíîì íàãðåâå, êîòîðûé íå âûçûâàåò òåìïå-
ðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé. Â ðàáîòå Ò. Ìóðà [18] òàêàÿ òåìïåðàòóðíàÿ äåôîð-
ìàöèÿ áûëà íàçâàíà íèëüïîòåíòíîé. Ó÷åíûå Âåíñêîãî òåõíè÷åñêîãî óíèâåð-
ñèòåòà (Ý. Ìåëàí, Ã. Ïàðêóñ, Ô. Öèãëåð, Ã. Èðøèê, Ô. Ðàììåðñòîðôåð è äð.) 
[8, 15, 17, 21] âíåñëè ñóùåñòâåííûé âêëàä â òåîðèþ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäå-
ëèðîâàíèÿ è îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ ïðè èññëåäîâàíèè òåìïåðàòóðíûõ 
íàïðÿæåíèé, äåôîðìàöèé è ïåðåìåùåíèé. Íåäàâíî ðàçðàáîòàí íîâûé ïîä-
õîä ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷, îñíîâàííûé íà ìåòîäå Â. Ìàéçåëÿ [7] (ñì. ðàáî-
òû Ô. Öèãëåðà è Ã. Èðøèêà [16, 22]). Áûëî ââåäåíî ïîíÿòèå íèëüïîòåíòíîãî 
íàãðåâà êàê íàãðåâà, íå âûçûâàþùåãî ïîëíîé äåôîðìàöèè (â ýòîì ñëó÷àå 
ñóììà òåìïåðàòóðíûõ è ñèëîâûõ äåôîðìàöèé äîëæíà áûòü ðàâíà íóëþ). 
Âñå óêàçàííûå ðàáîòû îñíîâàíû íà äèôôåðåíöèàëüíîé ïîñòàíîâêå êðàåâîé 
çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè è ñîîòâåòñòâóþùåì êëàññè÷åñêîì ðåøåíèè çàäà÷è.  

2. Èíîé ïîäõîä ê èññëåäîâàíèþ íàïðÿæåíèé ðàçðàáîòàí ó÷åíûìè Ïåð-
ìè (À. À. Ïîçäååâ, Þ. È. Íÿøèí, Ï. Â. Òðóñîâ [11]), êîòîðûé îñíîâàí íà ïî-
íÿòèÿõ ôóíêöèîíàëüíîãî àíàëèçà â ãèëüáåðòîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ è îáîá-
ùåííîì ðåøåíèè çàäà÷è. Ýòîò ïîäõîä áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ 
óïðàâëåíèÿ îñòàòî÷íûìè òåðìîóïðóãîïëàñòè÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè. Ðåøåí 
ðÿä çàäà÷ óïðàâëåíèÿ îñòàòî÷íûìè íàïðÿæåíèÿìè â òåõíîëîãè÷åñêèõ ïðî-
öåññàõ îáðàáîòêè ìåòàëëîâ äàâëåíèåì (ãîðÿ÷àÿ ïðîêàòêà äâóòàâðîâûõ áà-
ëîê, õîëîäíîå âîëî÷åíèå ïðîâîëîêè è äð.). Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ýòîò ïîäõîä 
èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ è èññëåäîâàíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ òåìïåðà-
òóðíûìè íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìàöèÿìè. 

3. Êëàññè÷åñêèå ïîñòàíîâêè çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè ìîæíî íàéòè â ðàáî-
òàõ [1, 21]. Îòìåòèì çäåñü ëèøü îáîçíà÷åíèÿ è îïðåäåëåíèÿ, íåîáõîäèìûå 
äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ìàòåðèàëà. Ïóñòü èññëåäóåìîå òåëî çàíèìàåò 
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îãðàíè÷åííóþ îáëàñòü Ω  òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà 3E ; Ω  – çà-
ìûêàíèå îáëàñòè; Γ  – åå ãðàíèöà. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè âêëþ÷àåò ââåäåíèå òåíçîðà òåìïå-

ðàòóðíûõ äåôîðìàöèé T , íî â äàííîé ðàáîòå âìåñòî òåìïåðàòóðíîé äå-
ôîðìàöèè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïëàñòè÷åñêóþ äåôîðìàöèþ, äåôîðìàöèþ 
ïîëçó÷åñòè, äåôîðìàöèþ îò ôàçîâûõ ïðåâðàùåíèé, ðîñòîâûå äåôîðìàöèè 
è äåôîðìàöèè îò ïåðåñòðîéêè â æèâûõ òêàíÿõ. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ 
Ò. Ìóðà [18], ýòè äåôîðìàöèè áóäåì íàçûâàòü ñîáñòâåííûìè äåôîðìàöèÿìè 

(eigenstrain) è áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç ∗ . 
Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ïðåäïîëàãàþòñÿ äâóõ òèïîâ: ,  σ⋅ = ∈ Γn P x , è 

0,  u= ∈ Γu x , ïðè÷åì, u σΓ Γ = Γ . Çäåñü   – òåíçîð íàïðÿæåíèé. 

4. Óäåëèì îñîáîå âíèìàíèå îáîáùåííîìó ðåøåíèþ çàäà÷è òåðìîóïðó-
ãîñòè. 

Îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè íàçîâåì òåíçîð  , êî-
òîðûé ïðåäñòàâèì â âèäå 

 T( ( ) )C= ⋅ ⋅ −u     , (1) 

ãäå 1 3
2( ( )) ,  0,  uW∈ Ω = ∈ Γu u x , è èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

 ( ) 0dV dS dV

σΩ Γ Ω

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫w P w Q w    

 1 3
2( ( )) ,     0,    uW∀ ∈ Ω = ∈ Γw w x . (2) 

Çäåñü 1 3
2( ( ))W Ω  – ñîáîëåâñêîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé ñ 

îáîáùåííîé ïðîèçâîäíîé, ïðè÷åì ñàìè ôóíêöèè è èõ ïðîèçâîäíûå ñóììè-
ðóåìû ñ êâàäðàòîì. Äåôîðìàöèè ( )u  è ( )w  îïðåäåëÿþòñÿ ëèíåàðèçîâàí-
íûìè ãåîìåòðè÷åñêèìè ñîîòíîøåíèÿìè, ãäå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â 
ñìûñëå ðàñïðåäåëåíèé (èëè, äðóãèìè ñëîâàìè, êàê îáîáùåííûå ïðîèçâîä-
íûå). Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèé íà ãðàíèöå ïîëó÷àåì ñ ïîìîùüþ 

îïåðàòîðà ñëåäà, 2 3 2 3( ( )) ,  ( ( ))L Lσ∈ Γ ∈ ΩP Q . 

5. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñóùåñòâîâàíèÿ ôóíêöèè ïåðåìåùåíèé ∈u  
1 3
2( ( ))W∈ Ω , ÿâëÿþùåéñÿ îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè, 

ïðèìåíèì òåîðåìó 3.5 èç ðàáîòû [4, ãë. III, § 3]. Òàì ðàññìîòðåíà çàäà÷à  

 ,        A = ∈ Ωu f x , (3.1) 

 ,        i i uu U= ∈ Γx , (3.2) 

  ,    ij j in F σσ = ∈ Γx , (3.3) 

ãäå ,,    ,    ( ) ( ( )) ,    ( )u u i ijkl kl j ij ijkl klA C Cσ σΓ = Γ Γ Γ Γ = ∅ = − ε σ = εu u u   

(äâîéíàÿ íóìåðàöèÿ ôîðìóë ñîîòâåòñòâóåò ðàáîòå [4]). Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî 
2 3 2 3( ( )) ,   ( ( ))L L σ∈ Ω ∈ Γf F . 

Åñëè uΓ ≠ ∅ , òî îáîáùåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (3.1)–(3.3) íàçûâàåòñÿ 

òàêàÿ ôóíêöèÿ 1 3
2( ( ))W∈ Ωu , ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

 1 3
2( , )   ( ( )) ,   0,   i i i i ua f w dV F w dS W

σΩ Γ

= + ∀ ∈ Ω = ∈ Γ∫ ∫u w w w x , (3) 

ãäå ( , ) ( ) ( )ijkl kl ija C dV
Ω

= ε ε∫u w u w . 

 Ñôîðìóëèðóåì òåîðåìó, äîêàçàííóþ â ðàáîòå [4]. 
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Òåîðåìà (3.5 [4]). Ïóñòü Ω  – îòêðûòîå îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî ñ 
ðåãóëÿðíîé ãðàíèöåé, òîãäà çàäà÷à (3.1)–(3.3) èìååò åäèíñòâåííîå 
ðåøåíèå. 

Òàêèì îáðàçîì, íà îñíîâå ýòîé òåîðåìû ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ðåøàåìîé 
çàäà÷è òåðìîóïðóãîñòè îáîáùåííîå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. 

6. Äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ââåäåì íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ ôóíêöèî-
íàëüíîãî àíàëèçà.  

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî H  ñèììåòðè÷íûõ òåíçîðîâ âòîðîãî ðàíãà. 
Ïóñòü êîìïîíåíòû òåíçîðîâ ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûìè ôóíêöèÿìè ïðî-
ñòðàíñòâåííûõ êîîðäèíàò è ïðèíàäëåæàò ôóíêöèîíàëüíîìó ïðîñòðàíñòâó 

2L , òîãäà ñîâîêóïíîñòü êîìïîíåíò òåíçîðà T  ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó 
2 6( )L , ò. å. 2 6( )L∈T . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀T  èíòåãðàë Ëåáåãà  

 
3

2

, 1

( )ij
i j

T dV
=Ω

∑∫  

ñóùåñòâóåò è êîíå÷åí. 
Ââåäåì â H  ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 

 1( , ) ij ijkl klA C B dV−

Ω

= ∫A B  , (4) 

ãäå 1
ijklC−  – êîýôôèöèåíòû ìàòðèöû ïîäàòëèâîñòè. Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî 

îïðåäåëåíèå (4) óäîâëåòâîðÿåò àêñèîìàì ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ: ñèììåò-
ðè÷íîñòè, ëèíåéíîñòè è ïîëîæèòåëüíîñòè. 

Äàëåå ââåäåì íîðìó â H , ïîðîæäåííóþ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì (4): 

 ( , )ij ijA A=A . (5) 

Íåïîñðåäñòâåííîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî íîðìû â H  è 2 6( )L  

ýêâèâàëåíòíû, à òàê êàê ïðîñòðàíñòâî 2 6( )L  ïîëíîå, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 
ðàññìàòðèâàåìîå ôóíêöèîíàëüíîå ïðîñòðàíñòâî H  òàêæå ïîëíîå, ïîýòîìó 
ïðîñòðàíñòâî H  ãèëüáåðòîâî. 

Âûäåëèì ïîäïðîñòðàíñòâî uH  ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó îïðåäåëåíèþ. 

Îïðåäåëåíèå. Ñèììåòðè÷íûé òåíçîð H∈f  ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàí-
ñòâó uH , åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

 1 3
2( ) ( ( )) :     ( ) 0,    uW∃ ∈ Ω = ∈ Γu x u x x , 

òàê ÷òî èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå 

 1( ) ( )
2

= +f x u u   , (6) 

ãäå ïðîèçâîäíûå ïîíèìàþòñÿ â îáîáùåííîì ñìûñëå, à çíà÷åíèå âåêòîðà u  
íà ãðàíèöå uΓ  ïîíèìàåòñÿ â ñìûñëå îïåðàòîðà ñëåäà. 

Ôèçè÷åñêèé ñìûñë ïîäïðîñòðàíñòâà uH  ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñþäà âõî-
äÿò ñîâìåñòíûå òåíçîðû äåôîðìàöèè, ïðè÷åì ïåðåìåùåíèÿ, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ýòèì äåôîðìàöèÿì, îáðàùàþòñÿ â íóëü íà íåïîäâèæíûõ îïîðàõ. 
Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî uH  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òàê êàê îïå-
ðàöèè ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ è óìíîæåíèÿ íà ñêàëÿð íå âûâîäÿò çà åãî ïðå-
äåëû. 

Ââåäåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà uH  ïîçâîëÿåò çàìåíèòü óñëîâèÿ ñîâìåñò-

íîñòè äåôîðìàöèé óñëîâèåì ïîïàäàíèÿ ýëåìåíòà ïðîñòðàíñòâà H  â ïîä-
ïðîñòðàíñòâî uH , à òàêæå ââåñòè äàëåå ìåðû íåñîâìåñòíîñòè òåíçîðà äå-
ôîðìàöèè (çàìåòèì, ÷òî òåíçîð ïîëíîé äåôîðìàöèè âñåãäà ñîâìåñòåí, õîòÿ 
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â òî æå âðåìÿ åãî ñîñòàâëÿþùèå ìîãóò áûòü íåñîâìåñòíû). Êðîìå òîãî, 
âàæíî èìåòü â âèäó, ÷òî êëàññè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé 
Ñåí-Âåíàíà òðåáóþò ñóùåñòâîâàíèÿ âòîðûõ ïðîèçâîäíûõ ïî êîîðäèíàòàì 
îò êîìïîíåíò òåíçîðà äåôîðìàöèè. Â íàøåì ðàññìîòðåíèè ýòî óñëîâèå íå 
íàêëàäûâàåòñÿ. 

7. Ïðèâåäåì îñíîâíóþ òåîðåìó î íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ 
ïîëó÷åíèÿ çàäàííîãî ïîëÿ íàïðÿæåíèé [19, 20]. 

Òåîðåìà 1. Ïóñòü 0 ( )x  – ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âòîðîãî ðàíãà, 
êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ (2) ïðè çàäàííûõ ïîâåðõíîñòíûõ 

P  è îáúåìíûõ Q  ñèëàõ. Ââåäåì òåíçîð f  ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ 

 T 1 0−= + ⋅ ⋅f C    . (7) 

Åñëè uH∈f , òî ýòî óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì 

äëÿ òîãî, ÷òîáû íàïðÿæåíèÿ 0( ) ( )=x x    âîçíèêàëè â äàííîé óïðóãîé îá-

ëàñòè 3EΩ ⊂ . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  íåîáõîäèìîñòè. Ïóñòü  
0( ) ( ),= ∈ Ωx x x   . Ó÷è-

òûâàÿ ïîëîæèòåëüíóþ îïðåäåëåííîñòü ìàòðèöû C , èç (1) ïîëó÷èì ñîîòíî-
øåíèå 

 T 1 01 ( )
2

−= + = + ⋅ ⋅ =u u C f       , (8) 

ò. å. òåíçîð äåôîðìàöèè   ðàâåí f , îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî uH∈f . 

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü T 1 0
uC H−= + ⋅ ⋅ ∈f    , ãäå 0  óäîâëåòâîðÿåò 

ñîîòíîøåíèþ (2). Òîãäà, ó÷èòûâàÿ åäèíñòâåííîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), 

ïîëó÷èì, ÷òî 0( ) ( )=x x    ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè .Ω  ◊ 

8. Èç òåîðåìû 1 ïîëó÷àåì ðÿä ñëåäñòâèé. Ïåðâîå ñëåäñòâèå êàñàåòñÿ 
óñëîâèÿ òåìïåðàòóðíîãî íàãðåâà, íå âûçûâàþùåãî òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿ-
æåíèé. Ýòîò âîïðîñ îáñóæäàëñÿ ìíîãèìè àâòîðàìè. Íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ 
îòñóòñòâèÿ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ïîëó÷àþòñÿ ïðîñòî. Äîñòàòî÷íûå 
óñëîâèÿ îáû÷íî ðàññìàòðèâàþòñÿ èëè äëÿ ñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà, èëè 
äëÿ íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ (íàïðèìåð, ñëó÷àé ïëîñêîãî òåìïåðàòóðíî-
ãî ïîëÿ). Íàøå ðàññìîòðåíèå ïîçâîëÿåò ñðàçó ïîëó÷èòü îáùèå óñëîâèÿ äëÿ 
íåîäíîðîäíîãî àíèçîòðîïíîãî òåëà, èìåþùåãî ïðîèçâîëüíûå óñëîâèÿ çà-
êðåïëåíèÿ. 

Ñëåäñòâèå 1. Óñëîâèå T
uH∈  ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷-

íûì äëÿ ðàâåíñòâà íóëþ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé 0 ( ) 0,  = ∈ Ωx x . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðå-

ìû 1. Ïîëàãàÿ 0 0= , èç (7) ïîëó÷èì T=f  . Òàêèì îáðàçîì, óñëîâèå 
T

uH= ∈f   ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ ðàâåíñòâà 

íóëþ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè .Ω  ◊ 
Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü êîìïîíåíòû òåíçîðà äåôîðìàöèè èìåþò âòîðûå 

ïðîèçâîäíûå îòíîñèòåëüíî äåêàðòîâûõ êîîðäèíàò, ò. å. T 2 6( ( ))C∈ Ω . 
Òîãäà åäèíñòâåííîå ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû 

 1 2 3 4( , , , ) ( ) ( ) ( ) ( )T x y z t a t x a t y a t z a t= + + +  (9) 

íå âûçûâàåò òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â òåðìè÷åñêè îäíîðîäíîì 
èçîòðîïíîì òåëå, íå èìåþùåì îïîð. Äëÿ íåñâîáîäíîãî òâåðäîãî òåëà ýòî 
óñëîâèå ÿâëÿåòñÿ ëèøü íåîáõîäèìûì. 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  ýòîãî ñëåäñòâèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [21]. ◊ 
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Ñëåäñòâèå 3. Óðàâíåíèÿ ñîâìåñòíîñòè òåìïåðàòóðíûõ äåôîðìàöèé 
ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè è äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè äëÿ ðàâåíñòâà 
íóëþ òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîé ñèñòåìå. 
Äëÿ ñòàòè÷åñêè íåîïðåäåëèìîé ñèñòåìû îíè ÿâëÿþòñÿ ëèøü íåîáõîäè-
ìûìè óñëîâèÿìè. 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 1 òåìïåðàòóðíûå íàïðÿ-
æåíèÿ ðàâíû íóëþ, åñëè òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè ñîâìåñòíû è ñîîòâåò-
ñòâóþùèå èì ïåðåìåùåíèÿ ðàâíû íóëþ íà âñåõ îïîðàõ, èëè, äðóãèìè ñëî-
âàìè, â òî÷êàõ ïîâåðõíîñòè uS . Ïåðåìåùåíèÿ, îïðåäåëÿåìûå ïîëåì äåôîð-
ìàöèè, íàõîäÿòñÿ íå åäèíñòâåííî, íî îòëè÷àþòñÿ íà ïåðåìåùåíèå òâåðäîãî 
òåëà êàê æåñòêîãî öåëîãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëå ïåðåìåùåíèé ñîäåðæèò êîí-
ñòàíòû, îïðåäåëÿåìûå ïåðåìåùåíèåì òâåðäîãî òåëà êàê öåëîãî. ×èñëî ýòèõ 
êîíñòàíò ðàâíî ÷èñëó ñòåïåíåé ñâîáîäû òåëà (òðè – ïðè ïëîñêîì äâèæåíèè, 
øåñòü – ïðè ïðîñòðàíñòâåííîì äâèæåíèè) è ðàâíî ÷èñëó íóëåâûõ ïåðåìå-
ùåíèé â îïîðàõ â ñòàòè÷åñêè îïðåäåëèìîé ñèñòåìå. Òàêèì îáðàçîì, â ñòà-
òè÷åñêè îïðåäåëèìîé ñèñòåìå âñå êîíñòàíòû ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû èç 
óñëîâèÿ îáðàùåíèÿ â íóëü ïåðåìåùåíèé â îïîðàõ. Äëÿ ñòàòè÷åñêè íåîïðå-
äåëèìîé ñèñòåìû íåêîòîðûå ïåðåìåùåíèÿ ìîãóò áûòü îòëè÷íûìè îò íóëÿ.  

Íàïðèìåð, ïóñòü èìååì ïëîñêóþ äâóõøàðíèðíóþ ñòàòè÷åñêè íåîïðå-
äåëèìóþ áàëêó (ðèñ. 1). Çäåñü èìååì ÷åòûðå ïåðåìåùåíèÿ , ,Ax Ay Bxu u u , 

Byu  â îïîðàõ A  è B  è òîëüêî òðè 

êîíñòàíòû, îïðåäåëÿþùèå ïîëå ïåðå-
ìåùåíèé ñèñòåìû êàê æåñòêîãî öåëî-
ãî. Ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî íàéòè êîí-
ñòàíòû èíòåãðèðîâàíèÿ ïîëÿ äåôîð-
ìàöèé, ïðè êîòîðûõ òðè ïåðåìåùåíèÿ â îïîðàõ áóäóò ðàâíû íóëþ, à ÷åò-
âåðòîå ïåðåìåùåíèå óæå îïðåäåëÿåòñÿ çàäàííûì ïîëåì äåôîðìàöèé. Íà-
ïðèìåð, ïðè îäíîðîäíîì íàãðåâå òàêîé áàëêè òåìïåðàòóðíûå äåôîðìàöèè 
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèÿì ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé, íî, î÷åâèäíî, âîç-
íèêíóò òåìïåðàòóðíûå íàïðÿæåíèÿ èç-çà òîãî, ÷òî íå âñå ïåðåìåùåíèÿ â 
îïîðàõ ðàâíû íóëþ. ◊ 

Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå òàêæå ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî äëÿ àíàëèçà 
òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé è äåôîðìàöèé è óïðàâëåíèÿ èìè. 

Ñëåäñòâèå 4. Äîáàâëåíèå òåìïåðàòóðíîé äåôîðìàöèè, óäîâëåòâîðÿ-
þùåé óñëîâèþ add uH∈ , íå èçìåíÿåò òåìïåðàòóðíûõ íàïðÿæåíèé â 

òåëå: 0( ) ( ),  = ∈ Ωr r r   . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î  äîñòàòî÷íî ïðîñòîå è îïèðàåòñÿ íà ñôîðìóëè-

ðîâàííóþ òåîðåìó è ââåäåííûå âûøå ïîíÿòèÿ. Âíîâü óêàæåì, ÷òî ïîä ∗  è 

add
  ìîæíî ïîíèìàòü ëþáûå íåóïðóãèå äåôîðìàöèè. ◊ 

Òåîðåìà 1 è åå ñëåäñòâèÿ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîñòàíîâêè è 
ðåøåíèÿ çàäà÷ óïðàâëåíèÿ òåìïåðàòóðíûìè íàïðÿæåíèÿìè è äåôîðìà-
öèÿìè. 

Òåîðåìà 2. Òåíçîð äåôîðìàöèè ( )x  ïðèíàäëåæèò ïîäïðîñòðàíñòâó 

uH  òîãäà è òîëüêî òîãäà, åñëè ñóùåñòâóþò îáúåìíûå ñèëû 2 3( ( ))L∈ ΩQ , 

∈ Ωx , è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû 2 3( ( )) ,  L σ σ∈ Γ ∈ ΓP x , êîòîðûå ïðîèçâîäÿò 

â óïðóãîì òåëå äåôîðìàöèè ( ),  ∈ Ωx x . 

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î.  Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñóùåñòâóþò íåêîòî-

ðûå ñèëû 2 3( ( )) ,  L∈ Ω ∈ ΩQ x , è 2 3( ( )) ,  L σ σ∈ Γ ∈ ΓP x . Òîãäà äåôîðìàöèè 

 , èì ñîîòâåòñòâóþùèå, îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèÿ çàäà÷è (1), (2), êîòîðàÿ 
èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå. Òàêèì ïóòåì áóäóò íàéäåíû ñîâìåñòíûå äå-

 
B A 

y 

x  
Рис. 1 
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ôîðìàöèè ïðè óñëîâèè 0,  u= ∈ Γu x . Â èòîãå ïîëó÷èì, ÷òî uH∈ . 
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåîáõîäèìîñòè âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùåé òåî-

ðåìîé. 

Òåîðåìà [12]. Ôóíêöèÿ ( ),  1pv L p∈ Ω ≤ ≤ ∞ , åñòü îáîáùåííîé ïðîèç-

âîäíîé äëÿ ôóíêöèè ( ),  pu L v D uα∈ Ω = , åñëè ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü áåñêîíå÷íî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé nu  è nv , nv D uα= , òàê 

÷òî èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ 

 0,       0p pn nL L
u u v v− → − → , 

äëÿ ëþáîé âíóòðåííåé òî÷êè ïîäîáëàñòè ,  ′ ′Ω Ω ⊂ Ω .  

Ñ ó÷åòîì ýòîé òåîðåìû ñòðîèì ïðèáëèæåíèÿ ê çàäàííîìó ïîëþ 
äåôîðìàöèé è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì ïåðåìåùåíèé: 

 
( )( )

( ) 1
2

nn
jn i

ij
j i

uu
x x

∂∂ ε = + ∂ ∂ 
. 

Îòñþäà íàõîäèì íàïðÿæåíèÿ, à òàêæå îáúåìíûå è ïîâåðõíîñòíûå ñèëû, 
ñîçäàþùèå òàêèå íàïðÿæåíèÿ â ëèíåéíî óïðóãîì òåëå: 

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
,,        ,       n n n n n n

ij ijkl kl i ij j i ij jC Q P nσ = ε = − σ = σ . 

Çäåñü çàïÿòàÿ ïåðåä èíäåêñîì ñîîòâåòñòâóåò îáû÷íîé ïðîèçâîäíîé. 
Ïåðåõîäèì ê ïðåäåëó ïðè n → ∞ : 

 2
2

( )
( ) 0,          0,      , 1,2,3

n
n i i

i i L
j j L

u u
u u i j

x x
∂ ∂

− → − → =
∂ ∂

, 

ãäå i

j

u
x

∂
∂

 – îáîáùåííàÿ ïðîèçâîäíàÿ. Òîãäà ( ) ( ),  n n
ij ij i iP Pσ → σ → . 

Äàëåå çàïèøåì îáîáùåííîå ðåøåíèå äëÿ n -ãî ïðèáëèæåíèÿ 

 ( ) ( ) ( )( ) 0n n ndV dS dV

σΩ Γ Ω

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫w P w Q w   , (10) 

ãäå 1 3
2( ( )) ,   0,   uW∈ Ω = ∈ Γw u r . Ïåðåéäåì â ñîîòíîøåíèè (10) ê ïðåäåëó 

ïðè n → ∞ , èñïîëüçóÿ íåïðåðûâíîñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (äëÿ 
ÿñíîñòè ñòîèò çíàê ñóììèðîâàíèÿ, êîòîðûé ðàíåå îïóñêàëè): 

 2
( ) ( )

, ,

lim ( ) lim ( , ( ))n n
ij ij ij ij Ln ni j i j

dV
→∞ →∞

Ω

σ ε = σ ε =∑ ∑∫ w w  

 2

,

( , ( )) ( )ij ij L
i j

dV
Ω

= σ ε = ⋅ ⋅∑ ∫w w   . (11) 

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷èì 

 ( )lim n

n
dS dS

σ σ
→∞

Γ Γ

⋅ = ⋅∫ ∫P w P w . (12) 

Çäåñü ó÷òåíî, ÷òî ñîãëàñíî ðàáîòå [4, ñ. 47] îòîáðàæåíèå 0w wγ  (ñëåä) 

åñòü ëèíåéíûì íåïðåðûâíûì îòîáðàæåíèåì, 1 2
2 ( ) ( )W LΩ → Γ . Ïîýòîìó ïðè 

0w w→  èìååì, ÷òî 0w wγ → γ . 

Íàêîíåö, ðàññìîòðèì èíòåãðàë 

 
( )

lim
n

n
J dV

→∞
Ω

= ⋅∫ Q w  

èëè 
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 2 3
( )

( )
lim ( , ) ( )n

Ln
J dV dS

σ
→∞

Ω Γ

= = ⋅ ⋅ − ⋅∫ ∫Q w w P w   . 

Åñëè 0→w  ïî íîðìå 1 3
2( )W , òî ýòî æå áóäåò âåðíî â íîðìå 2 3( )L  è 

2 3
( )

( )
( , ) 0n

L
→Q w . Çíà÷èò, J  ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì è íåïðåðûâíûì ôóíêöèî-

íàëîì îòíîñèòåëüíî w . 
Ïðèìåíèì äàëåå òåîðåìó Õàíà – Áàíàõà.  
Òåîðåìà [14]. Ïóñòü â âåùåñòâåííîì íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå 

X  çàäàí ôóíêöèîíàë f  ñ îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ ( )D f X⊂ . Òîãäà ñóùåñò-

âóåò âñþäó îïðåäåëåííûé â X  ëèíåéíûé îãðàíè÷åííûé ôóíêöèîíàë f , 

òàê ÷òî f f=  è , ,x f x f=  äëÿ ëþáûõ ( )x D f∈ . 

Â íàøåì ñëó÷àå ôóíêöèîíàë J  çàäàí íà 1 3 2 3
2( ) ( )W L⊂ . Ñîãëàñíî òåî-

ðåìå Õàíà – Áàíàõà ìîæíî ðàñïðîñòðàíèòü ôóíêöèîíàë íà 2 3( )L . 

Ïðèìåíÿÿ ê ôóíêöèîíàëó f , çàäàííîìó íà 2 3( ( ))L Ω , òåîðåìó Ðèññà [14] 
îá îáùåì âèäå ëèíåéíûõ ôóíêöèîíàëîâ â ãèëüáåðòîâîì ïðîñòðàíñòâå, 
ïîëó÷èì, ÷òî 

 2 3( )
( ) ( , )

L
J dV

Ω

= = ⋅∫w w Q Q w . 

Â èòîãå 

 ( ) 0dV dS dV

σΩ Γ Ω

⋅ ⋅ − ⋅ − ⋅ =∫ ∫ ∫w P w Q w   . 

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå ñèë P  è Q , âûçûâàþùèõ çà-

äàííûå äåôîðìàöèè uH∈ . ◊ 
Àâòîðû áëàãîäàðíû ïðîôåññîðó Ôðàíöó Öèãëåðó (Âåíñêèé òåõíè÷åñ-

êèé óíèâåðñèòåò) çà ïîëåçíûå îáñóæäåíèÿ. 
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ПРО ПОСТАНОВКУ ТА РОЗВ’ЯЗУВАННЯ ЗАДАЧ  
КЕРУВАННЯ ТЕМПЕРАТУРНИМИ НАПРУЖЕННЯМИ 
 
Ðîçãëÿäàþòüñÿ ïîñòàíîâêà òà øëÿõè ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïðîáëåìè êåðóâàííÿ òåìïå-
ðàòóðíèìè íàïðóæåííÿìè â àí³çîòðîïíèõ íåîäíîð³äíèõ ïðóæíèõ ³ íåïðóæíèõ 
ñòðóêòóðàõ. Ðîçãëÿäàºòüñÿ êâàç³ñòàòè÷íà ìîäåëü, ùî áàçóºòüñÿ íà óçàãàëüíåíî-
ìó ðîçâ’ÿçêó êðàéîâî¿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³. Ðîçâ’ÿçóºòüñÿ íàñòóïíà ïðîáëåìà 
êåðóâàííÿ: îòðèìàòè çàäàíèé ðîçïîä³ë íàïðóæåíü. Ïåðåäáà÷óâàíå ïîëå ïîâèííî 
áóòè äîïóñòèìèì ó ë³í³éí³é ïðóæíîñò³. Ïðîáëåìà êåðóâàííÿ ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ç âè-
êîðèñòàííÿì ã³ëüáåðòîâîãî ôóíêö³îíàëüíîãî ïðîñòîðó. Êîæíèé åëåìåíò öüîãî 
ïðîñòîðó º ñèìåòðè÷íèì òåíçîðîì, ÿêèé º ôóíêö³ºþ ÷àñó òà êîîðäèíàò. Äîäàò-
êîâî ââîäèòüñÿ ï³äïðîñò³ð, ó ÿêîìó êîæåí åëåìåíò º ñï³ëüíèì òåíçîðîì, à â³äïî-
â³äí³ ïåðåì³ùåííÿ íà îïîðàõ ïåðåòâîðþþòüñÿ â íóëü. Ââîäèòüñÿ õàðàêòåðèñòè÷-
íèé òåíçîð, êîìïîíåíòè ÿêîãî çàëåæàòü â³ä ïåðåäáà÷óâàíèõ íàïðóæåíü, âëàñíèõ 
äåôîðìàö³é ³ ïðóæíèõ âëàñòèâîñòåé ñòðóêòóðè. Ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè êåðóâàí-
íÿ áàçóºòüñÿ íà ñôîðìóëüîâàí³é ³ äîâåäåí³é òåîðåì³, â ÿê³é âñòàíîâëþþòüñÿ íå-
îáõ³äí³ òà äîñòàòí³ óìîâè îòðèìàííÿ çàäàíèõ íàïðóæåíü. Ïðè÷îìó âèêîíàííÿ 
öèõ óìîâ íå âèìàãàº ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³. Äî âàæëèâèõ òåîðå-
òè÷íèõ ðåçóëüòàò³â ðîáîòè ñë³ä â³äíåñòè ðÿä íàñë³äê³â, ùî ìàþòü ôóíäàìåí-
òàëüíèé õàðàêòåð. Òàêîæ ó ðîáîò³ ïðîïîíóºòüñÿ ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ ñóì³ñíîñò³ 
äåôîðìàö³é ó çàäà÷àõ, êîëè â³äñóòí³é íåîáõ³äíèé ïîðÿäîê ïîõ³äíèõ â³ä êîìïîíåí-
ò³â òåíçîðà äåôîðìàö³¿. Â³äïîâ³äíèé ðåçóëüòàò îôîðìëåíî ó âèãëÿä³ òåîðåìè.  
 
ON FORMULATION AND SOLUTION OF PROBLEMS OF THERMAL STRESS CONTROL 
 
The methods of solution to thermal stress and strain control problem in anisotropic and 
inhomogeneous solids are investigated in this work. The quasi-static model based on the 
generalized solution of the boundary-value thermoelasticity problem is considered. The 
following control problem is solved: to obtain the desired distribution of stresses. The 
prescribed stress field has to be admissible in linear thermoelasticity. The problem of 
control is solved by means of concept of Hilbert space. Every element of the space is 
assumed to be a tensor of the second rank, that depends on the spatial coordinates and 
time. The subspace, containing the compatible and kinematically admissible strains, is 
defined. The characteristic tensor is introduced. The components of the specified tensor 
depend on the prescribed stresses, eigen strains and elastic properties of structure. The 
solution of the control problem is based on the formulated and proved theorem, that 
establishes the necessary and sufficient conditions of obtaining the prescribed stress. 
Fulfillment of these conditions does not demand the solution of the thermoelastic 
problem. The main theoretical results contain the set of corollaries on some actual 
fundamental problems. The theoretical method of compatibility conditions is formulated 
for the problems, when the necessary order of strain component derivatives is absent. 
The corresponding result is formulated as the theorem.  
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