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МОДЕЛЮВАННЯ ЗАЛИШКОВОГО НАПРУЖЕНОГО СТАНУ ВІДЛИВКА  
В УМОВАХ ВИНИКНЕННЯ КРИСТАЛІЗАЦІЙНИХ ТРІЩИН 
 

Ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³, îñíîâàíèé íà 
ðåàë³çàö³¿ ³äå¿ âèçíà÷åííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ó çàäàí³é îáëàñò³ çà äîïîìî-
ãîþ ñïåö³àëüíèõ ëîêàë³çîâàíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ 
Ëàïëàñà â êàíîí³÷íèõ îáëàñòÿõ ç çàñòîñóâàííÿì ìåòîäó ãðàíè÷íî¿ êîëîêàö³¿.  

 
Óòâîðåííÿ ãàðÿ÷èõ àáî êðèñòàë³çàö³éíèõ òð³ùèí ó ïðîöåñ³ ôîðìóâàííÿ 

â³äëèâêà ñóòòºâî çíèæóº åôåêòèâí³ñòü òåõíîëîã³¿ ëèâàðíîãî âèðîáíèöòâà. 
Ìîäåëþâàííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó â³äëèâêà â óìîâàõ âèíèêíåííÿ ñóêóïíîñò³ 
ð³çíèõ çà ðîçì³ðîì ³ ðîçì³ùåííÿì êðèñòàë³çàö³éíèõ òð³ùèí çóìîâëåíî 
ïðàêòè÷íîþ íåîáõ³äí³ñòþ äîñë³äæåííÿ âïëèâó öèõ äåôåêò³â íà âëàñòèâîñò³ 
âèðîáó.  

Â³äîìî, ùî ïîâåä³íêà ñïëàâ³â ó òåìïåðàòóðíîìó ³íòåðâàë³ êðèõêîñò³ 
çàëåæèòü â³ä òåìïåðàòóðè òà íåîäíîð³äíîñò³ âëàñòèâîñòåé ñåðåäîâèùà, ÿê³ 
ñïðè÷èíÿþòüñÿ íåð³âíîì³ðíèì ðîçïîä³ëîì òåìïåðàòóð â îá’ºì³ â³äëèâêà. 
Íåð³âíîì³ðíèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â îá’ºì³ â³äëèâêà (òåìïåðàòóðí³ ïîëÿ 
ó ðåàëüíîãî â³äëèâêà ³íäèâ³äóàëüí³ ³ âèçíà÷àþòüñÿ, çîêðåìà, ãåîìåòð³ºþ 
â³äëèâêà) òà íåîäíî÷àñíå ïðîò³êàííÿ ôàçîâèõ ïåðåòâîðåíü çóìîâëþþòü 
ôîðìóâàííÿ êðèñòàë³çàö³éíèõ òåìïåðàòóðíèõ íàïðóæåíü, ÿê³ âèíèêàþòü ó 
ëîêàëüíèõ çîíàõ â ðåçóëüòàò³ óòðóäíåíü óñàäêè â³äëèâêà. Íàÿâí³ñòü ïðî-
øàðê³â ð³äèíè â êðèñòàë³÷íîìó êàðêàñ³, ì³æçåðåííèõ äåôîðìàö³é, ïåðå-
ì³ùåíü, ïîâîðîò³â êðèñòàë³ò³â îäèí â³äíîñíî îäíîãî ñïðèÿþòü çàðîäæåííþ ³ 
ðîçâèòêó òð³ùèí. Âçàºìîä³ÿ â³äëèâêà òà ôîðìè, îêðåìèõ åëåìåíò³â â³äëèâ-
êà, íèçêà ïðîöåñ³â, ùî ìàþòü ì³ñöå ïðè îõîëîäæåíí³, ñïðè÷èíÿþòü âèíèê-
íåííÿ íàïðóæåíü. Çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ â îêðåìèõ ëîêàëüíèõ çîíàõ ìî-
æóòü ñÿãàòè ãðàíèöü ì³öíîñò³ òà çóìîâëþâàòè ðóéíóâàííÿ â³äëèâê³â [3, 4]. 

Ïðè îõîëîäæåíí³ â³äëèâêà òð³ùèíà ðîçâèâàºòüñÿ â äîâæèíó òà øèðè-
íó. Ââàæàºìî, ùî øèðèíà òð³ùèíè çá³ëüøóºòüñÿ íåïåðåðâíî, à ïîøèðåííÿ 
ó ïîçäîâæíüîìó íàïðÿì³ â³äáóâàºòüñÿ â îêîë³ òåìïåðàòóðè êðèñòàë³çàö³¿. 
Òðóäíîù³ ïðè ìîäåëþâàíí³ ïðîöåñ³â ôîðìóâàííÿ òð³ùèí çóìîâëåí³ â³äñóò-
í³ñòþ äåòàëüíèõ äàíèõ ïðî âëàñòèâîñò³ ñïëàâ³â, ¿õ çàëåæíîñò³ â³ä òåìïåðà-
òóðè, îñîáëèâîñòåé ëèâàðíî¿ ôîðìè òà çì³íàõ ó ïðîöåñ³ âçàºìîä³¿ â³äëèâêà 
òà ôîðìè, óñêëàäíåíü ïðè ðîçðàõóíêàõ òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ íàïðóæåíü â 
óìîâàõ ñêëàäíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ðåàëüíîãî â³äëèâêà [3, 10].  

Òîìó ïðèïóñêàºìî, ùî â³äëèâîê º âæå ç³ ñôîðìîâàíîþ ñóêóïí³ñòþ òð³-
ùèí, ÿê³ óòâîðèëèñÿ â ðåçóëüòàò³ òåõíîëîã³÷íèõ ïðîöåñ³â îõîëîäæåííÿ â³ä-
ëèâêà, òîáòî â óìîâàõ ñêëàäíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà. Äëÿ ðîçðàõóíêó 
çîâí³øí³õ çóñèëü, ÿê³ ìîæóòü ñïðîâîêóâàòè ïîäàëüøå ïîøèðåííÿ òð³ùèí, 
íåîáõ³äíî ðîçðîáèòè ìåòîäèêó âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíîãî ñòàíó ò³ëà â³äëèâ-
êà, â ÿêîìó º ð³çí³ çà ôîðìîþ òà ðîçì³ùåííÿì òð³ùèíè.  

Äëÿ âèð³øåííÿ âêàçàíî¿ ïðîáëåìè ïðîïîíóºòüñÿ ìåòîä ðîçâ’ÿçóâàííÿ 
çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ äëÿ ñê³í÷åííîãî ò³ëà ïðè íàÿâíîñò³ ñèñòåìè òð³ùèí. 
Ðîçì³ðè òð³ùèí, ¿õ ê³ëüê³ñòü ó çîí³ ðîçòð³ñêóâàííÿ âèçíà÷àþòüñÿ çã³äíî ç 
ïðàêòè÷íèìè ñïîñòåðåæåííÿìè íà îñíîâ³ ìîæëèâîãî ïåðåäáà÷åííÿ àáî çà 
ðåçóëüòàòàìè ñïåö³àëüíèõ ìåòîä³â ä³àãíîñòèêè äåôåêò³â ï³ñëÿ çàâåðøåííÿ 
ïðîöåñó ôîðìóâàííÿ â³äëèâêà. Ó ðîáîò³ ðîçãëÿíóòî äâîâèì³ðíó ìîäåëü, àëå 
òàêèé ï³äõ³ä ìîæå áóòè ïîøèðåíèé ³ íà âèïàäîê äîñë³äæåííÿ òðèâèì³ðíîãî 
â³äëèâêà. 

Íåõàé äîñòàòíüî ãëàäêèé êîíòóð 0∂Ω  îòî÷óº äåê³ëüêà çàìêíóòèõ êðè-

âîë³í³éíèõ ðîçð³ç³â ,  1,2, ,i i k∂Ω =  , êîíòóðè ÿêèõ º ãëàäêèìè òà íå ìàþòü 
ñï³ëüíèõ òî÷îê (ðèñ. 1). Ðîçì³ðè òà ðîçì³ùåííÿ îäí³º¿ òð³ùèíè â³äíîñíî ³í-
øèõ ìîæóòü áóòè äîâ³ëüíèìè. 
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Ó âèïàäêó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿ ïðè 
â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ ñèë íàïðóæåíèé ñòàí 
ò³ëà ó ïåðåòèí³, ïàðàëåëüíîìó äî ïëîùè-
íè äåôîðìàö³¿, áóäå âèçíà÷àòèñÿ äîïî-
ì³æíèìè óìîâàìè, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü ð³â-
íîâàãó çîâí³øí³õ ñèë, ùî ïðèêëàäåí³ íà 
êîæí³é ç ãðàíèöü îáëàñò³, éîãî ôîðìîþ ³ 
íå çàëåæàòèìå â³ä âëàñòèâîñòåé ìàòåð³-
àëó ò³ëà [2].  

ßê â³äîìî [4], äëÿ òîãî ùîá ôóíêö³ÿ 
íàïðóæåíü âèçíà÷àëà ä³éñíèé íàïðóæå-
íèé ñòàí â³äëèâêà, íåîáõ³äíî òà äîñòàòíüî, ùîá âîíà áóëà á³ãàðìîí³÷íîþ: 

 1 2( , ) 0x x∆∆Φ = , (1) 

äå 
4 4 4

1 24 2 2 4
1 1 2 2

2 ;   ( , )x x
x x x x
∂ ∂ ∂∆∆ = + + Φ

∂ ∂ ∂ ∂
 – ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü Åð³. 

Öå ð³âíÿííÿ âèêîíóºòüñÿ ó áàãàòîçâ’ÿçí³é îáëàñò³ 0Ω . Ââàæàºìî, ùî 

ôóíêö³ÿ íàïðóæåíü â îáëàñò³ ìàº íåïåðåðâí³ ïîõ³äí³ äî 4-ãî ïîðÿäêó. 
Ôóíêö³ÿ Åð³ ïîâèííà çàäîâîëüíÿòè â³äïîâ³äí³ ãðàíè÷í³ óìîâè. Íåõàé íà âñ³õ 
êîíòóðàõ, ùî âèçíà÷àþòü îáëàñòü ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³, ö³ óìîâè ìàþòü 
âèãëÿä 

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ),        ( , )s sx x g x x x xΦ = ∈ ∂Ω , 

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ),      ( , ) ,    0,1,2, ,s sx x q x x x x s k∂Φ = ∈ ∂Ω =
∂ν

 , (2) 

äå ν  – çîâí³øíÿ íîðìàëü äî ãðàíèö³ îáëàñò³ sΩ . 
Òàêèì ÷èíîì, ðîçâ’ÿçóâàííÿ ïëîñêî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ çâîäèòüñÿ 

äî âèçíà÷åííÿ á³ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ (1) çà â³äîìèìè íà êîíòóðàõ çíà÷åííÿ-
ìè ö³º¿ ôóíêö³¿ òà ¿¿ íîðìàëüíèõ ïîõ³äíèõ (2). 

Øóêàíèé ðîçâ’ÿçîê áóäóºìî íà îñíîâ³ ï³äõîäó äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ êðàéî-
âèõ çàäà÷, ÿêèé âèêîðèñòîâóºòüñÿ ó ðîáîòàõ Â. Ä. Êóïðàäçå [5], Ì. À. Àëåê-
ñ³äçå [1], Ê. Ðåêòîð³ñà [8, 14]. Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê êðàéîâî¿ çàäà÷³ 
âèáèðàºòüñÿ òàêèì, ùî òî÷íî çàäîâîëüíÿº âèõ³äíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ 
³ íàáëèæåíî – ãðàíè÷í³ óìîâè.  

Ñèñòåìà êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é ñêëàäàºòüñÿ ç³ ñïåö³àëüíî âèáðàíèõ ³ 
ïðèâ’ÿçàíèõ äî âèçíà÷åíèõ òî÷îê ïàðíî¿ ñóêóïíîñò³: ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ³ 
ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ ç ìíîæíèêîì ó âèãëÿä³ ìíîãî÷ëåíà, íå âèùå äðóãîãî 
ñòåïåíÿ. Ïðîïîíóºòüñÿ âèêîðèñòîâóâàòè àïðîêñèìàö³éíî ãíó÷ê³øó ñèñòåìó 
ëîêàë³çîâàíèõ áàçèñíèõ ôóíêö³é äëÿ çàáåçïå÷åííÿ âèñîêî¿ ÿêîñò³ íàáëè-
æåííÿ òà îòðèìàííÿ äîáðå îáóìîâëåíèõ ñèñòåì ë³í³éíèõ àëãåáðà¿÷íèõ ð³â-
íÿíü, äî ÿêèõ çâîäèòüñÿ âèð³øåííÿ âèõ³äíî¿ çàäà÷³. 

Òî÷íî ñïðàâäèòè äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ ìîæíà ïðè âèêîðèñòàíí³ 
ðîçâ’ÿçê³â ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà 
ó âèçíà÷åíèõ êàíîí³÷íèõ îáëàñòÿõ – âíóòð³øíîñò³ êðóãà, çîâí³øíîñò³ êðóãà, 
ó ï³âïëîùèíè òà ³íøèõ. Ââàæàºìî, ùî îçíà÷åí³ êàíîí³÷í³ îáëàñò³ Gµ  îáìå-

æåí³ â³äïîâ³äíèìè êîíòóðàìè Gµ∂  òà º îáëàñòÿìè ïëîùèíè 1 2( , );  x x ν  – 

íàïðÿìîê íîðìàë³ äî êîíòóðó, çîâí³øí³é ùîäî îáëàñò³ Gµ .  

ßêùî êîíòóðè º êîëàìè, òî ¿õ ð³âíÿííÿ ìàþòü òàêó êàíîí³÷íó ôîðìó: 

 2 2 2
1 2 1 2( , ) ( ) ( ) 0x x R x xµ µ µω ≡ − − α − − β = ,  

äå ( ,  )µ µα β  – êîîðäèíàòè öåíòð³â ê³ë. 

 

… 
∂Ω1 

∂Ω2 

∂Ωk 

∂Ω0 

Ω0 

 
Рис. 1 
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Äëÿ ï³âïëîùèí êîíòóðè º ïðÿìèìè:  

 1 2 1 2( , ) ( ) /( ) ( ) /( ) 0x x x xµ µ µ µ µ µ µω ≡ − α β − α − − γ δ − γ = , 

äå 1( , )P µ µα β  òà 2 ( , )P µ µδ γ  – òî÷êè íà ïðÿìèõ Gµ∂ , ÿê³ âèáèðàþòü ó ïîñë³-

äîâíîñò³, ùî çóìîâëåíà îð³ºíòàö³-
ºþ (çë³âà â³ä êîíòóðó) îáëàñò³ 
â³äíîñíî êîíòóðó (ðèñ. 2). 

Ó çàäàíèõ êàíîí³÷íèõ îáëàñ-
òÿõ ãàðìîí³÷í³ ôóíêö³¿ 1 2( , )u x xµ  

( 0uµ∆ =  â Gµ , òà 1 2( , )u h x xµ µ=  

íà Gµ∂ ) ïîäàºìî ó âèãëÿä³ ³íòåã-

ðàëà Ïóàññîíà [9]. Ùîá âèçíà÷èòè 
øóêàíó ãàðìîí³÷íó ôóíêö³þ â 
îçíà÷åí³é êàíîí³÷í³é îáëàñò³, òðå-
áà çàäàâàòè äîäàòêîâó ³íôîðìà-
ö³þ ïðî ðîçì³ùåííÿ ö³º¿ îáëàñò³ 
òà ïðî âèãëÿä ôóíêö³¿ 1 2( , )h x xµ  – 

ãðàíè÷íî¿ óìîâè. ßêùî êàíîí³÷íà 
îáëàñòü º âíóòð³øí³ì àáî çîâí³ø-
í³ì êðóãîì, òî ãàðìîí³÷íà ôóíê-
ö³ÿ ó í³é º ôóíêö³ºþ, ùî çàëå-
æèòü â³ä äâîõ êîîðäèíàò 1 2( , )x x  

òà ï’ÿòè ïàðàìåòð³â: êîîðäèíàò öåíòðà êîëà 0 0
1 2( , )x x , ëîêàëüíî¿ ñèñòåìè êî-

îðäèíàò ( , )ρ ϕ  òà äîïîì³æíî¿ ³íôîðìàö³¿ ïðî ãðàíè÷íó ôóíêö³þ  : 

 1 2 1 2( , ) ( , ;  , , , , )u x x u x x= α β δ γ  , 

 0 0
1 2( ,  ) ( ,  ),        ( ,  ) ( ,  ),        supp ( , )x x h Rα β = δ γ = ρ ϕ = ϕ . 

Ïîä³áíèì íàáîðîì ïàðàìåòð³â, àëå ç â³äïîâ³äíîþ çì³íîþ ¿õ çì³ñòó, 
çàäàºòüñÿ ãàðìîí³÷íà ôóíêö³ÿ äëÿ ï³âïëîùèíè.  

Çà äîïîìîãîþ ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é, ùî ïîðîäæóþòüñÿ ôóíäàìåíòàëü-
íèìè ðîçâ’ÿçêàìè ïåðøî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ð³âíÿííÿ Ëàïëàñà, áóäóºìî 
ë³í³éíî íåçàëåæíó ñèñòåìó êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é 

 1 2 1 2 1 2( , ;  , , , , ) ( , ) ( , ;  , , , , )u x x x x u x xµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µα β δ γ + ω α β δ γ { } , 

ïàðàìåòðè ÿêî¿ áóäóòü ï³äïîðÿäêîâàí³ íàñòóïíèì âèìîãàì. 
Íåõàé íà êîíòóð³ 0∂Ω  ð³âíîì³ðíî ðîçì³ùåíà ïîñë³äîâí³ñòü òî÷îê 

1 2( , )M M x x=  
  . Ó êîæí³é òî÷ö³ M  ïîñòàâèìî çîâí³øí³é äî îáëàñò³ 0Ω  

ïåðïåíäèêóëÿð, íà ÿêîìó âèçíà÷èìî òî÷êó 0 0
1 2( , )P P x x=  

  – êîîðäèíàòè 

öåíòðà êîëà ðàä³óñà ( , )M Pδ = ν   , äå ( , )M Pν    – â³äñòàíü ì³æ òî÷êàìè M  

òà P . Âêàçàíî¿ ³íôîðìàö³¿ äîñòàòíüî äëÿ ïîáóäîâè êîëà, à çíà÷èòü – äëÿ 

îòðèìàííÿ ôóíêö³¿ 1 2( , )x xµω , ÿêà áóäå îïèñóâàòè öå êîëî.  

×åðåç òî÷êó 1 1
1 1 2( , )M x x+ +

+
 

  (ðèñ. 2) ìîæíà ïðîâåñòè äîòè÷íó ïðÿìó, 

ÿêà íå ïåðåòèíàòèìå îáëàñòü 0Ω  (íà ä³ëÿíö³ îïóêëîñò³ êîíòóðó). ßêùî 

çàäàòè íà ö³é ïðÿì³é äâ³ òî÷êè 1 1
1( , )P + +α β   ³ 1 1

2 ( , )P + +δ γ   â³äïîâ³äíî äî 

ðîçì³ùåííÿ ï³âïëîùèíè ïîçà îáëàñòþ 0Ω , òî îòðèìóºìî ôóíêö³þ 

1 2( , )x xµω , ÿêà îïèñóº êàíîí³÷íó îáëàñòü, òà íåîáõ³äí³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 

åëåìåíòà øóêàíî¿ ñèñòåìè.  

 

… 

P 

Ω0 M 

P1 

M1+ 
P2 

M 
k 

 
Рис. 2 
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Ïàðàìåòð µ  âèáèðàºìî, çàñòîñîâóþ÷è êðèòåð³é íàéêðàùèõ àïðîêñè-

ìàö³éíèõ âëàñòèâîñòåé ñèñòåì ôóíêö³é, ÿê³ áóäóòü íàáëèæåíî ïðåäñòàâëÿ-
òè ãðàíè÷í³ ôóíêö³¿ âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³. Äî òàêèõ ñèñòåì â³äíîñèìî 
ñèñòåìè àòîìàðíèõ ôóíêö³é up ( / )x η  [7], ñèñòåìè õâèëüîê (wavelet ñèñòåìè) 
[11, 13], ñèñòåìè åëåìåíòàðíèõ õâèëüîê [12]. Çàóâàæèìî, ùî âèá³ð àïðîêñè-
ìàö³éíèõ âëàñòèâîñòåé àòîìàðíî¿ ôóíêö³¿ up ( )x  ïîâ’ÿçàíèé ç âèçíà÷åííÿì 

âåëè÷èíè íîñ³ÿ ö³º¿ ô³í³òíî¿ ôóíêö³¿: supp up ( / )x= η . 

Íà áåðåãàõ k -¿ òð³ùèíè òàêîæ ðîçì³ñòèìî ïîñë³äîâí³ñòü ð³âíîì³ðíî 

âèáðàíèõ òî÷îê kM  ³ çã³äíî ç íàâåäåíîþ âèùå ïðîöåäóðîþ âïèøåìî â 
òð³ùèíó êðóãè, â çîâí³øíîñò³ ÿêèõ áóäåìî â³äáóäîâóâàòè ãàðìîí³÷í³ 
ôóíêö³¿. ßêùî òð³ùèíà âóçüêà, òî âïèñóºìî â â³äïîâ³äíó òð³ùèíó êðóãè, 
öåíòðè ÿêèõ áóäóòü ðîçòàøîâàí³ íà ë³í³¿ ãåîìåòðè÷íîãî öåíòðó îáëàñò³ 
òð³ùèíè (ë³í³¿, òî÷êè ÿêî¿ ð³âíîâ³ääàëåí³ â³ä ìåæ òð³ùèíè) (ðèñ. 2). Øóêàí³ 

òî÷êè kM  âèçíà÷àòèìóòüñÿ, ÿê òî÷êè äîòèêó êðóãà äî áåðåãà òð³ùèíè. Äëÿ 
êîæíîãî òàêîãî êðóãà âèáèðàºìî îäíó òî÷êó äîòèêó. 

Êîæíà ôóíêö³ÿ ç ñèñòåìè êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é çîáðàæóºòüñÿ ñóìîþ 
ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ òà äîáóòêó ãàðìîí³÷íî¿ ôóíêö³¿ íà ìíîãî÷ëåí, íå âèùå 
äðóãîãî ñòåïåíÿ: 

 1 2 1 2 1 2( , ;  , , , , ) ( , ) ( , ;  , , , , )u x x x x u x xµ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µ µα β δ γ + ω α β δ γ ={ }     

 1 2 1 2 1 2( , ) ( , ) ( , )u x x x x u x xµ µ µ= + ω{ }    

³ çàäîâîëüíÿº âñþäè â îáëàñò³ 0Ω  á³ãàðìîí³÷íå ð³âíÿííÿ. Ìíîæíèê 

1 2( , )x xµω  á³ëÿ ãàðìîí³÷íî¿ â 0Ω  ôóíêö³¿ 1 2( , ;  , , , , )u x xµ µ µ µ µ µα β δ γ   íå 

âèâîäèòü îñòàííþ ç êëàñó á³ãàðìîí³÷íèõ ôóíêö³é [9]. 
Òàêèì ÷èíîì, ñèñòåìà êîîðäèíàòíèõ ôóíêö³é ñêëàäàºòüñÿ ç 0r  

ôóíêö³é, ÿê³ áóëè óòâîðåí³ çà ðàõóíîê ðîçïîä³ëó òî÷îê âçäîâæ ãðàíèö³ 

0∂Ω , òà 
1

k

s
s

r
=
∑  ôóíêö³é, ÿê³ óòâîðåí³ çà ðàõóíîê ðîçïîä³ëó òî÷îê âçäîâæ 

áåðåã³â k  òð³ùèí.  
Íàáëèæåíèé ðîçâ’ÿçîê âèõ³äíî¿ êðàéîâî¿ çàäà÷³ øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 
0

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
r

i i i
n i i

i

u x x a u x x b x x u x xµ µ µ
=

= + ω +∑[ ]  

 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , )
srk

s sj s sj sj
j j

s j

a u x x b x x u x xµ µ µ
= =

+ + ω∑ ∑ [ ] , (3) 

äå ³íäåêñ  âêàçóº íà òèï êàíîí³÷íî¿ îáëàñò³ òà âèáèðàºòüñÿ çã³äíî ç õàðàê-

òåðíèìè îñîáëèâîñòÿìè ïî÷àòêîâî¿ îáëàñò³ (ðèñ. 2); 0
1

1,2, ,
k

s
s

n r r
=

= + ∑ . 

Íåâ³äîì³ êîåô³ö³ºíòè 0 0
0,  ,  ,  ,    1, 2, , ,   1,2, , ,   s s

i i j ja b a b i r s k j= = =   

1,2, , sr=  , âèçíà÷àºìî çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ãðàíè÷íî¿ êîëîêàö³¿. Ç ö³ºþ 

ìåòîþ òî÷êè äîòèêó M  êàíîí³÷íèõ îáëàñòåé òà ïî÷àòêîâî¿ îáëàñò³ áóäåìî 

ââàæàòè âóçëàìè êîëîêàö³¿. Âñüîãî ìàºìî 0
1

k

s
s

r r
=

+ ∑  òî÷îê. Ïîñòàâèìî âè-

ìîãó, ùîá ó âóçëàõ êîëîêàö³¿ ãðàíè÷í³ óìîâè (2) çàäîâîëüíÿëèñü äëÿ ïî-
äàííÿ (3).  
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Äëÿ çíàõîäæåííÿ êîåô³ö³ºíò³â 0 0
     0  , , , , 1, 2, , , 1,2, ,s s

i i j ja b a b i r s k= =  , 

1, 2, , sj r=  , ïîáóäóºìî ë³í³éíó ñèñòåìó àëãåáðà¿÷íèõ ð³âíÿíü: 

 
0

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , ) ( , )
r

i i i
i i

i

a u x x b x x u x xµ µ µ
=

+ ω +∑      [ ]  

 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
srk

s sj s sj sj
j j

s j

a u x x b x x u x x g x xµ µ µ
= =

+ + ω =∑ ∑        [ ] , 

 
0

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , ) ( , )
r

i i i
i i

i

a u x x b x x u x xµ µ µ
=

 ∂ ∂+ ω + ∂ν ∂ν 
∑      [ ]  

 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
srk

s sj s sj sj
j j

s j

a u x x b x x u x x h x xµ µ µ
= =

 ∂ ∂+ + ω = ∂ν ∂ν 
∑ ∑ [ ]        , 

 0
1

1,2, ,
k

s
s

r r
=

= + ∑ . 

Îá÷èñëåííÿ íîðìàëüíèõ ïîõ³äíèõ ìîæíà âèêîíóâàòè çã³äíî ç ï³äõîäîì 
Â. Ë. Ðâà÷îâà [6] äî ïðîäîâæåííÿ ãðàíè÷íèõ ôóíêö³é.  

Äëÿ öüîãî áóäåìî çàñòîñîâóâàòè ôóíêö³¿ ( , ),  0,1, ,s x y s kχ =   (ÿê³ îïè-
ñóþòü êîíòóðè âèõ³äíî¿ îáëàñò³), íîðìàë³çîâàí³ äî ïåðøîãî ïîðÿäêó, òîáòî 

0,  1,  0,1, ,
s

s

s
s s k

∂Ω
∂Ω

∂χ
χ = = =

∂ν
 . Òîä³, âèêîðèñòîâóþ÷è ñïåö³àëüí³ äè-

ôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè 
1 1 2 2

,   0,1, ,
s

s sD s k
x x x xχ

∂χ ∂χ∂ ∂= + =
∂ ∂ ∂ ∂

 , îòðèìóºìî 

íàñòóïíó ôîðìó ë³í³éíî¿ ñèñòåìè:  

 
0

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , ) ( , )
r

i i i
i i

i

a u x x b x x u x xµ µ µ
=

+ ω +∑      [ ]  

 1 2 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , ) ( , )
srk

s sj s sj sj
j j

s j

a u x x b x x u x x g x xµ µ µ
= =

+ + ω =∑ ∑        [ ] , 

 
0

0 0

0 0 0 0 0
1 2 1 2 1 2

1

( , ) ( , ) ( , )
r

i i i
i i

i

a D u x x b x x D u x xχ µ µ χ µ
=

 + ω +


∑ [       

 
0

0 0
1 2 1 2( , ) ( , )i iu x x D x xµ χ µ

+ ω +


]     

 1 2 1 2 1 2
1 1

( , ) ( , ) ( , )
s

s s

rk
s sj s sj sj
j j

s j

a D u x x b x x D u x xχ µ µ χ µ
= =

+ + ω +


∑ ∑ [       

 1 2 1 2 1 2 0
1

( , ) ( , ) ( , ),      1,2, ,
s

k
sj sj

s
s

u x x D x x h x x r rµ χ µ
=

+ ω = = +


∑]       . 

Çàóâàæèìî, ùî ïðàêòè÷íà ðåàë³çàö³ÿ çàïðîïîíîâàíîãî ï³äõîäó ïåðåäáà-
÷àº äîñë³äæåííÿ ïèòàííÿ ïðî îïòèìàëüíå ðîçì³ùåííÿ òî÷îê ïðèâ’ÿçêè êà-
íîí³÷íèõ îáëàñòåé äî ïî÷àòêîâî¿ îáëàñò³ çàäà÷³, ùî ìîæå ïîë³ïøèòè îö³íêó 
íàáëèæåííÿ äî øóêàíèõ ðîçâ’ÿçê³â. Äîñë³äæåííÿ ö³º¿ ïðîáëåìè âèõîäèòü çà 
ðàìêè äàíî¿ ñòàòò³. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНОГО НАПРЯЖЕННОГО СОСТОЯНИЯ ОТЛИВКИ 
В УСЛОВИЯХ ВОЗНИКНОВЕНИЯ КРИСТАЛЛИЗАЦИОННЫХ ТРЕЩИН 
 
Ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè, îñíîâàííûé íà ðåàëèçà-
öèè èäåè îïðåäåëåíèÿ áèãàðìîíè÷åñêîé ôóíêöèè â çàäàííîé îáëàñòè ïðè ïîìîùè 
ñïåöèàëüíûõ ëîêàëèçîâàííûõ ðåøåíèé ïåðâîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ óðàâíåíèÿ 
Ëàïëàñà â êàíîíè÷åñêèõ îáëàñòÿõ ñ ïðèìåíåíèåì ìåòîäà ãðàíè÷íîé êîëëîêàöèè. 
 
SIMULATION OF RESIDUAL STRESSED STATE OF CASTING  
UNDER CONDITIONS OF CRYSTALLINE CRACKS BIRTH 
 
The method for solution of elasticity theory problem is proposed, based on realization of 
the idea of biharmonic function determination in the given domain with the help of 
special localized solutions to the Laplace first boundary-value problem in the canonical 
domains using the boundary collocation method. 
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