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АНАЛІЗ ЕЛЕМЕНТАРНИХ РОЗВ’ЯЗКІВ ПЛОСКОЇ ЗАДАЧІ  
ПРУЖНОСТІ ДЛЯ ПРЯМОКУТНОЇ ОБЛАСТІ 
 

Ïðîâåäåíî àíàë³ç åëåìåíòàðíèõ ðîçâ’ÿçê³â ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ ó ïðÿìî-
êóòí³é îáëàñò³, ïîáóäîâàíèõ ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé â³ä íå-
ñàìîçð³âíîâàæåíèõ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü çà âèêîðèñòàííÿ ìåòîäó ïðÿìîãî 
³íòåãðóâàííÿ âèõ³äíèõ ð³âíÿíü âêàçàíî¿ çàäà÷³.  

 
  Ïëîñêà çàäà÷à ïðóæíîñò³ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ º îäí³ºþ ç íàéñòà-
ð³øèõ çàäà÷ ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî òâåðäîãî ò³ëà [8, 9]. Êð³ì òîãî, âîíà º 
ñâîãî ðîäó åòàëîííîþ çàäà÷åþ, îñê³ëüêè íà îñíîâ³ àíàë³çó ìåòîä³â ¿¿ ðîçâ’ÿ-
çóâàííÿ ìîæíà ñóäèòè ïðî ðîçâèòîê ìåòîä³â äëÿ çàäà÷ òåîð³¿ ïðóæíîñò³ â 
îáìåæåíèõ îáëàñòÿõ ç êóòîâèìè òî÷êàìè [3, 4] çàãàëîì. Ó ðîáîòàõ [3, 4, 8, 9] 
íàâåäåíî øèðîêèé îãëÿä ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðóæíîñò³ ÿê äëÿ 
ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³, òàê ³ äëÿ ³íøèõ îáìåæåíèõ îáëàñòåé ç êóòîâèìè òî÷-
êàìè, à òàêîæ ðîçãëÿíóòî ³ñòîðè÷í³ àñïåêòè ¿õíüîãî ðîçâèòêó. Ïðè âèêîðèñ-
òàíí³ á³ëüøîñò³ â³äîìèõ ìåòîä³â äëÿ ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ ïðóæíîñò³ ó 
ïðÿìîêóòíèêó íå ñòàâèëè çà ìåòó çíàéòè êîìïîíåíòè òåíçîðà íàïðóæåíü 
àáî âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé â³ä íàâàí-
òàæåíü âêàçàíî¿ îáëàñò³ â çàãàëüí³é ïîñòàíîâö³ çàäà÷³. Ïðîòå íàÿâí³ñòü ðîç-
â’ÿçêó çàäà÷³ ó òàêîìó âèãëÿä³ º âêðàé íåîáõ³äíîþ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ îáåðíå-
íèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ ÷è òåðìîïðóæíîñò³, à òàêîæ äëÿ ðîçðàõóíêó îïòè-
ìàëüíîãî çà øâèäêîä³ºþ êåðóâàííÿ òåìïåðàòóðíèìè ðåæèìàìè òà êåðóâàí-
íÿ òåðìîíàïðóæåíèì ñòàíîì ó ò³ë³ â³äïîâ³äíî¿ ãåîìåòð³¿ [1]. 
 Çíà÷íèì ïîñòóïîì ó ðîçâ’ÿçàíí³ âêàçàíî¿ ïðîáëåìè âèÿâèâñÿ ðîçâèíó-
òèé ó ðîáîòàõ [2, 10, 11] ìåòîä áåçïîñåðåäíüîãî ³íòåãðóâàííÿ ð³âíÿíü çàäà÷ 
ïðóæíîñò³ é òåðìîïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ. Âèêîðèñòàííÿ öüîãî ìåòîäó 
äîçâîëÿº ïîáóäóâàòè ðîçâ’ÿçîê ñèëîâî¿ çàäà÷³ äëÿ ïðÿìîêóòíèêà ó âèãëÿä³ 
ðîçâèíåíü êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ó çá³æí³ â óñ³õ òî÷êàõ îáëàñò³ òà 
¿¿ ãðàíèö³ ðÿäè çà ïîâíèìè ñèñòåìàìè âëàñíèõ ³ ïðèºäíàíèõ ôóíêö³é. Ïðè 
öüîìó ïðèºäíàí³ ôóíêö³¿ âèä³ëÿþòü ó âêàçàíèõ ðîçâèíåííÿõ êîìïîíåíòè 
íàïðóæåíü, çóìîâëåí³ íåñàìîçð³âíîâàæåíîþ ÷àñòèíîþ íàâàíòàæåííÿ, òîáòî 
òàê³, ÿê³ çàëåæàòü â³ä ãîëîâíèõ âåêòîðà òà ìîìåíòó ôàêòîð³â íàâàíòàæåí-
íÿ, à âëàñí³ ôóíêö³¿ − êîìïîíåíòè íàïðóæåíü, çóìîâëåí³ ñàìîçð³âíîâàæå-
íèì íàâàíòàæåííÿì. Çà äîïîìîãîþ öüîãî ìåòîäó ìîæíà òàêîæ çíàéòè ñï³â-
â³äíîøåííÿ ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðóæåíü, ³íòåãðàëüí³ óìîâè 
ð³âíîâàãè òà ³íòåãðàëüí³ ðåçóëüòóþ÷³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè â³ä íàïðóæåíü â 
îáëàñò³ ¿õ âèçíà÷åííÿ, à òàêîæ âñòàíîâèòè íåîáõ³äí³ óìîâè, ÿê³ ïîâèíí³ çà-
äîâîëüíÿòè ñèëîâ³ íàâàíòàæåííÿ, äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçê³â âêàçàíèõ çàäà÷. 
Òîé ôàêò, ùî ö³ ðîçâ’ÿçêè çíàéäåíî ó âèãëÿä³ ôóíêö³îíàëüíèõ çàëåæíîñòåé 
â³ä íàâàíòàæåíü, ÿê³ íå âòðà÷àþòü ñâîãî ñåíñó íà ãðàíèö³ îáëàñò³, â³äêðèâàº 
øèðîê³ ìîæëèâîñò³ ùîäî ¿õ âèêîðèñòàííÿ äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ çãàäàíèõ âèùå 
îáåðíåíèõ çàäà÷ ³ çàäà÷ êåðóâàííÿ. 
 Ó ö³é ðîáîò³ íà îñíîâ³ ðîçâ’ÿçêó [2] ïëîñêî¿ çàäà÷³ ïðóæíîñò³ ó ïðÿ-
ìîêóòí³é îáëàñò³ ïðîâåäåíî àíàë³ç íåñàìîçð³âíîâàæåíèõ ÷àñòèí êîìïîíåíò 
òåíçîðà íàïðóæåíü, ÿê³ íàçèâàþòü [3, 4] åëåìåíòàðíèìè ðîçâ’ÿçêàìè. 

Ðîçãëÿäàºòüñÿ ïëîñêà êâàç³ñòàòè÷íà çàäà÷à ïðóæíîñò³ ó ïðÿìîêóòí³é 
îáëàñò³ ( , ) , ,D x y a a b b= ∈ − × −[ ] [ ]{ } , ÿêà äëÿ îäíîð³äíîãî ³çîòðîïíîãî ìàòå-
ð³àëó çà â³äñóòíîñò³ ìàñîâèõ ñèë îïèñóºòüñÿ â³äîìèìè ð³âíÿííÿìè ð³âíîâàãè 
òà ñóö³ëüíîñò³ â íàïðóæåííÿõ: 

 0,       0,         ( , )
xy xy yx x y D

x y x y

∂σ ∂σ ∂σ∂σ
+ = + = ∈

∂ ∂ ∂ ∂
, (1) 
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2 2

2 2
( ) 0,      x y

x y
∂ ∂∆ σ + σ = ∆ = +

∂ ∂
, (2) 

çà íàÿâíîñò³ íà ìåæ³ îáëàñò³ çîâí³øí³õ çóñèëü 

 1 1

2 2

( ), ( ),
        

( ), ( ),x xy x ax a

p y q y

p y q y=±=±

− 
σ = σ = − 

 

 3 3

4 4

( ), ( ),
        

( ), ( ).y xyy b y b

p x q x

p x q x=± =±

− 
σ = σ = − 

 (3) 

Ó ðîáîòàõ [2, 11] çíàéäåíî ðîçâ’ÿçêè ïëîñêèõ çàäà÷ ïðóæíîñò³ é òåðìî-
ïðóæíîñò³ â íàïðóæåííÿõ äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³ ó âèãëÿä³ ðîçâèíåíü 
íàïðóæåíü xσ  ó çá³æíèé â îáëàñò³ D  ðÿä çà ïîâíîþ ñèñòåìîþ ôóíêö³é 

1,  ,  cos / ,  sin /n ny y b y bγ λ{ } , íàïðóæåíü yσ  – â àíàëîã³÷íèé ðÿä çà 

ïîâíîþ ñèñòåìîþ 1,  ,  cos / ,  sin /n nx x a x aγ λ{ }  òà íàïðóæåíü xyσ  − çà 

21,  ,  ,  sin / ,  cos cos /n n ny y y b y bγ λ − λ{ }  i 21,  ,  ,  sin / ,  cosn nx x x aγ λ −{  

cos /nx a− λ } . Òóò ;  0n nnγ = π λ >  – êîðåí³ ð³âíÿííÿ tg ,  1, 2,nλ = λ =  . 

Ïðè öüîìó âëàñí³ ôóíêö³¿ cos / ,  sin / ;  cos / ,  sin /n n n ny b y b x a x aγ λ γ λ ; 

sin / ,  cos cos /n n ny b y bγ λ − λ  òà sin / ,  cos cos / ,  1,2,n n nx a x a nγ λ − λ =  , 

âèä³ëÿþòü ó ðîçâèíåííÿõ â ðÿäè â³äïîâ³äíèõ íàïðóæåíü ÷àñòèíè, ÿê³ çàëå-
æàòü â³ä ñàìîçð³âíîâàæåíèõ ÷àñòèí çîâí³øí³õ çóñèëü (3). Âïëèâ íà íàïðó-
æåíèé ñòàí öèõ ÷àñòèí íàïðóæåíü ïîñëàáëþºòüñÿ ç â³ääàëåííÿì â³ä â³ä-

ïîâ³äíî¿ ñòîðîíè ïðÿìîêóòíèêà. Ïðèºäíàí³ æ ôóíêö³¿ 2      1, ; 1, ; 1, ,y x y y  òà 
21,  ,  x x  âèä³ëÿþòü ó ðîçâèíåííÿõ íàïðóæåíü åëåìåíòàðí³ ðîçâ’ÿçêè 0

xσ , 
0 0,  y xyσ σ , ÿê³ çàïèñàíî ó âèãëÿä³ çàëåæíîñòåé â³ä íåñàìîçð³âíîâàæåíèõ ÷àñ-

òèí çóñèëü (3):  

 0
1 2 2 1

1 ( ) ( )
4 4

b b

x
b b

xp p dy p p dy
b ab

− −

σ = − + + − −∫ ∫  

 1 2 2 13 3
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( ) ( )
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b b

b b

y xy
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 0
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p p dx p p dx

a ab
− −
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33 ( ) ( )
4 4

a a

a a

xyx p p x dx p p x dx
a ba− −

− + + −∫ ∫ , 

 
2 2

0
12 21 43 34 3 43

3 ( )1 ( )
4 8

a

xy
a

x ayxq q q aq q q dx
a b a

+ − − +

−

−   σ = − − + − + +      ∫  

 
2 2

12 1 23

3 ( )
( ) ,

8

b

b

y b
bq q q dy

b
+

−

 −
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äå  21 2 1 2 1 43 4 3 4 3( ) ( ) ,        ( ) ( )
y b y b x a x a

q q q q q q q q q q− −
= =− = =−= − + − = − + − ,  

 12 1 2 1 2 34 3 4 3 4( ) ( ) ( ) ( )
y b y b x a x a

q q q q q q q q q q+ +
= =− = =−= + + + = = + + + . 
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Íåñàìîçð³âíîâàæåí³ ÷àñòèíè çîâí³øí³õ çóñèëü ³ç ãðàíè÷íèõ óìîâ (3) âèä³-
ëÿþòüñÿ òèìè ñàìèìè ôóíêö³ÿìè ³ ìàþòü âèãëÿä [5, 10] 

 0 1 2 1 2
3

1 3,        ,         
2 2

b b

i i i i i i i
b b

p c yc c p dy c yp dy
b b− −

= + = =∫ ∫ , 

 0 1 2 1 2
3

1 3,        ,         
2 2

a a

j j j j j j j
a a

p c xc c p dx c xp dx
a a− −

= + = =∫ ∫ , 

 0 1 2 2 2 3 0 1 2 2 2 3( ) ,          ( )i i i i j j j jq d yd y b d q d xd x a d= + + − = + + − , 

  
1 1

 ( ) ( ) / 2,              ( ) ( ) / 2i i i j j jd q b q b d q a q a= + − = + −[ ] [ ] , 

 2 2
  ( ) ( ) /(2 ),           ( ) ( ) /(2 )i i i j j jd q b q b b d q a q a a= − − = − −[ ] [ ] , 

 3
3

3 ( ) ( )
4

b

i i i i
b

d b q b q b q dy
b −

 = + − − 
 ∫[ ] , 

 3
3

3 ( ) ( ) ,        1,2,     3, 4
4

a

j j j j
a

d a q a q a q dx i j
a −

 = + − − = = 
 ∫[ ] . (5) 

Íàäàë³, îñê³ëüêè ðîçãëÿäàòèìóòüñÿ ëèøå íåñàìîçð³âíîâàæåí³ íàïðóæåííÿ 
(4) ÷è çóñèëëÿ (5), äëÿ ñïðîùåííÿ çàïèñó âåðõí³é ³íäåêñ «0» ïðîïóùåíî.  
 Äëÿ ³ñíóâàííÿ ðîçâ’ÿçêó çàäà÷³ (1)–(3) ó âèãëÿä³ (4) íåñàìîçð³âíîâàæåí³ 
÷àñòèíè (5) çîâí³øí³õ çóñèëü (3) ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè òàê³ óìîâè:  

 43 4 3 2 1( ) ( )
a b

a b

aq q q dx p p dy−

− −

= − = −∫ ∫ , 

 21 2 1 4 3( ) ( )
b a

b a

bq q q dy p p dx−

− −

= − = −∫ ∫ , 

 34 3 4 3 4( ) ( )
a a

a a

abq b q q dx p p x dx+

− −

= + + −∫ ∫ , 

 12 1 2 1 2( ) ( )
b b

b b

abq a q q dy p p y dy+

− −

= + + −∫ ∫ , 

 3 3 4 4( ) ( ) ( ) ( )q a q a q a q a− − = − − , 

 1 1 2 2( ) ( ) ( ) ( )q b q b q b q b− − = − − ,  (6) 

à òàêîæ çàêîí ïàðíîñò³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó êóòîâèõ òî÷êàõ îáëàñò³ D .  
 Ðîçâ’ÿçêè (4) äëÿ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü ì³ñòÿòü äîäàíêè, ÿê³ âèðàæà-
þòüñÿ ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè íåñàìîçð³âíîâàæåíèõ íîðìàëüíèõ çóñèëü (5), 
ïîìíîæåí³ íà 1,  ,  ,  x y xy . Ó âèïàäêó äîòè÷íèõ íàïðóæåíü (4) ìàºìî äîäàí-
êè ó âèãëÿä³ âèðàç³â ÷åðåç êîåô³ö³ºíòè äîòè÷íèõ çóñèëü (5), ïîìíîæåí³ íà 

2 2 2 21,  ,  ,  ,  x y y b x a− − . Ïðîàíàë³çóºìî, ÿêèìè çîâí³øí³ìè íàâàíòàæåííÿìè 

(5) îáëàñò³ D  ñïðè÷èíåíèé êîæíèé ³ç öèõ äîäàíê³â â åëåìåíòàðíèõ 
ðîçâ’ÿçêàõ (4). Ïî÷íåìî ç àíàë³çó íàïðóæåíü xσ . Ç îãëÿäó íà (4), (6) î÷å-

âèäíèì º òå, ùî çóñèëëÿ 3 4,  p p  íå º ïîâ’ÿçàí³ ç íåñàìîçð³âíîâàæåíèìè 

íàïðóæåííÿìè (4) äëÿ xσ , òîìó ïðè àíàë³ç³ öèõ íàïðóæåíü ïîêëàäåìî 
âêàçàí³ çóñèëëÿ ð³âíèìè íóëåâ³.  
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 Ïîñòàâèìî âèìîãó, ùîá ó ïåðøîìó ç âèðàç³â (4) óñ³ äîäàíêè, êð³ì 

1 2( )
b

b

p p dy
−

+∫ , äîð³âíþâàëè íóëåâ³. Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî òàêà âèìîãà çà-

äîâîëüíÿºòüñÿ çà óìîâ ä³¿ òàêèõ íåñàìîçð³âíîâàæåíèõ çîâí³øí³õ çóñèëü (5): 

 1
1 1,      0,      ,     1,2,    3, 4i i j j ip c q q p c c i j= = = = = = = . (7) 

Î÷åâèäíî, ùî çóñèëëÿ (7) çóìîâëþþòü ïðîñòèé ñòèñê (ðîçòÿã) ïðÿìîêóòíî¿ 
îáëàñò³ âçäîâæ îñ³ x  (ðèñ. 1) òà íàïðóæåííÿ (4) ó âèãëÿä³ 

 1,        0x y xycσ = − σ = σ = . (8) 

 

D 
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b 

a 

− b 

− a 
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D 

x 

b 

a 

− b 

− a 

y 

 
Рис. 1 Рис. 2 

Ç’ÿñóºìî, êîëè ó âèðàç³ (4) äëÿ xσ  óñ³ äîäàíêè, êð³ì òîãî, ÿêèé ñòî¿òü 
ïðè y , äîð³âíþþòü íóëåâ³. Òàêà óìîâà çàäîâîëüíÿºòüñÿ ïðè 

 2
2 2,      0,       c ,     1,2,    3, 4i i j j ip yc q q p c i j= = = = = = = . (9) 

Òîä³ íàïðóæåíèé ñòàí áóäå îïèñóâàòèñü íàïðóæåííÿìè 

 2 ,        0x y xyycσ = − σ = σ = , (10) 

ÿê³ âèðàæàþòü ÷èñòèé çãèí îáëàñò³ (ðèñ. 2). 
Åëåìåíòàðí³ ðîçâ’ÿçêè äëÿ íàïðóæåíü (8), (10), ñïðè÷èíåí³ â³äïîâ³äíî 

çóñèëëÿìè (7), (9), º çäàâíà â³äîìèìè â òåîð³¿ ïðóæíîñò³ [6, 7]. Íà ³ñíóâàííÿ 
òàêèõ ðîçâ’ÿçê³â ùå â 1855 ðîö³ âêàçàâ Áàððå äå Ñåí-Âåíàí, ñôîðìóëþâàâ-
øè îñíîâîïîëîæíèé äëÿ ìåõàí³êè ïðèíöèï ïðî ì³ñöåâèé âïëèâ íà íàïðó-
æåíèé ñòàí ñàìîçð³âíîâàæåíèõ ñèñòåì çîâí³øí³õ ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü, 
ÿêèé ñëàáøàº ç â³ääàëåííÿì â³ä íàâàíòàæåíî¿ ä³ëÿíêè ìåæ³. 

Âèçíà÷èìî òåïåð, ÿêèìè çîâí³øí³ìè çóñèëëÿìè çóìîâëåí³ äîäàíêè ó 
âèðàç³ (4) äëÿ xσ , ÿê³ ìàþòü ìíîæíèêàìè x  òà xy .  

Ïîêëàäåìî óñ³ äîäàíêè ó ïåðø³é ç ôîðìóë (4), êð³ì äîäàíêà ïðè x , 
ð³âíèìè íóëåâ³. Âíàñë³äîê öüîãî ç óðàõóâàííÿì (6) îòðèìàºìî òàê³ âèðàçè 
äëÿ çîâí³øí³õ çóñèëü (5):  

 1 1 2 1 3 3 4 4 1 2 1,    ,     ,    ,    /p c p c q d q d q q d yc a= = − = = = = + , (11) 

äå 1 1 1
        1 1 3 4 1 3 4, , , 2 , 2 ( ),    1,2,  3, 4i j jc c d d d d d d d bc a d d i j= = = = + = − = = . 

Î÷åâèäíî, ùî, ïîêëàâøè â (11) 0d = , îòðèìàºìî íàâàíòàæåííÿ ãðàíèö³ 
îáëàñò³ çà òàêèìè çàêîíàìè (ðèñ. 3): 

 1 1 2 1 3 1 4 1 1 2 1,   ,   / ,   / ,   /p c p c q bc a q bc a q q yc a= = − = = − = = , (12) 

à íàïðóæåíèé ñòàí îïèñóâàòèìåòüñÿ ôîðìóëàìè  

 1 1 / ,      0,      /x y xyxc a yc aσ = − σ = σ = . (13) 

Ó âèïàäêó ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü (12) ä³ÿ çóñèëü 1 2,  p p  íà ñòîðîíàõ 

îáëàñò³ x a= ±  çð³âíîâàæóºòüñÿ ä³ºþ çóñèëü 3 4,  q q  íà ñòîðîíàõ y b= ± . 
Ïðè öüîìó, ùîá âèêîíóâàëèñü óìîâè (6) ç³ çáåðåæåííÿì çàêîíó ïàðíîñò³ 
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äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ó êóòîâèõ òî÷êàõ îáëàñò³ D , íà ñòîðîíàõ x a= ±  ïî-

âèíí³ áóòè çàäàíèìè çóñèëëÿ 1 2,  q q , ÿê³ íå âïëèâàþòü íà ãîëîâí³ âåêòîð ³ 
ìîìåíò óñüîãî êîìïëåêñó ñèëîâèõ íàâàíòàæåíü (12). Ç óìîâ (6) òàêîæ âè-
ïëèâàº, ùî ñòîñîâíî íàïðóæåíîãî ñòàíó, ÿêèé îïèñóºòüñÿ ôîðìóëàìè (13), 
çóñèëëÿ äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü ïîâèíí³ áóòè â³äì³ííèìè â³ä íóëÿ. 
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Рис. 3 Рис. 4 
Ïîêëàâøè òåïåð ð³âíèìè íóëåâ³ óñ³ äîäàíêè ó âèðàç³ (4) äëÿ xσ , êð³ì 

òîãî, ÿêèé ìàº ìíîæíèêîì xy , ³ç óðàõóâàííÿì (6) îòðèìàºìî òàê³ ôîðìóëè 
äëÿ çóñèëü (5): 

 1 2 2 2 3 4,   ,   p yc p yc q q d= = − = = , 

 2 2
1 2 2( ) /(2 )q q d y b c a= = + − . (14) 

Òóò 2 1 1
2 1 ,  ,  1, 2,  3, 4i jc c d d d i j= = = = = . Ï³ñëÿ çíÿòòÿ çð³âíîâàæåíî¿ ñèñòå-

ìè äîòè÷íèõ çóñèëü, ïîêëàâøè â (14) 0d = , îòðèìóºìî çóñèëëÿ (ðèñ. 4) 

 2 2
1 2 2 2 3 4 1 2 2,   ,   0,   ( ) /(2 )p yc p yc q q q q y b c a= = − = = = = −  (15) 

òà íàïðóæåííÿ 

 2 2
2 2/ ,     0,     ( ) /(2 )x y xyxyc a y b c aσ = − σ = σ = − . (16) 

Çà íàïðóæåíîãî ñòàíó (16), ñïðè÷èíåíîãî çîâí³øí³ìè çóñèëëÿìè (15), ä³ÿ 
çóñèëü 1p  íà ñòîðîí³ ïðÿìîêóòíèêà x a=  çð³âíîâàæóºòüñÿ çóñèëëÿìè 1q . 

Àíàëîã³÷íî, íà ñòîðîí³ x a= −  çóñèëëÿ 2p  êîìïåíñóþòüñÿ çóñèëëÿìè 2q .  
 Òàêèì ÷èíîì, ïåðåêîíóºìîñü, ùî íàÿâí³ñòü â åëåìåíòàðíîìó ðîçâ’ÿçêó 
(4) äëÿ xσ  äîäàíê³â ïðè x  òà xy  ñïðè÷èíåíà çàäàííÿì äîòè÷íèõ çóñèëü 

(12), (15), ùî çóìîâëþº â îáëàñò³ D  ïîÿâó íåñàìîçð³âíîâàæåíèõ äîòè÷íèõ 
íàïðóæåíü (13), (16). 
 Äîñë³äæåííÿ åëåìåíòàðíîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ yσ  ïðîâîäèòüñÿ òàê, ÿê ³ 

äëÿ xσ . Â³äïîâ³äí³ âèðàçè îòðèìàºìî ç ïîïåðåäí³õ, çàì³íèâøè ,  ,  x y a , 

,  ,  i ib p q  íà ,  ,  ,  ,  ,  ,   1,2,   3, 4j jy x b a p q i j= = . 

 Äëÿ åëåìåíòàðíîãî ðîçâ’ÿçêó xyσ  íà îñíîâ³ (6) îòðèìàºìî  

 1 1,     ( ) ( ),    1,2,    3, 4xy i j i jd d d d q b q a i jσ = = = = ± = ± = = , 

çà ð³âíîñò³ íóëåâ³ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü òà ïðè 

 ,      1,2,    3, 4i jq q d i j= = = = . 

Êîëè çóñèëëÿ (5) íà ãðàíèö³ îáëàñò³ çàäàòè ó âèãëÿä³ 

 1
3 4,      ,      / ,      i i iq d q d q yd b p c= = − = = , 

 1 1 1
1 2,      2 ( ),      1,2,   3, 4jd d ad b c c i j= = − = = , (17) 
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òî âèðàç (4) äëÿ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü áóäå ì³ñòèòè ëèøå äîäàíîê ïðè y  ³ 
íàïðóæåíèé ñòàí áóäå îïèñóâàòèñü ôîðìóëàìè  

 1 1
1 2/ ( )/2,        0,       /x y xyxd b c c yd bσ = − − + σ = σ = . (18) 

Î÷åâèäíî, ùî, êîëè 1 1
1 2c c= − , òî ôîðìóëè (17), (18) ñï³âïàäàþòü ç (12), (13).  

 Íàðåøò³, âèðàç (4) äëÿ xyσ  ì³ñòèòèìå ëèøå äîäàíîê ïðè 2 2y b− , êîëè 

 2 2 20,       ( ) ,        j j i i ip q q y b d p c y= = = − = , 

 3 2 2
1 2,            4 ,      1,2,      3, 4id d ad c c i j= = − = = . (19)  

Íàïðóæåííÿ (4) ó âèïàäêó çóñèëü (19) ìàþòü âèãëÿä  

 2 2 2 2
1 22 ( )/2,       0,        ( )x y xyxyd y c c y b dσ = − − + σ = σ = − . (20)  

Ëåãêî ïåðåêîíàòèñü, ùî ïðè 2 2
1 2c c= −  ç ôîðìóë (19), (20) îòðèìóºìî â³äïî-

â³äíî ñï³ââ³äíîøåííÿ (15), (16).  

Àíàë³ç äîäàíê³â ó âèðàç³ (4) äëÿ xyσ  ïðè 2 2,  x x a−  ïðîâîäèòüñÿ, ÿê ³ 

äëÿ äîäàíê³â ïðè 2 2,  y y b− . 
 Îòæå, â ðîáîò³ ïðîàíàë³çîâàíî åëåìåíòàðí³ ðîçâ’ÿçêè ïëîñêî¿ çàäà÷³ 
ïðóæíîñò³ ó ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ìåòîäó ïðÿìîãî 
³íòåãðóâàííÿ âèõ³äíèõ ð³âíÿíü âêàçàíî¿ çàäà÷³. Çíàéäåíî ñõåìè íàâàíòà-
æåííÿ îáëàñò³ íåñàìîçð³âíîâàæåíèìè çîâí³øí³ìè çóñèëëÿìè, ÿê³ â³äïîâ³äà-
þòü êîæíîìó äîäàíêó ó âèðàçàõ åëåìåíòàðíèõ ðîçâ’ÿçê³â (4). Îêð³ì çäàâíà 
â³äîìèõ ó òåîð³¿ ïðóæíîñò³ åëåìåíòàðíèõ ðîçâ’ÿçê³â, ÿê³ â³äïîâ³äàþòü ðîç-
òÿãó (ñòèñêó) òà çãèíó ïðÿìîêóòíî¿ îáëàñò³, âèÿâëåíî ùå äâà ñïîñîáè íàâàí-
òàæåííÿ âêàçàíî¿ îáëàñò³, äëÿ ÿêèõ îáîâ’ÿçêîâèì º çàäàííÿ íà ñòîðîíàõ 
ïðÿìîêóòíèêà çóñèëü äëÿ íîðìàëüíèõ ³ äîòè÷íèõ íàïðóæåíü. 
 Ó ïåðñïåêòèâ³ ìåòîä ïîáóäîâè åëåìåíòàðíèõ ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷³ ïðóæ-
íîñò³ ó ïðÿìîêóòí³é îáëàñò³ ïëàíóºòüñÿ ðîçâèíóòè äëÿ àí³çîòðîïíèõ íåî-
äíîð³äíèõ ³ òåðìî÷óòëèâèõ ìàòåð³àë³â. 
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АНАЛИЗ ЭЛЕМЕНТАРНЫХ РЕШЕНИЙ ПЛОСКОЙ ЗАДАЧИ УПРУГОСТИ  
ДЛЯ ПРЯМОУГОЛЬНОЙ ОБЛАСТИ 
 
Ïðîâåä¸í àíàëèç ýëåìåíòàðíûõ ðåøåíèé ïëîñêîé çàäà÷è óïðóãîñòè â ïðÿìîóãîëü-
íîé îáëàñòè, ïîñòðîåííûõ â âèäå ôóíêöèîíàëüíûõ çàâèñèìîñòåé îò íåñàìîóðàâ-
íîâåøåííûõ ñèëîâûõ íàãðóæåíèé ïðè èñïîëüçîâàíèè ìåòîäà ïðÿìîãî èíòåãðèðî-
âàíèÿ èñõîäíûõ óðàâíåíèé óêàçàííîé çàäà÷è. 
 
ANALYSIS OF ELEMENTARY SOLUTIONS TO PLANE ELASTIC PROBLEM 
FOR RECTANGULAR DOMAIN 
 
The analysis of elementary solutions to the plane elastic problem in a rectangle is car-
ried out. These solutions are constructed as functional dependences on non-self-
equilibrated force loadings with use of direct integration method of initial equations for 
the stated problem. 
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