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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ МОДЕЛИ ДВИЖЕНИЯ НЕСЖИМАЕМОЙ ВЯЗКОЙ 
ЖИДКОСТИ ПО СКРУЧЕННЫМ ТРУБАМ 
 

Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè äâèæåíèÿ âÿçêîé íåñæèìàåìîé æèäêîñ-
òè ïî ñêðó÷åííûì òðóáàì. Ïîëó÷åíû óðàâíåíèÿ Íàâüå – Ñòîêñà è íåðàçðûâ-
íîñòè äâèæåíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ îïðå-
äåëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ â æèäêîñòè ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ 
ñêîðîñòåé ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà. Äëÿ 
ñêðó÷åííûõ òðóá áåñêîíå÷íîé äëèíû ñ ïîñòîÿííûì ñå÷åíèåì òðåõìåðíàÿ 
çàäà÷à ñâåäåíà ê ïëîñêîé. 

 
Â 1939 ãîäó À. È. Ëóðüå è Ã. Þ. Äæàíåëèäçå [3] ñôîðìóëèðîâàëè çàäà-

÷ó Ñåí-Âåíàíà äëÿ ñêðó÷åííûõ ñòåðæíåé è âûâåëè óðàâíåíèÿ òåîðèè óï-
ðóãîñòè â êðèâîëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. Áîëüøîé âêëàä â 
ýòó îáëàñòü ìåõàíèêè âíåñëè îòå÷åñòâåííûå ó÷åíûå Ï. Ì. Ðèç [11], Ñ. À. Òó-
ìàðêèí [12] è äðóãèå.  

Ñêðó÷åííûå òðóáû (ðèñ. 1) ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûì è óäîáíûì ñðåäñòâîì, 
ïîçâîëÿþùèì ïðèäàòü ïîòîêó æèäêîñòè âðàùàòåëüíîå äâèæåíèå è òåì ñà-
ìûì ñïîñîáñòâîâàòü ïðîöåññàì èíòåíñèôèêàöèè òåïëî- è ìàññîîáìåíà. Ïî-
ñòàíîâêà çàäà÷è èíèöèèðîâàíà èññëåäîâàíèÿìè, âûïîëíÿåìûìè â îòäåëå 
âûñîêîòåìïåðàòóðíîé òåðìîãàçîäèíàìèêè Èíñòèòóòà òåõíè÷åñêîé òåïëîôè-
çèêè ÍÀÍ Óêðàèíû ïîä ðóêîâîäñòâîì ÷ëåíà-êîððåñïîíäåíòà ÍÀÍ Óêðàè-
íû À. À. Õàëàòîâà. Â ðàáîòå [13] ïðèâåäåíû íåêîòîðûå îáðàçöû óêàçàííûõ 
òðóá.  

Âî ìíîãèõ ðàáîòàõ (íàïðèìåð, 
â [2]) ðàññìàòðèâàþòñÿ ìàòåìàòè-
÷åñêèå ìîäåëè ìåõàíèêè æèäêîñòè 
è ãàçà â äåêàðòîâûõ, öèëèíäðè÷åñ-
êèõ è ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ. 
Îäíàêî â ðÿäå ñëó÷àåâ [4–6] îêà-
çûâàåòñÿ óäîáíîé ôîðìóëèðîâêà 
çàäà÷è â êðèâîëèíåéíûõ íåîðòîãî-
íàëüíûõ êîîðäèíàòàõ. 

Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íûé öèëèíäð ñ îáðàçóþùèìè, ïàðàëëåëüíûìè îñè 

Oz , è íàïðàâëÿþùåé ∂Ω , íîðìàëèçîâàííîå óðàâíåíèå ( , ) 0x yω = , 
n ∂Ω

∂ω =
∂

 

1=  êîòîðîé äëÿ ∂Ω  ïðàêòè÷åñêè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû â ïëîñêîñòè xOy  

ìîæåò áûòü ïîñòðîåíî ñ ïîìîùüþ R -ôóíêöèé. Çäåñü n  – âíóòðåííÿÿ, ïåð-
ïåíäèêóëÿðíàÿ îñè Oz , íîðìàëü ê ∂Ω  [9].  

Ïîñëå ïîäñòàíîâêè 
cos sin ,

sin cos

x x z y z

y x z y z

⇐ α + α
 ⇐ − α + α

 â óðàâíåíèå ( , ) 0x yω =  

ïîëó÷èì óðàâíåíèå ( cos sin , sin cos ) 0x z y z x z y zω α + α − α + α =  áåñêîíå÷íîé 

âèíòîâîé ïîâåðõíîñòè (ðèñ. 1) ñ øàãîì 2H π=
α

 è íàïðàâëÿþùåé ∂Ω  [9, 10]. 

Ëåãêî óáåäèòüñÿ, ÷òî óðàâíåíèå 
ˆ ˆ

ˆ ˆ
ˆ ˆ
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x y
x y z

y x
x y

ω
ω ≡ =

∂ω ∂ω + α − ∂ ∂ 
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Рис. 1 
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 ˆ cos sin ,x x z y z= α + α  

 ˆ sin cosy x z y z= − α + α . 

Ðàññìîòðèì íåîðòîãîíàëüíûå êðèâîëèíåéíûå êîîðäèíàòû, ñâÿçàííûå ñ 
äåêàðòîâûìè ñîîòíîøåíèÿìè [5]:  

 ˆ ˆcos sinx x z y z= α − α , 

 ˆ ˆsin cos y x z y z= α + α , 

 ˆz z= , (1) 

è âûïèøåì êîâàðèàíòíûå ik
i k

x x
g

x x
∂ ∂

=
∂ ∂∑  


 è êîíòðàâàðèàíòíûå 

ik
ik Gg

g
=  

ñîñòàâëÿþùèå ìåòðè÷åñêîãî òåíçîðà, ãäå ikG  – àëãåáðàè÷åñêîå äîïîëíåíèå 

ikg  â îïðåäåëèòåëå det ( )ikg g= : 

 
ˆ
ˆ

ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2

1 0
0 1

1
ik

y
g x

y x x y

 −α
 = α
 
−α α α + α + 

, 

 

ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2 2

2 2 2

1

1
1

ik
ik

y xy y
Gg xy x x
g

y x

 + α −α α
 = = −α + α −α 

α −α  

, 

 ˆ ˆ ˆ ˆ2 2 2 2 2 2 2 21 1ikg g x y y x= = α + α + − α − α = . (2) 

 Îòëè÷íûå îò íóëÿ ñèìâîëû Êðèñòîôôåëÿ ïåðâîãî , ,i jk i kjΓ = Γ =  

1
2

ij kjik

k j i

g gg
x x x

∂ ∂∂ = + − ∂ ∂ ∂ 
 è âòîðîãî ,

i i i
jk kj jkgΓ = Γ = Γ   ðîäîâ èìåþò òàêîé 

âèä: 

 ,ˆ ˆ, ,2 2
1,23 1,32 1,33 2,13 2 31 2,33          ,      x yΓ = Γ = −α Γ = −α Γ = Γ = α Γ = − α , 

 ˆ ˆ2 2
3,13 3,31 3,23 3,32,     x yΓ = Γ = α Γ = Γ = α , 

 ˆ ˆ1 1 1 2 2 2 2 2
23 32 33 13 31 33,        ,      ,     x yΓ = Γ = − α Γ = − α Γ = Γ = α Γ = − α . 

Óðàâíåíèå Íàâüå – Ñòîêñà â îáîáùåííûõ êîîðäèíàòàõ èìååò âèä [1]: 

 , , ,( )
i

k i ik km i
k m kk

pV V V g g V
t x

∂∂ρ + ρ = − + µ
∂ ∂

. (3) 

 Âû÷èñëèì ïåðâûå ,

i
i j i
k jkk

VV V
x

∂= + Γ
∂

 è âòîðûå ,
, , ,( )

i
mi j i

m k m jkk

V
V V

x

∂
= + Γ −

∂
 

,
i j
j mkV− Γ  ïðîèçâîäíûå:  

 ˆ
ˆ ˆ
1 1 1

1 1 3 1 2 2 3
,1 ,2 ,3,        ,        V V VV V V V V xV

zx y
∂ ∂ ∂= = − α = − α − α

∂∂ ∂
, 

 ˆ
ˆ ˆ
2 2 2

2 3 2 2 1 2 3
,1 ,2 ,3,        ,        V V VV V V V V yV

zx y
∂ ∂ ∂= + α = = + α − α

∂∂ ∂
, 

 ,ˆ ˆ
3 3 3

3 3 3
,1 ,2 3,          ,         V V VV V V

zx y
∂ ∂ ∂= = =

∂∂ ∂
; 
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 , ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

2 1 2 1 3 2 1 3
1 1 1 1
,1 ,1 2 ,1 ,1 ,2 ,2 ,22 2

( ) ,       ( ) ( ) ,      ( ) 2V V V V VV V V V
x y x yx y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = = − α = − α
∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂

, 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
2 1 2 3 1

1 1 2
,3 ,1 ,1 ,3( ) ( ) V V V VV V x

x z x x y
∂ ∂ ∂ ∂= = − α − α − α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

 ˆ ˆ ˆ
2 2 3

2 2
,2 ,1 ,1 ,2( ) ( ) V VV V

x y y
∂ ∂= = + α
∂ ∂ ∂

, 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
2 1 3 2 3 1

1 1 2
,2 ,3 ,3 ,2( ) ( ) V V V V VV V x

zy z y y x
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = − α − α − α + α

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 ˆ ˆ
2 3

3 3
,2 ,1 ,1 ,2( ) ( ) VV V

x y
∂= =
∂ ∂

, 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 1 3 3 2

2 2 2
,3 ,1 ,1 ,3( ) ( ) V V V V VV V y

zx z x x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = + α − α + α − α

∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂
, 

 ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 1 2 3 1 1
1 2 2 2 2 1
,3 ,3 2

( ) 2 2V V V V VV x x y V
z z x yz

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= − α − α + α + α − α
∂ ∂ ∂ ∂∂

, 

 ˆˆ ˆ

2 2 3 2 2
2 2
,1 ,1 ,2 ,22 2

( ) 2 ,          ( )V V VV V
xx y

∂ ∂ ∂= + α =
∂∂ ∂

, 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 1 3 2

2 2 2
,2 ,3 ,3 ,2( ) ( ) V V V VV V y

y z y y x
∂ ∂ ∂ ∂= = + α − α + α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

, 

 ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2 1 3 2 2
2 2 2 2 2 2
,3 ,3 2

( ) 2 2V V V V VV y x y V
z z x yz

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= + α − α + α + α − α
∂ ∂ ∂ ∂∂

, 

 ˆ ˆˆ ˆ

2 3 2 3 2 3 3
3 3 3 3
,1 ,1 ,2 ,2 ,2 ,3 ,3 ,22 2

( ) ,         ( ) ,         ( ) ( )V V V VV V V V
y z xx y

∂ ∂ ∂ ∂= = = = + α
∂ ∂ ∂∂ ∂

, 

 , ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ
2 3 3 2 3 3 3

3 3 3 2 2
3 ,1 ,1 ,3 ,3 ,3 2

( ) ( ) ,        ( )V V V V VV V V x y
x z y x yz

∂ ∂ ∂ ∂ ∂= = − α = + α + α
∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂

. 

 Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Íàâüå – Ñòîêñà 
ïðèâîäèòñÿ ê âèäó 

 ˆ
ˆ ˆ

1 1 1 1
1 2 3 2 3 2 3 22 ( )V V V VV V V V V x V

t zx y
∂ ∂ ∂ ∂ ρ + + + − α − α = ∂ ∂∂ ∂ 

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

2 1
2 2 2 2 2

2
(1 ) (1 )

p p p Vy xy y y
zx y x

∂ ∂ ∂  ∂= − + α + α − α + µ + α +∂∂ ∂  ∂
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ

2 1 2 1 2 1 2 1 2 1
2 2

2 2
(1 ) 2V V V V Vx xy y x

x y x z y zy z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + α + − α α − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
1 1 2 2 3 2

2 2 12 2 2V V V V V Vx y y x V
zx y x y y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − α + + − − α + − α    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
, 

 ˆ
ˆ ˆ

2 2 2 2
1 2 3 1 3 2 3 22 ( )V V V VV V V V V y V

t zx y
∂ ∂ ∂ ∂ ρ + + + + α − α = ∂ ∂∂ ∂ 

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

2 2
2 2 2 2 2

2
(1 ) (1 )

p p p Vxy x x y
zx y x

∂ ∂ ∂  ∂= α − + α + α + µ + α +∂∂ ∂  ∂
 



84 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2
2 2

2 2
(1 ) 2V V V V Vx xy y x

x y x z y zy z
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + α + − α α − + − ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 2 1 1 1 3

2 2 22 2 2V V V V V Vx y y x V
zx y x y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − α + − + + α + − α    ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂    
, 

 ˆ ˆ
3 3 3 3

1 2 3V V V VV V V
t zx y

∂ ∂ ∂ ∂ ρ + + + = ∂ ∂∂ ∂ 
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( )ˆ ˆ ˆ ˆ

2 3 2 3 2 3
2 2 2 2

2 2 2
1 (1 )

p p p V V Vy x y x
zx y x y z

∂ ∂ ∂  ∂ ∂ ∂= − α + α − + µ + α + + α + −∂∂ ∂  ∂ ∂ ∂
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
2 3 2 3 2 3 3 3

22 V V V V Vxy y x x y
x y x z y z x y

∂ ∂ ∂ ∂ ∂   − α α − + − α +   ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
. (4) 

Ïîäñòàâëÿÿ ôèçè÷åñêèå [1] êîìïîíåíòû âåêòîðà 1 2
1 2,   V V V V= =  , 

ˆ ˆ2 2 2 2 3
3 1V x y V= + α + α  â (4) è ïåðåõîäÿ ê áåçðàçìåðíîìó âèäó, â ñòàöèî-

íàðíîì ñëó÷àå ïîëó÷èì (òèëüäó îïóñêàåì): 

 ˆ ˆ
ˆ

3 23
1 2 2 2 2( )

( ) 2 (1 )
pVVV V x y

f xf

∂− α − α = − + α + ∂
V Eu  

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

2 2
2 1 21 2

p p V Vxy y V y x
zy x y

∂ ∂  ∂ ∂  + α − α + ∆ − α − −  ∂∂ ∂ ∂  Re
 

 /

3 33 2
2 1

3 2
12 2

yVV V V
y zf f

α ∂ ∂ − α + − α +  ∂ ∂  
, 

 ˆ ˆ ˆ
ˆ

3 23
2 1 2 2( )

( ) 2
pVVV V y xy

f xf

∂+ α − α = α − ∂
V Eu  

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ

1 1
2 2 2 21(1 ) 2

p p V Vx x V y x
zy x y

∂ ∂  ∂ ∂  − + α + α + ∆ + α − +  ∂∂ ∂ ∂  Re
 

 /

3 1 3 3
2 2

3 2
12 2V V xVV

x zf f

∂ ∂ α + α + − α −  ∂ ∂  
, 

 ˆ ˆ( ) ˆ ˆ
2 3

3 1 2( )
p p pVV xV yV f y x

f zx y
∂ ∂ ∂α  − + = − α + α − + ∂∂ ∂ 

V Eu  

 
( )2 2 2 2 22 3 3

3 3
2

21 2 x yV VV x y V
f x y f

α − α − α α ∂ ∂ + ∆ − + −  ∂ ∂  Re
, (5) 

ãäå  

 2 2 2 21f x y= + α + α , 

 ˆ ˆ
3

1 2( ) u u V uu V V
zx y f

∂ ∂ ∂= + +
∂∂ ∂

V , 

 ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2
2 2 2 2

2 2
1 (1 ) (1 )ik

i k
u u uu g g y x

g x x x y
∂ ∂ ∂ ∂ ∆ = = + α + + α + 

 ∂ ∂ ∂ ∂
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2 2
2 2

2
2 2 2u u u u u uxy y x x y

x y x z y z x yz

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + − α + α − α − α + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂
. 
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Çàìåòèì, ÷òî ïðè 0α =  ïîëó÷àåì óðàâíåíèÿ Íàâüå – Ñòîêñà â äåêàðòîâîé 
ñèñòåìå êîîðäèíàò. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ôîðìóëèðóþòñÿ êàê óñëîâèÿ ïðèëèïàíèÿ ÷àñòèö 
æèäêîñòè ê òâåðäîé ñòåíêå:  

 0∂Ω =V . (6) 

 Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè äâèæåíèÿ èìååò âèä 

 div ˆ ˆ
1 2 31 1 0i

i
V V Vg V

zx y fg x
∂ ∂ ∂ ∂= = + + =

∂∂ ∂∂
V ( ) . (7) 

 Ïî èçâåñòíîìó ðàñïðåäåëåíèþ ñêîðîñòåé ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â 
æèäêîñòè ìîæíî íàéòè ïóòåì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ òèïà Ïóàññîíà, êîòîðîå 
ïîëó÷àåòñÿ ïðèìåíåíèåì ê óðàâíåíèþ Íàâüå – Ñòîêñà îïåðàöèè div : 

 div ( ( ) ) div ( )p− ∆ = ρ − µ∆V V V . 

Òàê êàê div rot rot ,  div 0,  div rot 0∆ = − = =V V V V V , òî div 0∆ =V  è 

 , ,
1div (( ) ) div ( ) ( )k i k i

k ki
p V V g V V

g x
∂− ∆ = ρ = ρ = ρ =

∂
V V [ ]  

 , , , , ,
1 ( ) ( )k i k i k i

k i k k ii

g
V V gV V gV V

g x

∂ = ρ + + 
∂ 

. 

Ïîñêîëüêó , , , ,( ) ( )i i
k i i kV V= , à , ,( ) 0i

i kV = , òî 

 , , ,
1 ( )k i k i

k i ki

g
p V V V V

g x

 ∂
− ∆ = ρ + 

∂ 
. 

Â íàøåì ñëó÷àå 1g = , ïîýòîìó  

 , , , , , , , , , , , , , ,( )2 1 3 1 3 2 1 2 2 3 1 3
1 2 1 3 2 3 1 2 2 3 1 32k i

i kp V V V V V V V V V V V V V V− ∆ = ρ = ρ + + − − − , 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ
2 1 3 1

3 3 2 2 31
2

V V V Vp V V V xV
zx y x

∂ ∂ ∂ ∂    − ∆ = + α − α + − α − α +    ρ ∂∂ ∂ ∂    
 

 ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
3 2 1 2 2 3 1 3

1 2 3V V V V V V V VV yV
z z zy x y y x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ + + α − α − − − ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ 
. (8) 

Ïîäñòàâëÿÿ ôèçè÷åñêèå êîìïîíåíòû, ïîëó÷èì óðàâíåíèå 

 ˆ ˆ
2 3 1 31

2
V V V Vp
x yf f

∂ ∂  − ∆ = + α − α +  ρ ∂ ∂  
 

 /
ˆ

3 2 3 1 3
2 2

3 2
1 V xV V VV x

x zf ff
∂ α ∂  + − − α − α +  ∂ ∂  

 

 /
ˆ

2 33 2 3
1 2

3 2
1 yVV V VV y

y zf ff

α∂ ∂  + − + α − α −  ∂ ∂  
 

 ˆ ˆ ˆ ˆ
1 2 2 3 1 31 1V V V V V V

z zx y y xf f
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂− − −

∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂
 (9) 

è ãðàíè÷íîå óñëîâèå 

 ( ) ij km
ik j m

p p
p g g g

n x x∂Ω
∂Ω ∂Ω

∂ ∂ ∂ω= ⋅ ω = =
∂ ∂ ∂

   

 ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2 2(1 )
p p p p p

y xy y
z zx x x y y x x x

∂ ∂ ∂ ∂ ∂∂ω ∂ω ∂ω ∂ω ∂ω   = + α − α + + α + +   ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂   
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 ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆ

2 2(1 )
p p p p

x x
z z z zy y y y ∂Ω

∂ ∂ ∂ ∂∂ω ∂ω ∂ω ∂ω + + α − α + + = ∂ ∂ ∂ ∂∂ ∂ ∂ ∂ 
 

 ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ
2 2 3 2

1 2 12 2V V V VV y x
y zx y xf

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ω   = µ ∆ − α − − α + +    ∂ ∂∂ ∂ ∂    
 

 ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ
1 1 3 1

2 2 12 2V V V VV y x
x zx y yf

 ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ω   + µ ∆ + α − + α + +    ∂ ∂∂ ∂ ∂    
 

 
2 3 3

3 2 V VV x y
f x y z

 α ∂ ∂ ∂ω + µ ∆ − +  ∂ ∂ ∂  
. (10) 

 Äëÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷è (9) ïðè óñëîâèè (10), ò. å. íåîäíîðîäíîé çà-

äà÷è Íåéìàíà äëÿ óðàâíåíèÿ Ïóàññîíà ( , , ), ( , , )
p

p F r z f r z
n ∂Ω

∂− ∆ = ϕ = ϕ
∂

, 

íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ [7, 8]:  

 F d f d
Ω ∂Ω

Ω = ∂Ω∫ ∫ . 

Íî òàê êàê div ( ( ) )= ρ + µ∆F V V V , à (( ( ) ) )f = ρ ∇ + µ ∆ ×V V V n , òî ïîëó÷èì 

 1 1div ( ) ( )d d
Ω ∂Ω

    × − ∆ Ω = × − ∆ × ∂Ω        ∫ ∫V V V V V V n 
Re Re

, 

òî åñòü ôîðìóëó Îñòðîãðàäñêîãî:  

 div ( )d d
Ω ∂Ω

Ω = × ∂Ω∫ ∫ n  , 

êîòîðàÿ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîãî  , à, ñëåäîâàòåëüíî, è äëÿ ëþáîãî âåê-
òîðà ñêîðîñòè, ò. å. óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ àâòîìàòè÷åñêè. 

Ðàññìîòðèì îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ ñëó÷àåâ äâèæåíèÿ íåñæèìàåìîé 
âÿçêîé æèäêîñòè – ëàìèíàðíîå äâèæåíèå. Òîãäà äëÿ ñêðó÷åííîãî öèëèíäðà 
ïîñòîÿííîãî ïîïåðå÷íîãî ñå÷åíèÿ â êðèâîëèíåéíûõ íåîðòîãîíàëüíûõ êîîð-

äèíàòàõ (1) ïîëîæèì 1 20,  0V V= = . Èç óðàâíåíèÿ íåðàçðûâíîñòè äâè-

æåíèÿ ïîëó÷àåì 
3

0V
z

∂ =
∂

. Ñëåäîâàòåëüíî, ˆ ˆ3 3 ( , )V V x y= . Â ýòîì ñëó÷àå 

ñîîòíîøåíèÿ (5) ïðåîáðàçóþòñÿ ê âèäó 

 /
ˆ ˆ

3 3 3 23
2

3 2

( )1 12 2
yV pVV x y

y f zf f

α ∂ ∂ α − − α + α =  ∂ ∂  ReEu
 

 ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2 2(1 )
p p

y xy
x y

∂ ∂= − + α + α
∂ ∂

, 

 /
ˆ ˆ

3 23 3 3
2

3 2

( )1 12 2
pVV xV y x

x f zf f

∂ ∂ α − α + − α − α =  ∂ ∂  ReEu
 

 ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ

2 2 2(1 )
p p

xy x
x y

∂ ∂= α − + α
∂ ∂

, 

 
2 2 2 2 22 3 3

3 3
2

(2 )1 2 x yV VV x y V
f x y f

=
α − α − α α ∂ ∂ ∆ − + −  ∂ ∂  ReEu

 

 ˆ ˆ
ˆ ˆ
p p p

f y x
zx y

∂ ∂ ∂ = − α + α − ∂∂ ∂ 
. (11) 
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Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî 

 ˆ ˆ
ˆ ˆ
p p p

y x
zx y

∂ ∂ ∂− α + α − =
∂∂ ∂

 

 / /

2 3 3 4 3
2 2

3 2 5 2
1 2 2 1( )

pV V Vx y x y
x y f zf f

∂ α ∂ ∂ α = + − + −  ∂ ∂ ∂  ReEu
. 

Òîãäà 

 
2 2 2 2 2

3 3
2

(2 ) 1x y p
V V

zff

α + α + α ∂∆ − =
∂µ

, (12) 

 ˆ
3 2 3 2 3

2 2 3
2

( )1 1
2

V V xVp xV
f f x f

∂ α − ∆ = − α − α − − ρ ∂ 
 

 ˆ
2 33

2 3
2

1 yVVyV
f y f

α∂ − α − ∂ 
, (13) 

 ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ
ˆ ˆ ˆ ˆˆ ˆ

2 2 2
2 2 2 2 2 2

2 2
(1 ) (1 ) 2u u u u uu y x xy x y

x y x yx y
∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∆ = + α + + α − α − α + ∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂

. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (6), (10) ïðèìóò âèä 

 ˆ ˆ
3 3

3 2
0,         

p V VV
n y xx yf∂Ω ∂Ω

∂ αµ ∂ ∂ω ∂ ∂ω = = − + ∂ ∂ ∂∂ ∂ 
. (14) 

Òàêèì îáðàçîì, òðåõìåðíûå êðàåâûå çàäà÷è (5), (6), (9), (10) ïðèâåäåíû 
ê äâóìåðíûì çàäà÷àì (12)–(14), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ìîãóò áûòü ïðèìåíå-
íû ìåòîäû íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ, Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà èëè ìåòîä Ðèòöà 
íà îñíîâå òåîðèè R -ôóíêöèé [9]. Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü îïåðàòî-
ðîâ çàäà÷ (12)–(14) äîêàçàíà â [5]. 
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МАТЕМАТИЧНІ МОДЕЛІ РУХУ НЕСТИСЛИВОЇ В’ЯЗКОЇ РІДИНИ 
В СКРУЧЕНИХ ТРУБАХ 
 
Ïîáóäîâàíî ìàòåìàòè÷í³ ìîäåë³ ðóõó â’ÿçêî¿ íåñòèñëèâî¿ ð³äèíè â ñêðó÷åíèõ 
òðóáàõ. Îòðèìàíî ð³âíÿííÿ Íàâ’º – Ñòîêñà é íåðîçðèâíîñò³ ðóõó â êðèâîë³í³é-
íèõ íåîðòîãîíàëüíèõ êîîðäèíàòàõ. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ëó òèñêó â ð³äèí³ çà 
â³äîìèì ðîçïîä³ëîì øâèäêîñòåé ñôîðìóëüîâàíî çàäà÷ó Íåéìàíà äëÿ ð³âíÿííÿ 
Ïóàññîíà. Äëÿ ñêðó÷åíèõ òðóá íåñê³í÷åííî¿ äîâæèíè ñòàëîãî ïåðåòèíó òðèâè-
ì³ðíó çàäà÷ó çâåäåíî äî äâîâèì³ðíî¿. 
 
MATHEMATICAL MODELS OF INCOMPRESSIBLE VISCOUS LIQUID 
MOTION IN TWISTED TUBES 
 
In the paper the mathematical models of incompressible viscous liquid motion in twis-
ted tubes are constructed. The equations of Navier – Stokes and continuity of motion in 
the curvilinear non-orthogonal coordinates are obtained. For definition of pressure pro-
file in a liquid according to the known velocity distribution the Neumann problem for 
Poisson equation is formulated. For twisted pipes of infinite length with uniform cross-
section the 3D problem is reduced to the 2D one. 
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