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РАСПРОСТРАНЕНИЕ ИМПУЛЬСА ДАВЛЕНИЯ 
В ЦИЛИНДРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКЕ С ЖИДКОСТЬЮ 
ПРИ РАЗЛИЧНЫХ УСЛОВИЯХ ЗАКРЕПЛЕНИЯ 
 

Èññëåäóåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå íåóñòàíîâèâøèõñÿ âîëí â ïîëóáåñêîíå÷íîé 
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå â ñëó÷àå, êîãäà ìàòåðèàë îáîëî÷êè – âÿçêîóïðóãèé, 
æèäêîñòü – âÿçêàÿ. Äâèæåíèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Êèðõãîôà 
– Ëÿâà, äâèæåíèå æèäêîñòè – óðàâíåíèÿìè, îñðåäíåííûìè ïî ïîïåðå÷íîìó 
ñå÷åíèþ. Çàäà÷à ðåøåíà ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè ñ 
ïîñëåäóþùèì ÷èñëåííûì îáðàùåíèåì. Ïðîâåäåí àíàëèç ÷èñëåííûõ ðåçóëüòà-
òîâ äëÿ äàâëåíèÿ è ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ îáîëî÷êè ïðè ðàçëè÷íûõ êðà-
åâûõ óñëîâèÿõ íà òîðöå. 

 
Ðàñïðîñòðàíåíèå ãèäðîóïðóãèõ âîëí â öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êå, çà-

ïîëíåííîé æèäêîñòüþ, ïðåäñòàâëÿåò áîëüøîé íàó÷íûé è ïðèêëàäíîé èíòå-
ðåñ êàê â èíæåíåðíûõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê è â ãåìîäèíàìèêå. È íå ñëó÷àéíî 
ýòà ïðîáëåìà áûëà ïðåäìåòîì ìíîãî÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé [2–5, 9–14], â 
÷àñòíîñòè, îòìåòèì [12], ãäå ïðèâåäåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà, õàðàêòåðèçó-
þùàÿ ñîñòîÿíèå ïðîáëåìû. 

Ïðè èññëåäîâàíèè âîëíîâûõ äâèæåíèé â ïîëóáåñêîíå÷íîé óïðóãîé îáî-
ëî÷êå ñ æèäêîñòüþ îäèí èç âàæíûõ âîïðîñîâ ñâÿçàí ñ âëèÿíèåì óñëîâèé 
çàêðåïëåíèÿ òîðöà îáîëî÷êè, êîòîðîå ìîæåò áûòü ñóùåñòâåííûì. Ïðåæäå 
âñåãî, ýòî îòíîñèòñÿ ê ðàñïðîñòðàíåíèþ èìïóëüñà íà ðàññòîÿíèÿõ, áëèçêèõ 
ê òîðöó, îò êîòîðîãî îí ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ. Êðîìå òîãî, ðåàëüíîå çàêðåïëå-
íèå òîðöà íå îïèñûâàåòñÿ àäåêâàòíî êëàññè÷åñêèìè êðàåâûìè óñëîâèÿìè 
òèïà çàùåìëåíèÿ, ñâîáîäíîãî îïèðàíèÿ è äð. Òèïè÷íûé ïðèìåð – ýòî ðàñ-
ïðîñòðàíåíèå ïóëüñîâîé âîëíû äàâëåíèÿ â àîðòå, êîòîðàÿ ñâîèì òîðöîì ñî-
åäèíåíà ñî ñòåíêîé ñåðäöà. 

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå èññëåäóåòñÿ âëèÿíèå óñëîâèé çàêðåïëåíèÿ òîðöà 
ïîëóáåñêîíå÷íîé îáîëî÷êè ñ æèäêîñòüþ íà ðàñïðîñòðàíåíèå èìïóëüñà äàâ-
ëåíèÿ. Ðàíåå ðàññìàòðèâàëèñü äâà ñëó÷àÿ çàêðåïëåíèÿ. Òàê, â [6] ðàññìîò-
ðåíà çàäà÷à äëÿ ïîëóáåñêîíå÷íîé îáîëî÷êè ñ êðàåâûìè óñëîâèÿìè íà òîð-
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êðàåâûå óñëîâèÿ íà òîðöå âûðàæàþò ðàâåíñòâî íóëþ ïðîäîëüíîãî óñèëèÿ 
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äàíî äàâëåíèå ( )p f t= . Îòìåòèì, ÷òî òàêèå êðàåâûå óñëîâèÿ õîðîøî ìîäå-
ëèðóþò ñëó÷àé àîðòû, îòõîäÿùåé îò ñåðäöà. Êðîìå òîãî, ïðîâîäèòñÿ 
ñîïîñòàâëåíèå äàâëåíèé è ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé äëÿ óêàçàííûõ 
ñëó÷àåâ êðàåâûõ óñëîâèé. 
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1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îñíîâíûå óðàâíåíèÿ. Äâèæåíèå îáîëî÷êè îïè-
ñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè òåîðèè îáîëî÷åê Êèðõãîôà – Ëÿâà ñ ó÷åòîì âÿçêî-
óïðóãèõ ñâîéñòâ ñîãëàñíî ìîäåëè Êåëüâèíà – Ôîéãòà. Ðàçëè÷íûå ïðèìåíÿ-
åìûå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîñòè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòå [13]. Â ñëó÷àå îñåñèì-
ìåòðè÷íûõ êîëåáàíèé ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîäîëüíûõ è 
ðàäèàëüíûõ ïåðåìåùåíèé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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, (1) 

ãäå x  – ïðîäîëüíàÿ êîîðäèíàòà; t  – âðåìÿ; xu  – ïðîäîëüíîå ïåðåìåùå-

íèå; ru  – ðàäèàëüíîå ïåðåìåùåíèå; R  – ðàäèóñ îáîëî÷êè; h  – òîëùèíà 

ñòåíêè; E  – ìîäóëü Þíãà; 0ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà; η  è ξ  – êîýôôè-

öèåíòû âÿçêîñòè ìàòåðèàëà ñòåíêè îáîëî÷êè [9]. 
Ñèëû xN  è rN , äåéñòâóþùèå íà ñòåíêó ñî ñòîðîíû æèäêîñòè, âûðà-

æàþòñÿ ôîðìóëàìè 
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ãäå p  – äàâëåíèå; ,  x rv v  – êîìïîíåíòû ñêîðîñòè; µ  è λ  – êîýôôèöèåíòû 
âÿçêîñòè æèäêîñòè. Ýòè ñèëû îïðåäåëÿþòñÿ èç ðåøåíèé ãèäðîäèíàìè÷åñ-
êèõ óðàâíåíèé. 

Äâèæåíèå æèäêîñòè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Íàâüå – Ñòîêñà â öè-
ëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ,  ,  r xθ . Â ñëó÷àå îñåñèììåòðè÷íûõ äâè-
æåíèé ñèñòåìà ñâÿçàííûõ óðàâíåíèé äëÿ ïðîäîëüíîé è ðàäèàëüíîé ñêîðîñ-
òåé çàïèñûâàåòñÿ â âèäå 
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ãäå ν  – êèíåìàòè÷åñêèé êîýôôèöèåíò âÿçêîñòè, ρ  – ïëîòíîñòü æèäêîñòè. 
Óðàâíåíèå íåðàçðûâíîñòè èìååò âèä 
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Ñîñòîÿíèå æèäêîñòè ïðè ñæàòèè îïèñûâàåòñÿ çàêîíîì Ãóêà ñ îáúåì-
íûì ìîäóëåì óïðóãîñòè  

 
p

K
∂= ρ
∂ρ

.  (6) 

Íà ïîâåðõíîñòè ðàçäåëà r R=  ñòåíêè è æèäêîñòè äîëæíû óäîâëåòâî-
ðÿòüñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ ñîïðÿæåíèÿ, âûðàæàþùèå ðàâåíñòâî ïðîäîëü-
íûõ è ðàäèàëüíûõ ñêîðîñòåé îáîëî÷êè è æèäêîñòè: 
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Óñëîâèÿ (7) ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì çàêîíà ñïëîøíîñòè. Êðîìå òîãî, êàæäîå 
ðåøåíèå óðàâíåíèé ãèäðîäèíàìèêè äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ 
ðåãóëÿðíîñòè (íàïðèìåð, 0rv =  ïðè 0r = ). 

×òîáû óïðîñòèòü óðàâíåíèÿ (3)–(5), îöåíèì ïîðÿäêè ÷ëåíîâ, ïðèíèìàÿ 
â êà÷åñòâå ìàñøòàáîâ ïðîäîëüíóþ äëèíó  , ñðåäíþþ ïî ïîïåðå÷íîìó 
ñå÷åíèþ ñêîðîñòü V  è ñêîðîñòü çâóêà 0a . Ïðè òàêîì ìàñøòàáèðîâàíèè 

ïåðâûå äâà ÷ëåíà â (3) èìåþò ïîðÿäêè 
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè 0V a  âòîðîé ÷ëåí â ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ (3) 

ìîæíî íå ó÷èòûâàòü. Àíàëîãè÷íî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî òðåòüèì ÷ëåíîì 
ìîæíî òàêæå ïðåíåáðå÷ü. Ïîðÿäêè ÷ëåíîâ â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ â ïðàâîé 
÷àñòè óðàâíåíèÿ (3) ïðè 0 /m r=   òàêîâû: 
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Ïîñêîëüêó îáû÷íî 0 1m  , òî ïåðâûé èç âûøåóêàçàííûõ ÷ëåíîâ ïðåíåáðå-

æèòåëüíî ìàë ïî ñðàâíåíèþ ñî âòîðûì è òðåòüèì ÷ëåíàìè. 
Ïðè x rv v  óðàâíåíèå (4) ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî ïîëíîñòüþ â ïðåä-

ïîëîæåíèè ðàâíîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïî ïîïåðå÷íîìó ñå÷åíèþ. 
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r
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 èñêëþ÷àåòñÿ èç óðàâíåíèÿ (5), à äëÿ ñëó÷àåâ 
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x

∂ρ
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 (êàê ìàëûé ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ÷ëåíàìè óðàâ-

íåíèÿ). 
Íà îñíîâå ãèïîòåçû êâàçèñòàöèîíàðíîñòè [1] äëÿ ëàìèíàðíîãî òå÷åíèÿ 

ìîæåò áûòü çàïèñàíî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå: 
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ãäå ñðåäíÿÿ ñêîðîñòü V  îïðåäåëÿåòñÿ çàâèñèìîñòüþ 
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Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî çàêîí êâàçèñòàöèîíàðíîãî ñîñòîÿíèÿ ìîæåò áûòü îáîá-

ùåí íà íåñòàöèîíàðíîå òå÷åíèå è, êàê ñëåäñòâèå, ñêîðîñòü xu
t

∂
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çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ñðåäíåé ñêîðîñòè V . Êðîìå òîãî, ðàäèàëüíîå ïåðåìå-
ùåíèå ñòåíêè ru  ïðåäïîëàãàåòñÿ ìàëûì ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàäèóñîì R . 
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Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (6)–(9) ñèñòåìà óðàâíåíèé ãèäðîóïðóãîñòè (1)–
(5) â áåçðàçìåðíîé ôîðìå ïðèíèìàåò âèä 
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0v  – õàðàêòåðíàÿ ñêîðîñòü òå÷åíèÿ, Re  – ÷èñëî Ðåéíîëüäñà. 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è óñëîâèÿ ðåãóëÿðíîñòè ôîðìóëèðóåì â âèäå 

 
2

20
0 0

( , ) 0x r
r x

x x

u u
u x

x x=
= =

∂ ∂
τ = = =

∂ ∂
, 

 
0

( , ) ( )
x

p x f
=

τ = τ , 

 ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) 0x ru x u x p x V xτ = τ = τ = τ →   ïðè x → ∞ . (15) 

Íà÷àëüíûå óñëîâèÿ ïðèíèìàåì íóëåâûìè: 

 
0 0

( , ) ( , ) 0v x p x
τ= τ=

τ = τ = , 

 
0 0

0 0

( , ) ( , ) 0x r
x r

u u
u x u x

τ= τ=
τ= τ=

∂ ∂
τ = τ = = =

∂τ ∂τ
. (16) 

2. Ìåòîä ðåøåíèÿ. Íà÷àëüíî-êðàåâóþ çàäà÷ó (10)–(16) ðåøàåì ìåòî-
äîì ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà ïî âðåìåíè τ : 

 
0

( , ) ( , )L sf s x f x e d
∞

− τ= τ τ∫ , 

ãäå s  – ïàðàìåòð ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà. 
Ïîñëå íåêîòîðûõ ïðåîáðàçîâàíèé èç ñèñòåìû óðàâíåíèé (10)–(13) ñ 

ó÷åòîì íà÷àëüíûõ óñëîâèé (16) äëÿ äàâëåíèÿ Lp  ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå 
óðàâíåíèå: 
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2 2

n a a m n s a mU aa a n m a a a as a U= − = + = − − , 

2 2 2 2 2 2 2
4 5 2 1 5 2 1 0 1 5 0 5

1 1( ) 2 ,    
2 2

n ma s U a a a a msa b k a n k s U aa s U= − − + + = − − , 

2
2 2

1 2 0 4 1 5 12
1 2 ,      ( ),      ,      

12
ha sA a sB a a a a s U
R

= + = − ν + = = + , 

0
1 4 ,       

2 ( 8)

k
b m

s s
= − =

−
Re

Re Re
. 

Ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ óáûâàíèÿ ïðè x → ∞ , ðåøåíèå óðàâíåíèé (17) çà-
ïèñûâàåì â âèäå 

 1
1 2 2 2( , ) cos ( ) sin ( )k xLp s x e A k x A k x−= + +[ ]  

 3
3 4 4 4cos ( ) sin ( )k xe A k x A k x−+ +[ ] ,   (18) 

ãäå ,  1,2,3, 4ik i = , – êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííûå êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî 
óðàâíåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ (15). Ñêîðîñ-
òè è ïåðåìåùåíèÿ îïðåäåëÿþòñÿ àíàëîãè÷íî. 

Ïîäñòàâëÿÿ ðåøåíèÿ â ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (15), ïîëó÷àåì ñèñòåìó 
óðàâíåíèé äëÿ îïðåäåëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ 1 2 3 4,  ,  ,  A A A A : 

 1 3 ( )LA A f s+ = , 

 6 6 2 4 4 2 4 4 2 44 4
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2

2 2
( 6 15 ) ( 6 )

2
a aa

m k k k k k k k k k k
a a

− − + − + + − −
 

 2 2 3 35 05 4
1 2 1 1 2

2 2 2

2
( ) (20

2
aa ka a

m k k A m k k
a a a

+  − − + + − −  
 

 5 5 3 34 5
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 2

2 2
6 6 ) (4 4 ) 2

2
aa a

k k k k k k k k m k k A
a a

− − + − + +
 

 6 6 2 4 4 2 4 44 4
3 4 3 4 3 4 3 4

2 2
( 6 15 ) (

2
a aa

m k k k k k k k k
a a

+ − − + − + + −
 

 2 2 2 2 5 05
3 4 3 4 3

2 2

2
6 ) 2 ( )

2
aa ka

k k m k k A
a a

+ − − − + +
 

 3 3 5 54
3 4 3 4 3 4

2
(20 6 6 )

a
m k k k k k k

a
−+ − − +

 

 3 34 5
3 4 3 4 3 4 4

2 2
(4 4 ) 2 0

2
aa a

k k k k m k k A
a a

+ − + =
, 

 2 2 2 2
1 2 1 1 2 2 3 4 3( ) 2 ( )

2 2
a ak k m A k k mA k k m A   − − − + − − −      

 

 3 4 42 0k k mA− = ,  

 4 4 2 2 2 2 3
1 2 1 2 1 2 1 1 2( 6 ) ( ) (4

2
ak k k k m k k A k k + − − − + −  

[  

 3 4 4 2 2
1 2 1 2 2 3 4 3 44 ) ( 6 )k k m ak k A k k k k m− + + + − −

]  

 2 2 3 3
3 4 3 3 4 3 4 3 4 4( ) (4 4 ) 0

2
a k k A k k k k m ak k A− − + − + =

[ ] .  (19) 
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Â äàëüíåéøåì ÷èñëåííûå ðåøåíèÿ áûëè ïîëó÷åíû äëÿ èìïóëüñà, 
ñîîòâåòñòâóþùåãî ðåàëüíîìó èçìåíåíèþ ïóëüñîâîãî äàâëåíèÿ ñåðäöà 

 2
0( , ) xp x A e−ατ

=τ = τ , (20) 

ãäå 42.432 10 ,   0.018A −= ⋅ α = . 

3. ×èñëåííûå ðàñ÷åòû è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ. ×èñëåííîå îáðàùåíèå 
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëàïëàñà îñóùåñòâëÿëîñü íà îñíîâå ðÿäîâ Ôóðüå ïî ñèíó-
ñàì [8] ïðè ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðàõ: 

 0.02191,        2340,          4.073,          5.431U A B= = = =Re , 

 4
0 0.6,            0.2178 10 ,            8.1459k a k−= = ⋅ = . 

Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðåäñòàâëåíû íà ðèñ. 1, 2. Çäåñü ïîêàçàíû 

èçìåíåíèÿ äàâëåíèÿ 
2

00

1 p
p

v
=

ρ
 è ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ r

r

u
u

R
=  â 

çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè τ . 
Íà ðèñ. 1 êðèâàÿ 0 ñîîòâåòñòâóåò ôîðìå íà÷àëüíîãî èìïóëüñà äàâëåíèÿ 

(20) â ñå÷åíèè 0x = . Êðèâûå 1 è 2 èëëþñòðèðóþò ðàçâèòèå íà÷àëüíîãî èì-
ïóëüñà ïî äëèíå îáîëî÷êè â ñå÷åíèè 10x =  (êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò 
ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì (15) íà òîðöå îáîëî÷êè, à êðèâàÿ 2 – äàâëåíèþ â òîì 
æå ñå÷åíèè 10x =  äëÿ çàùåìëåíèÿ îáîëî÷êè âèäà (15) èç ðàáîòû [6] (äëÿ 
ïîäàòëèâîãî çàêðåïëåíèÿ). 
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 Рис. 1  Рис. 2  

Íà ðèñ. 2 êðèâàÿ 1 ñîîòâåòñòâóåò çíà÷åíèþ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ 
â ñå÷åíèè 10x =  ïðè óñëîâèè (15) íà òîðöå îáîëî÷êè, à êðèâàÿ 2 – çíà÷å-
íèþ ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ â òîì æå ñå÷åíèè äëÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé 
âèäà (15) íà òîðöå îáîëî÷êè èç ðàáîòû [6] (äëÿ ïîäàòëèâîãî çàêðåïëåíèÿ). 

Åñëè ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ðàñïðîñòðàíåíèÿ èìïóëüñà äàâëåíèÿ (ðèñ. 1) 
è ðàäèàëüíîãî ïåðåìåùåíèÿ (ðèñ. 2) ñ ýêñïåðèìåíòàëüíûìè äàííûìè çàäà÷ 
áèîìåõàíèêè, òî êðèâûå 1, ïðèâåäåííûå íà ðèñ. 1, 2 (êîòîðûå ñîîòâåòñòâó-
þò ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì çàùåìëåíèÿ òîðöîâ îáîëî÷êè (15)), äàþò áîëåå òî÷-
íîå êà÷åñòâåííîå ñîîòâåòñòâèå ñ äàííûìè íàáëþäåíèé [7, 11]. 
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ПОШИРЕННЯ ІМПУЛЬСУ ТИСКУ В ЦИЛІНДРИЧНІЙ ОБОЛОНЦІ З РІДИНОЮ 
ПРИ РІЗНИХ УМОВАХ ЗАКРІПЛЕННЯ 
 
Äîñë³äæóºòüñÿ ïîøèðåííÿ íåóñòàëåíèõ õâèëü â íàï³âíåñê³í÷åí³é öèë³íäðè÷í³é 
îáîëîíö³ ó âèïàäêó, êîëè ìàòåð³àë îáîëîíêè – â’ÿçêîïðóæíèé, ð³äèíà – â’ÿçêà. Ðóõ 
îáîëîíêè îïèñóºòüñÿ ð³âíÿííÿìè Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, ðóõ ð³äèíè – ð³âíÿííÿìè, óñå-
ðåäíåíèìè çà ïîïåðå÷íèì ïåðåð³çîì. Çàäà÷à ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ïåðåòâîðåííÿì Ëàïëàñà 
ïî ÷àñó ç íàñòóïíèì ÷èñåëüíèì îáåðíåííÿì. Ïðîâîäèòüñÿ àíàë³ç ÷èñåëüíèõ ðå-
çóëüòàò³â äëÿ òèñêó é ðàä³àëüíîãî ïåðåì³ùåííÿ îáîëîíêè ïðè ð³çíèõ êðàéîâèõ 
óìîâàõ íà òîðö³. 
  
PRESSURE PULSE PROPAGATION IN CYLINDRICAL SHELLS 
WITH LIQUID UNDER DIFFERENT FIXING CONDITIONS 
 
Transient wave propagation in a semi-infinite cylindrical shell is investigated in the 
case, when the shell material is viscoelastic and the liquid is viscous. The shell motion is 
governed by the Kirchhoff – Love equations and the fluid flow by the equations, avera-
ged over the cross-section. The problem is solved using the Laplace time transform with 
consequent numerical inversion. The analysis of numerical results for pressure and ra-
dial shell displacement with various boundary conditions on the end-wall is carried out. 
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