
134 ISSN 0130–9420. Ìàò. ìåòîäè òà ô³ç.-ìåõ. ïîëÿ. 2003. – 46, ¹ 1. – Ñ. 134-150. 

ÓÄÊ 539.374 
 

В. Г. Карнаухов, В. И. Козлов 
 

ДЕМПФИРОВАНИЕ КОЛЕБАНИЙ ВЯЗКОУПРУГИХ 
ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ПАНЕЛЕЙ ПРИ ПОМОЩИ 
РАСПРЕДЕЛЕННЫХ ПЬЕЗОЭЛЕКТРИЧЕСКИХ ВКЛЮЧЕНИЙ 
 

Ñôîðìóëèðîâàíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñòàöèîíàð-
íûõ è íåñòàöèîíàðíûõ èçãèáíûõ êîëåáàíèé òîíêèõ âÿçêîóïðóãèõ öèëèíäðè-
÷åñêèõ ïàíåëåé ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàñïðåäåëåííûõ ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ñåíñî-
ðîâ è àêòóàòîðîâ. Ðàññìîòðåíû ñëó÷àè ïðîãðàììíîãî óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿ-
ìè ïëàñòèíû (áåç îáðàòíîé ñâÿçè) è óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ñ èñïîëüçîâà-
íèåì îáðàòíîé ñâÿçè. Ïðåäñòàâëåíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ óðàâíåíèé îáðàò-
íîé ñâÿçè, îáåñïå÷èâàþùèõ èçìåíåíèå æåñòêîñòíûõ, äèññèïàòèâíûõ è èíåð-
öèîííûõ õàðàêòåðèñòèê îáîëî÷êè. Îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà, äîïîëíåííûõ ãèïîòåçàìè î ðàñïðåäå-
ëåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí ïî òîëùèíå îáîëî÷êè. Äëÿ öèëèíäðè-
÷åñêîé ïàíåëè ñ øàðíèðíûì çàêðåïëåíèåì òîðöîâ ïîëó÷åíû àíàëèòè÷åñêèå 
âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, äåìïôèðóþùåãî ëþáóþ èç ìîä êîëåáàíèé, âîç-
áóæäàåìûõ ãàðìîíè÷åñêîé âî âðåìåíè ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé. Àíàëîãè÷íûå âû-
ðàæåíèÿ ïîëó÷åíû è äëÿ çàðÿäà, ñíèìàåìîãî ñ ñåíñîðà ïðè ìåõàíè÷åñêîì âîç-
áóæäåíèè ïàíåëè. Äëÿ äðóãèõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (â ÷àñòíîñòè, æåñò-
êîãî çàêðåïëåíèÿ) äëÿ ýòîé öåëè èñïîëüçóåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
Íà îñíîâå àíàëèòè÷åñêèõ è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ðåøåíèé ïîëó÷åíû ÷èñëîâûå 
ðåçóëüòàòû, èëëþñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ 
ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. 
 
Ââåäåíèå. Êàê êîíñòðóêòèâíûå ýëåìåíòû, òîíêèå öèëèíäðè÷åñêèå ïà-

íåëè øèðîêî èñïîëüçóþòñÿ â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñîâðåìåííîé òåõíèêè. 
Ñòàöèîíàðíîå è íåñòàöèîíàðíîå äèíàìè÷åñêîå íàãðóæåíèå ÿâëÿåòñÿ íàèáî-
ëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ïðè èõ ýêñïëóàòàöèè. Äëÿ ñíèæåíèÿ àìïëèòóäû êî-
ëåáàíèé èñïîëüçóþòñÿ êàê ïàññèâíûå, òàê è àêòèâíûå ìåòîäû äåìïôèðîâà-
íèÿ. Ïðè èñïîëüçîâàíèè ïàññèâíûõ ìåòîäîâ â ñòðóêòóðó ýëåìåíòà ââîäÿòñÿ 
íåóïðóãèå – âÿçêîóïðóãèå ëèáî âÿçêîóïðóãîïëàñòè÷åñêèå – âêëþ÷åíèÿ ñ 
âûñîêèìè äèññèïàòèâíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè [5, 11–13, 15, 16]. Ïðè èñ-
ïîëüçîâàíèè æå àêòèâíûõ ìåòîäîâ â åãî ñòðóêòóðó ââîäÿòñÿ ïüåçîýëåêòðè-
÷åñêèå âêëþ÷åíèÿ, îäíè èç êîòîðûõ (ñåíñîðû) äàþò èíôîðìàöèþ î ìåõàíè-
÷åñêîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êè, à äðóãèå (àêòóàòîðû) ïîäâîäÿò ê îáîëî÷êå ðàç-
íîñòü ïîòåíöèàëîâ, ñâÿçàííóþ îïðåäåëåííûìè ñîîòíîøåíèÿìè (óðàâíåíèÿ-
ìè îáðàòíîé ñâÿçè) ñ ïîêàçàíèÿìè ñåíñîðîâ. Åñëè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ àê-
òóàòîðà ïðîïîðöèîíàëüíà ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ ñåíñîðà, èçìåíÿþòñÿ æåñò-
êîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè. Åñëè æå îíà ïðîïîðöèîíàëüíà òîêó ëèáî 
ïðîèçâîäíîé òîêà, èçìåíÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêè äåìïôèðîâàíèÿ ëèáî èíåð-
öèîííûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñóùåñòâåííî èç-
ìåíÿòü äèíàìè÷åñêîå ïîâåäåíèå îáîëî÷êè, â ÷àñòíîñòè, óõîäèòü ñ ðåçîíàíñà 
è ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü äåìïôèðîâàíèå îáîëî÷êè. Ïîñëåäíèå ðåçóëüòàòû 
ïî àêòèâíîìó äåìïôèðîâàíèþ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ îòðàæåíû â [10–14, 
21, 23–28]. 

Åñëè èçâåñòíà äåéñòâóþùàÿ íà îáîëî÷êó íàãðóçêà, à íà÷àëüíûå óñëî-
âèÿ – íóëåâûå, èñïîëüçóåòñÿ òàêàÿ òåõíîëîãèÿ, êîãäà ê àêòóàòîðó ïîäâî-
äèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ îïðåäåëåííîé àìïëèòóäû è ôàçû, êîìïåíñèðó-
þùàÿ äåéñòâèå âíåøíåé ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè. Ïîäðîáíîå èññëåäîâàíèå 
ýòîãî âîïðîñà ïðèìåíèòåëüíî ê äåìïôèðîâàíèþ êîëåáàíèé ïðÿìîóãîëüíîé 
ïëàñòèíû ïðåäñòàâëåíî â [10]. Äëÿ ðàñøèðåíèÿ äèàïàçîíà ÷àñòîò ýôôåê-
òèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé íåîáõîäèìî ðàçðàáàòûâàòü êîìáèíèðî-
âàííóþ òåõíîëîãèþ ñ ïðèìåíåíèåì êàê ïàññèâíûõ, òàê è àêòèâíûõ ìåòîäîâ. 
Ïîñòàíîâêà ýòîé çàäà÷è äëÿ òîíêîñòåííûõ ýëåìåíòîâ ñ âÿçêîóïðóãèìè è 
âÿçêîïëàñòè÷åñêèìè äåìïôèðóþùèìè ñëîÿìè ïðåäñòàâëåíà â ðàáîòàõ [10–
14, 28]. Ïðè àêòèâíîì äåìïôèðîâàíèè êîëåáàíèé ãåîìåòðè÷åñêàÿ ôîðìà 
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ñåíñîðîâ è àêòóàòîðîâ, èõ òîëùèíà, òèï ïîëÿðèçàöèè è ðàñïîëîæåíèå â 
òåëå âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ êî-
ëåáàíèé. Òàê, åñëè âûáðàòü ñåíñîðû è àêòóàòîðû â âèäå ñóïåðïîçèöèè ìîä 
êîëåáàíèé, òî îíè áóäóò âîñïðèíèìàòü è ïîäàâëÿòü òîëüêî ýòè ìîäû – òàê 
íàçûâàåìûé ìîäàëüíûé êîíòðîëü. Ôîðìèðîâàíèå ìîäàëüíûõ ñåíñîðîâ è 
àêòóàòîðîâ äîñòèãàåòñÿ ïóòåì èçìåíåíèÿ òàêèõ ïàðàìåòðîâ: 1) ñòðóêòóðû 
îáîëî÷êè ïî åå òîëùèíå; 2) ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ñåíñîðà è àêòóàòîðà; 
3) ïîëÿðèçàöèè ïüåçîñëîåâ, êîòîðàÿ ñëåäèò çà èçìåíåíèåì çíàêà ðàçíîñòè 
ïîòåíöèàëîâ; 4) óãëà ìåæäó ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè àíèçîòðîïèè îáîëî÷-
êè è ãëàâíûìè íàïðàâëåíèÿìè àíèçîòðîïèè ïüåçîýëåìåíòîâ; 5) òîëùèíû 
ïüåçîýëåìåíòà (îíà ìîæåò áûòü âûáðàíà ïåðåìåííîé äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ 
ìîäàëüíîãî ñåíñîðà èëè àêòóàòîðà); 6) ñâîéñòâ ïüåçîìàòåðèàëîâ [23]. 

Ïðè ïðåíåáðåæåíèè âëèÿíèåì ïüåçîâêëþ÷åíèé íà æåñòêîñòíûå õàðàê-
òåðèñòèêè ïàññèâíîé îáîëî÷êè ðåøåíèå çàäà÷è ñóùåñòâåííî óïðîùàåòñÿ, 
òàê ÷òî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êî-
òîðûå äàþò âîçìîæíîñòü âûáðàòü ðàçìåðû è ðàñïîëîæåíèå ïüåçîñëîåâ èç 
óñëîâèé íàèáîëåå ýôôåêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé. Ìîæíî èñïîëü-
çîâàòü è äðóãîé ïîäõîä äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé, êîãäà íà ïàññèâíóþ 
öèëèíäðè÷åñêóþ ïàíåëü íàíîñÿòñÿ âíåøíèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè îäè-
íàêîâîé èëè ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðèçàöèè, íà êîòîðûå íàïûëÿþòñÿ ðàç-
ðåçíûå áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëåêòðîäû òîé èëè èíîé êîíôèãóðàöèè. Ê ýòèì 
ýëåêòðîäàì ïîäâîäèòñÿ íåîáõîäèìàÿ äëÿ êîìïåíñàöèè âíåøíåé ìåõàíè÷åñ-
êîé íàãðóçêè ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðè øàðíèðíîì îïèðà-
íèè òîðöîâ îáîëî÷êè òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü òî÷íûå àíàëèòè÷åñêèå ðåøå-
íèÿ.  

Â íàñòîÿùåé ñòàòüå ðàññìîòðåíî äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé öèëèíäðè-
÷åñêîé ïàíåëè ïðè ïîìîùè ââåäåíèÿ â åå ñòðóêòóðó âÿçêîóïðóãèõ ñëîåâ 
(ïàññèâíîå äåìïôèðîâàíèå) è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé (àêòèâíîå 
äåìïôèðîâàíèå). Äëÿ îïèñàíèÿ âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ïàññèâíûõ è ïüåçîàê-
òèâíûõ êîìïîíåíò èñïîëüçóþòñÿ ëèíåéíûå ìîäåëè âÿçêîóïðóãîñòè èíòåã-
ðàëüíîãî òèïà, ÿâëÿþùèåñÿ íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè äëÿ îïèñàíèÿ äèññè-
ïàòèâíûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ â ëèíåéíîé îáëàñòè. Ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà 
çàäà÷ äåìïôèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé öèëèíä-
ðè÷åñêîé ïàíåëè. Îáîëî÷êà ñ÷èòàåòñÿ ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîé â ïëàíå è 
ñîñòîèò èç íàáîðà èäåàëüíî ñîåäèíåííûõ ìåæäó ñîáîé îáîëî÷å÷íûõ ïàññèâ-
íûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ýëåìåíòîâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, êàæäûé òàêîé ýëåìåíò 
ìîæåò ñîñòîÿòü èç ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà ïàññèâíûõ è ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ. 
Äëÿ îïèñàíèÿ ìåõàíè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ýòèõ îáîëî÷å÷íûõ ýëåìåíòîâ èñ-
ïîëüçóþòñÿ ãèïîòåçû Êèðõãîôà – Ëÿâà äëÿ âñåãî ïàêåòà â öåëîì, äîïîë-
íåííûå àäåêâàòíûìè èì ãèïîòåçàìè î ðàñïðåäåëåíèè ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëå-
âûõ âåëè÷èí [1, 4, 8]. Ïðåäñòàâëåíû îñíîâíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ öèëèíäðè-
÷åñêèõ àêòóàòîðîâ è ñåíñîðîâ. Ïðèâåäåíû óðàâíåíèÿ îáðàòíîé ñâÿçè ìåæäó 
ïîòåíöèàëîì àêòóàòîðà è ïîòåíöèàëîì ñåíñîðà, åãî ïåðâîé (òîêîì) è âòîðîé 
ïðîèçâîäíîé. Èìåííî ÷åðåç ýòè óðàâíåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ âëèÿíèå íà 
æåñòêîñòíûå, äèññèïàòèâíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè ïàññèâíîé 
îáîëî÷êè. Ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìíîãîñëîéíîé îáîëî÷-
êè, ñîñòàâëåííîé èç ñðåäíåãî ïàññèâíîãî ïàêåòà ñëîåâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü 
è âÿçêîóïðóãèå ñëîè ñ âûñîêèìè ãèñòåðåçèñíûìè ïîòåðÿìè, è äâóõ ïîëÿðè-
çîâàííûõ â ïðîòèâîïîëîæíîì íàïðàâëåíèè ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ. Ìåõàíè-
÷åñêîå ïîâåäåíèå ñðåäíåãî ïàêåòà îïèñûâàåòñÿ ìîäåëüþ îðòîòðîïíîãî ñëîÿ 
ñ óñðåäíåííûìè ïî òîëùèíå æåñòêîñòíûìè õàðàêòåðèñòèêàìè, ïîëó÷åííû-
ìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîã-
äà âëèÿíèåì ïüåçîñëîåâ íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè ïàññèâíîé ïëàñòè-
íû ìîæíî ïðåíåáðå÷ü èëè ïðè èñïîëüçîâàíèè óêàçàííîãî âûøå âòîðîãî 
ïîäõîäà, ïðè øàðíèðîì çàêðåïëåíèè òîðöîâ îáîëî÷êè ïîëó÷åíû òî÷íûå 
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü èññëåäîâàòü íàèáîëåå 
ðàöèîíàëüíîå ðàçìåùåíèå ïüåçîâêëþ÷åíèé èëè ýëåêòðîäîâ â ïëîñêîñòè 
îáîëî÷êè è èõ ðàçìåðû. Äëÿ ðåøåíèÿ èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíå-
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íèÿ, êîòîðîå ïîëó÷àåòñÿ ïðè ó÷åòå âÿçêîóïðóãèõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëîâ, èñ-
ïîëüçóåòñÿ êëàññè÷åñêèé ìåòîä óñðåäíåíèÿ. Äëÿ ñëó÷àÿ æåñòêîãî çàùåìëå-
íèÿ òîðöîâ èëè â ñëó÷àå ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîé â ïëàíå ïàíåëè äëÿ ðå-
øåíèÿ çàäà÷è äåìïôèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. 
Ïðèâåäåíû ðåøåíèÿ êîíêðåòíûõ çàäà÷ î äåìïôèðîâàíèè êîëåáàíèé ïàíåëè 
ñ èñïîëüçîâàíèåì êàê àíàëèòè÷åñêèõ, òàê è êîíå÷íî-ýëåìåíòíûõ ìåòîäîâ. 
Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ ïðè ïîìîùè ýòèõ ìåòîäîâ ñâèäåòåëüñòâóåò 
î âûñîêîé òî÷íîñòè è ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîãî âàðèàíòà êîíå÷íî- 
ýëåìåíòíîãî ìåòîäà äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè. 
Ïðåäñòàâëåíû ÷èñëîâûå äàííûå î äåìïôèðîâàíèè ñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé 
ïàññèâíîé îáîëî÷êè ñ èñïîëüçîâàíèåì ïüåçîâêëþ÷åíèé, ðàçìåðû è ðàçìå-
ùåíèå êîòîðûõ âûáðàíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïîëó÷åííûìè àíàëèòè÷åñêèìè 
ôîðìóëàìè èëè ñ äàííûìè ðàñ÷åòà êîíå÷íî-ýëåìåíòíûì ìåòîäîì. Óêàçàíû 
âîçìîæíûå ïîäõîäû äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé î÷åíü 
ïîëîãîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè è ïðåäñòàâëåíû ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà.  

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìîòðèì îðòîòðîïíóþ âÿçêîóïðóãóþ öèëèíä-
ðè÷åñêóþ ïàíåëü, íàõîäÿùóþñÿ ïîä äåéñòâèåì äèíàìè÷åñêîé ïîâåðõíîñò-
íîé ñòàöèîíàðíîé ëèáî íåñòàöèîíàðíîé íàãðóçêè. Îáîëî÷êà ñîñòîèò èç ïðî-
èçâîëüíîãî ÷èñëà ïàêåòîâ ìåòàëëè÷åñêèõ, ïîëèìåðíûõ èëè êîìïîçèòíûõ 
ïàññèâíûõ (áåç ïüåçîýôôåêòà) ñëîåâ. Íà âåðõíåé è íèæíåé ïîâåðõíîñòÿõ 
îáîëî÷êè ðàçìåùåíû âÿçêîóïðóãèå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè ïðîèçâîëüíîé 
â ïëàíå êîíôèãóðàöèè. Îäíè èç íèõ âûïîëíÿþò ôóíêöèè ñåíñîðà, à äðóãèå 
– àêòóàòîðà. Êîëè÷åñòâî ïüåçîñëîåâ â ïëàíå, íàïðàâëåíèå ïîëÿðèçàöèè è 
èõ ãåîìåòðè÷åñêàÿ êîíôèãóðàöèÿ âûáèðàþòñÿ èç ñîîáðàæåíèé íàèáîëåå 
ýôôåêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ èëè íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáà-
íèé ïàññèâíîãî ïàêåòà. Òàê, íàïðèìåð, ïðè äåìïôèðîâàíèè íåñòàöèîíàðíûõ 
êîëåáàíèé ñ ïðèìåíåíèåì ìîäàëüíûõ ïüåçîñëîåâ, êîíôèãóðàöèÿ ïîñëåäíèõ 
âûáèðàåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ìîä êîëåáàíèé, âíîñÿùèõ îñíîâíîé âêëàä 
â ôîðìèðîâàíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè [23]. 
Ïðè ýòîì â îáùåì ñëó÷àå èìååì ñëîæíóþ êîíñòðóêòèâíî íåîäíîðîäíóþ êàê 
ïî òîëùèíå, òàê è â ïëàíå îáîëî÷êó. Íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî ïðåä-
ñòàâëåííûå íèæå óðàâíåíèÿ îïèñûâàþò íå îáîëî÷êó â öåëîì, à êàæäûé åå 
îáîëî÷å÷íûé ýëåìåíò êîíå÷íûõ ðàçìåðîâ (âêëþ÷åíèå, ïÿòíî) â îòäåëüíîñòè. 
Â ÷àñòíîñòè, òàêîé ýëåìåíò ìîæåò áûòü è ïàññèâíûì, êîãäà îí íå ñîäåðæèò 
ïüåçîàêòèâíûõ ñëîåâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ãåîìåòðè÷åñêîé ôîðìû ñåíñîðîâ è àê-
òóàòîðîâ è íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ìîæíî ïî àíàëîãèè ñ [23] ââåñòè 
ôóíêöèè ôîðìû è ñèìâîëû (ôóíêöèè ïîëÿðèçàöèè) «sgn». Ïðè ýòîì êàæ-
äûé ýëåìåíò òàêîé ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé îáîëî÷êè áóäåò õàðàêòåðèçî-
âàòüñÿ ñâîèìè ôóíêöèÿìè ôîðìû è ôóíêöèÿìè ïîëÿðèçàöèè [23]. Â äàëü-
íåéøåì ñ öåëüþ ñîêðàùåíèÿ íå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òàêèìè ôóíêöèÿìè, 
õîòÿ èõ èñïîëüçîâàíèå ïîäðàçóìåâàåòñÿ. Ìåæäó ýëåìåíòàìè ïðåäïîëàãàþò-
ñÿ óñëîâèÿ èäåàëüíîãî ìåõàíè÷åñêîãî è ýëåêòðè÷åñêîãî êîíòàêòà. Îñíîâíûå 
ñîîòíîøåíèÿ ïîëó÷åíû ñ èñïîëüçîâàíèåì ãèïîòåç Êèðõãîôà – Ëÿâà è äî-
ïîëíèòåëüíûõ ãèïîòåç îòíîñèòåëüíî ýëåêòðè÷åñêèõ ïîëåâûõ âåëè÷èí [1, 4, 
8]. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïüåçîýëåêòðè÷åñêèå ñëîè ñ÷èòàþòñÿ ïîñòîÿííûìè 
ïî òîëùèíå, õîòÿ, êàê óêàçàíî âûøå, çà ñ÷åò âûáîðà ïåðåìåííîé òîëùèíû 
ìîæíî ôîðìèðîâàòü ìîäàëüíûå ñåíñîðû è àêòóàòîðû. Îïðåäåëÿþùèå 
óðàâíåíèÿ äëÿ óñèëèé è ìîìåíòîâ ïîëó÷àþòñÿ â âèäå ñóììû ñîñòàâëÿþ-
ùèõ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ ïàññèâíûì ïàêåòîì, ïüåçîýëåêòðè÷åñêèìè ñåí-
ñîðàìè è àêòóàòîðàìè. Èñïîëüçóåòñÿ íåñêîëüêî âèäîâ óðàâíåíèé îáðàòíîãî 
êîíòðîëÿ [27]. 

Îáîëî÷êà îòíåñåíà ê äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ( , ,x y z ). Ãëàâíûå 
îñè àíèçîòðîïèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò. Äëÿ îïèñàíèÿ äåôîðìèðî-
âàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáîëî÷êè ïðèìåíèì ãèïîòåçû Êèðõãîôà – Ëÿâà äëÿ âñåãî 
ïàêåòà â öåëîì [1, 8]. Èñïîëüçóþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíûå êèíåìàòè÷åñ-
êèå ñîîòíîøåíèÿ. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî äåôîðìàöèè ìàëû. Êèíåìàòè÷åñêèå ñîîò-
íîøåíèÿ òåîðèè îáîëî÷åê, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ ÿâëÿ-
þòñÿ óíèâåðñàëüíûìè ñîîòíîøåíèÿìè è èìåþò îäèíàêîâûé âèä íåçàâèñèìî 
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îò ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. Äëÿ ãåîìåòðè÷åñêè ëèíåéíîãî ñëó÷àÿ îíè ïðåäñòàâ-
ëåíû, íàïðèìåð, â [1]. Êîìïîíåíòû ïåðåìåùåíèÿ è äåôîðìàöèè ïàíåëè 
èìåþò âèä 
 ( , ) ( , ),      ( , ) ( , ),      ( , )x x y y zu u x y z x y u v x y z x y u w x y= + θ = + θ = , 

 1 1 2 2 12 12,       ,      xx yy xyz z zε = ε + ε = ε + ε = ε +æ æ æ , (1) 

ãäå ( , ),  ( , ),  ( , )u x y v x y w x y  – ïåðåìåùåíèÿ êîîðäèíàòíîé ïîâåðõíîñòè â íà-
ïðàâëåíèÿõ , ,x y z  ñîîòâåòñòâåííî, à óãëû ïîâîðîòà ðàâíû 

 ,           x y
w w v
x y R

∂ ∂θ = − θ = − +
∂ ∂

. (2) 

Â ñîîòíîøåíèÿõ (1), (2) ââåäåíû òàêèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ êîìïîíåíò òåíçîðà 
äåôîðìàöèé è èçãèáà: 

 1 2 12,         ,         u v w u v
x y R y x

∂ ∂ ∂ ∂ε = ε = + ε = +
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 1 2 12,       ,             
y yx x

x y x y

∂θ ∂θ∂θ ∂θ
= = = +

∂ ∂ ∂ ∂
æ æ æ . (3) 

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ñîâìåñòíîñòè äåôîðìàöèé òåõíè÷åñêîé òåîðèè 
öèëèíäðè÷åñêèõ îáîëî÷åê èìåþò âèä [1] 

 1 20,            0
N NS S
x y x y

∂ ∂∂ ∂+ = + =
∂ ∂ ∂ ∂

, 

 
2 2 2 2

2 1 12 2
2 2 2

(2 , , 0)
N M M M w q x y t
R x yx y t

∂ ∂ ∂ ∂+ + + − ρ − =
∂ ∂∂ ∂ ∂

 , 

 
2 2 2 2

12
2 2 2

12 .
y x w

x y Rx y x

∂ ε ∂ ε ∂ ε ∂− + = −
∂ ∂∂ ∂ ∂

 (4) 

Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ íà òîðöàõ îáîëî÷êè èìåþò ñòàíäàðòíûé âèä [1] è 
çäåñü íå ïðèâîäÿòñÿ. 

Îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ ñîñòàâëÿþùèõ óñèëèé è ìîìåíòîâ, êîòî-
ðûå âíîñÿòñÿ â âûðàæåíèÿ äëÿ ïîëíûõ óñèëèé è ìîìåíòîâ ïàññèâíûìè îð-
òîòðîïíûìè âÿçêîóïðóãèìè ñëîÿìè, èìåþò âèä [1, 8] 

 
0 0 0 0 0

1 11 1 12 2 11 1 12 2N C C K K= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗æ æ , 

 
0 0 0 0 0

2 12 1 22 2 12 1 22 2N C C K K= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗æ æ , 

 
0 0 0

66 12 66 12S C K= ⊗ ε + ⊗ æ , 

 
0 0 0 0 0

1 11 1 12 2 11 1 12 2M K K D D= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗æ æ , 

 
0 0 0 0 0

2 12 1 22 2 12 1 22 2M K K D D= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗æ æ , 

 
0 0 0

66 12 66 12H K D= ⊗ ε + ⊗ æ .  (5) 

Çäåñü ñèìâîëîì ⊗  îáîçíà÷åí èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðàòîð âèäà 

 ( ) ( )
t

F G F t dG
−∞

⊗ = − τ τ∫ . (6) 

Âûðàæåíèÿ äëÿ 
0 0 0

,  ,  km km kmC K D  ïîëó÷àþòñÿ ñîãëàñíî ïðèíöèïó Âîëü-

òåððà è òåõíèêè ðàñøèôðîâêè îïåðàòîðíûõ âûðàæåíèé [6, 17]. Ïðè ìîíî-
ãàðìîíè÷åñêîì äåôîðìèðîâàíèè ñèìâîë ⊗  çàìåíÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêèì 
êîìïëåêñíûì âûðàæåíèåì, à äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ – îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ. 
 Ðàññìîòðèì ïüåçîàêòèâíûå ñëîè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îíè èçãîòîâëåíû èç 
âÿçêîóïðóãîãî ïüåçîýëåêòðè÷åñêîãî ìàòåðèàëà òèïà ïüåçîêåðàìèêè è ïî-
ëÿðèçîâàíû ïî òîëùèíå. Ïðè ýòîì óïðîùåííûå â ñîîòâåòñòâèè ñ äèíàìè-
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÷åñêîé ãèïîòåçîé Êèðõãîôà – Ëÿâà óðàâíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ äëÿ íèõ èìåþò 
âèä [4, 8]  

 11 1 1 12 2 2 31( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

B B Eα γσ = γ ⊗ ε + γ + γ ⊗ ε + γ − γ γ ⊗æ æ , 

 12 1 1 22 2 2 31( ) ( ) ( ) ( ) ( )
k k k k k

B B Eβ γσ = γ ⊗ ε + γ + γ ⊗ ε + γ − γ γ ⊗æ æ , 

 66 12 12( ) ( )
k k

Bαβσ = γ ⊗ ε + γæ , 

 33 31 1 2 1 2( ) ( ) ( ) ( ) ,       1,2
k k k k

D E kγ γ= γ γ ⊗ + γ γ ⊗ ε + ε + γ + =æ æ[ ] . (7) 

Çäåñü èíäåêñ 1k =  îòíîñèòñÿ ê àêòóàòîðó, à èíäåêñ 2k =  – ê ñåíñîðó, ïðè 
ýòîì  

 
1

2
11 22 11( ) ( ) ( ) 1 ( )

kk k k
B B S

−
  γ = γ = γ − ν γ    

, 

 12 11 66 11
1( ) ( ) ( ),         ( ) 1 ( ) ( )
2

k k k k k k
B B B B γ = ν γ γ γ = − ν γ γ  

, 

 
1

2 2
33 33 31 31 111 ( ) ,         ( ) ( ) 1 ( )

k k k kk k k
T E

pk d S
−

    γ = ε − γ γ = γ γ − ν γ        
, 

 
1

2 2
31 33 112 ( ) ( ) ( ) 1 ( )

k k k k k
T E

pk d S
−

  = γ ε γ γ − ν γ    
. (8)  

Â ðàâåíñòâàõ (8) èñïîëüçîâàíû îáîçíà÷åíèÿ ðàáîò [4, 8]. 
Ïóñòü ìåæäó ïàññèâíûì ïàêåòîì è ïüåçîàêòèâíûìè ñëîÿìè íàíåñåíû 

áåñêîíå÷íî òîíêèå ýëåêòðîäû. Òàêèå æå ýëåêòðîäû èìåþòñÿ è íà âíåøíèõ 
ïîâåðõíîñòÿõ ïüåçîïàíåëè. Ê ýòèì ýëåêòðîäàì ïðèëîæåíà ðàçíîñòü ïîòåí-

öèàëîâ 
0

,  1,2kV k = . Ñîãëàñíî [4] èíäóêöèÿ 
k

Dγ  ïîñòîÿííà ïî òîëùèíå ïüå-

çîñëîåâ, òàê ÷òî 

 ( , )
k k

D Cγ = α β , (9) 

ïðè ýòîì 

 31
1 2 1 2

33 33

( )1  ( ) ( )
( ) ( )

k
k k

k k
E Cγ

γ γ
= ⊗ − ⊗ ε + ε + γ +

γ γ γ γ
[ ]æ æ . (10) 

Èíòåãðèðóÿ (10) ïî òîëùèíå ïüåçîñëîåâ, èìååì  

 
1 0

0 1 1 2 2 1 2( ) ( ) ,     0,1,2
k k k k

kC v V v v k
−

   = ⊗ − + ⊗ ε + ε + ⊗ + =     
æ æ . (11) 

Ïîäñòàâëÿÿ (11) â (10), à ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå äëÿ 
k
Eγ  – â (7), íàéäåì 

 11 1 1 12 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

B Bασ = γ ⊗ ε + γ + γ ⊗ ε + γ + σæ æ , 

 12 1 1 22 2 2 0( ) ( ) ( ) ( )
k k k k

B Bβσ = γ ⊗ ε + γ + γ ⊗ ε + γ + σæ æ , 

 66 12 12( ) ( )
k k

Bαβσ = γ ⊗ ε + γæ , 

 
2
31 31 1

0 1 2

33 33 0

( ) ( )
( )

( ) ( )

k k k
k

k k k

v

v

 γ γ γ γ σ = − ⊗ ε + ε +
 γ γ γ γ 

 

 
2
31 31 2 31

1 2 0

33 33 0 33 0

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )

k k k k
k

k k k k k

v
V

v v

 γ γ γ γ γ γ
 + γ − ⊗ + + ⊗
 γ γ γ γ γ γ 

æ æ . (12) 
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Èíòåãðèðóÿ (12) ïî òîëùèíå îáîëî÷êè è ó÷èòûâàÿ ðàñïîëîæåíèå ýëåêòðî-
äîâ, ïîëó÷èì îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ äëÿ àêòèâíîãî ïüåçîñëîÿ: 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2 0

k k k k k k
N C C K K N= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 0

k k k k k k
N C C K K N= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 66 12 66 12

k k k
S C K= ⊗ ε + ⊗ æ , 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2 0

k k k k k k
M K K D D M= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 0

k k k k k k
M K K D D M= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 66 12 66 12

k k k
H K D= ⊗ ε + ⊗ æ . (13) 

Çäåñü ââåäåíû îáîçíà÷åíèÿ: 

 ( )

2 2
1 1 2 2

2
3;4;5

( )
0

; ;
; ; ( ) (1; ; )

k

k kk k

k k k k k

ij ij ij ij k
h

v v v v
C K D B d v

v

  
   = γ γ γ γ + − 

  ∫ , 

 2 1 2
66 66 66 66 0 0 0 0

( )
0 0

; ; (1; ; ) ,    ,     

k

k k
k k k k k k k k

k k
h

v v
C K D B d N V M V

v v

  = γ γ γ = = 
  ∫ , (14) 

ãäå 

 
2 2

31 31
0 (1;2) (3;4;5)

2 2 2( ) ( ) ( )
33 33 33

(1; ; )(1; )1 ,     ,     

k k k

kk
k k k

k k k
h h h

v d v d v d
γ γ γγ γ

= γ = γ = γ

γ γ γ
∫ ∫ ∫ . (15) 

Äëÿ àêòóàòîðà â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ óñëîâèìñÿ ïîëàãàòü 1k = , 

à äëÿ ñåíñîðà – 2k = , ïðè ýòîì 
2

0Dγ = . Òîãäà 

 

2
2

31
1 2 1 22

33

( )
( ) ( )

( )
Eγ

γ γ
= − ⊗ ε + ε + γ +

γ γ
[ ]æ æ  (16) 

è âî âåäåííûõ âûøå æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèêàõ íåîáõîäèìî ïîëîæèòü 
2 2

1 2 0v v= ≡ . Íåíóëåâûå âåëè÷èíû 
2

(3;4;5)v  îïðåäåëÿþòñÿ ïî ôîðìóëàì (15). 

Îáùèå óñèëèÿ è ìîìåíòû ðàâíû ñóììå óñèëèé è ìîìåíòîâ, âíîñèìûõ 
ïàññèâíûìè è ïüåçîàêòèâíûìè ñëîÿìè: 

 
0 1 2 0 1 2

1 1 1 1 1 1 1 1,     ,     ,    N N N N Ì M M M= + + = + +  . (17) 
Ó÷èòûâàÿ ïîëó÷åííûå âûøå ñîîòíîøåíèÿ, íàéäåì âûðàæåíèÿ äëÿ îáùèõ 
óñèëèé è ìîìåíòîâ â îáîëî÷êå 
 1 11 1 12 2 11 1 12 2 01N C C K K N= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 01N C C K K N= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 66 12 66 12S C K= ⊗ ε + ⊗ æ , 

 1 11 1 12 2 11 1 12 2 01M K K D D M= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 2 12 1 22 2 12 1 22 2 01M K K D D M= ⊗ ε + ⊗ ε + ⊗ + ⊗ +æ æ , 

 66 12 66 12H K D= ⊗ ε + ⊗ æ . (18) 
Çäåñü 

 
0 1 2 0 1 2

11 11 11 11 11 11 11 11,     ,    ,    C C C C K K K K= + + = + +  , 
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0 1 2 1 2 1 2

11 11 11 11 01 0 0 01 0 0,    ,   ,       D D D D N N N M M M= + + = + = + . (19) 

Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íà ñåíñîðå ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì èíòåãðèðîâàíèÿ ñî-
îòíîøåíèÿ (16) ïî òîëùèíå 2h  è ïî ïëîùàäè 2S  è äëÿ âÿçêîóïðóãîãî 
ìàòåðèàëà èìååò âèä  

 

2 2

2
2

31
0 1 2 1 22

2 ( )
33

1 ( ) ( )
h S

V AB d d d
S

 γ = ⊗ ε + ε + γ + α β γ 
  γ

∫ ∫ [ ]æ æ . (20) 

Îíà ëåãêî èçìåðÿåòñÿ è äàåò óñðåäíåííóþ èíôîðìàöèþ î äåôîðìèðîâàí-
íîì ñîñòîÿíèè îáîëî÷êè [23, 27]. Äëÿ ìàëûõ ðàçìåðîâ ñåíñîðîâ ìîæíî ïîëó-
÷èòü èõ ëîêàëüíûå çíà÷åíèÿ ïîòåíöèàëîâ: 

 

2 2

2 2
2

31 31
0 1 2 1 22

( ) ( )
33 33

( ) ( )
k

h h

V d d
γ γ

= ⊗ γ ε + ε + ⊗ γ γ +
γ γ

∫ ∫ æ æ .  (21) 

Êàê âèäíî, èçìåðÿåìàÿ ñåíñîðîì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ çàâèñèò êàê îò 
òàíãåíöèàëüíûõ, òàê è îò èçãèáíûõ äåôîðìàöèé. Åñëè â êà÷åñòâå ñåíñîðà 
èëè àêòóàòîðà èñïîëüçóåòñÿ ïàðà ïüåçîñëîåâ ñ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðèçà-
öèåé, òî â âûðàæåíèè äëÿ ñåíñîðíîãî ïîòåíöèàëà áóäóò ïðèñóòñòâîâàòü 
òîëüêî èçãèáíûå äåôîðìàöèè, à â îïðåäåëÿþùèõ óðàâíåíèÿõ äëÿ àêòóàòî-
ðà áóäåò îòñóòñòâîâàòü ñâÿçü ìåæäó òàíãåíöèàëüíûìè è èçãèáíûìè äåôîð-
ìàöèÿìè. Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò óïðóãîãî ñëó÷àÿ ïîêàçà-
íèÿ ñåíñîðà çàâèñÿò îò ðåëàêñàöèîííûõ ñâîéñòâ ìàòåðèàëà. 

Ñîîòíîøåíèÿ (20), (21) èãðàþò îñíîâíóþ ðîëü ïðè êîíòðîëå êîëåáàíèé 
îáîëî÷åê, òàê êàê èìåííî ÷åðåç ïîêàçàíèÿ ñåíñîðà ôîðìóëèðóþòñÿ àëãî-
ðèòìû îáðàòíîé ñâÿçè [27]. 

Äëÿ óïðàâëåíèÿ êîëåáàíèÿìè ê îáîëî÷êå ïîäêëþ÷àåòñÿ öåïü îáðàòíîé 
ñâÿçè. Ñóùåñòâóåò ìíîãî ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ àëãîðèòìîâ îáðàòíîé ñâÿçè 
[27]. Â ýòîé ðàáîòå óïðàâëåíèå êîëåáàíèÿìè îáîëî÷êè áóäåì îñóùåñòâëÿòü 
ñîãëàñíî ñëåäóþùèì àëãîðèòìàì îáðàòíîé ñâÿçè [27]:  

 
1 2

0 1 0V G V= , (22) 

 
1 2

0 2 0V G V
t

∂= −
∂

, (23) 

 
21 2

0 3 02
V G V

t
∂= −
∂

, (24) 

 
1 2

0 4 0sgnV G V
t

∂ = −  ∂ 
, (25) 

ãäå iG  – óïðàâëÿþùèå ïàðàìåòðû, âëèÿþùèå íà æåñòêîñòíûå, äèññèïà-
òèâíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè.  

Äëÿ îäíîâðåìåííîãî âëèÿíèÿ íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè, çàòóõà-
íèå, èíåðöèþ îáîëî÷êè ìîæíî ïðèíÿòü, ÷òî  

 
21 2

0 1 2 3 4 02
sgnV G G G G V

t tt
∂ ∂ ∂ = − − − ∂ ∂ ∂

. (26) 

Åñòåñòâåííî, ïðè ýòîì çàäà÷à âûáîðà òðåõ óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ ñó-
ùåñòâåííî óñëîæíÿåòñÿ. 
 Ïîäñòàâëÿÿ âûðàæåíèÿ (22)–(25) ëèáî (26) â îïðåäåëÿþùèå óðàâíåíèÿ 
(18) è ó÷èòûâàÿ (1)–(3), ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî ïåðåìåùåíèé ñòðóêòóðíî íåîäíîðîäíîé 
êàê ïî òîëùèíå, òàê è ïî ïîâåðõíîñòè îáîëî÷êè: 

 
2 2

1 1 2 22 2
( , , , ) ,          ( , , , )k k

u vL u v w G F L u v w G F
t t

∂ ∂= ρ + = ρ +
∂ ∂

  , 
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2

3 32
( , , , )k

wL u v w G F
t

∂= ρ +
∂

 .  (27) 

Êîýôôèöèåíòû ýòîé ñèñòåìû çàâèñÿò îò ïàðàìåòðîâ îáðàòíîé ñâÿçè. 
2. Àíàëèòè÷åñêîå ðåøåíèå çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ ïîëó÷åííûõ èíòåãðî-

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü âàðèàöèîííûå ìåòîäû 
â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäîì óñðåäíåíèÿ [6]. Ïðè ýòîì ðåøåíèå èíòåãðî-äèôôå-
ðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ðàçëîæåíèÿ â ðÿä Ôóðüå 
ïî ñîáñòâåííûì ôóíêöèÿì ( , )iU x y  ëèíåéíîé óïðóãîé ïüåçîîáîëî÷êè 

 1 1 1( ) ( , ),     ( ) ( , ),     ( ) ( , )i i i i i i
i i i

u u t U x y v v t U x y w w t U x y= = =∑ ∑ ∑ . (28) 

Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ, íàïðèìåð, ìåòîäà Áóáíîâà – Ãàëåðêèíà ïî ïðîñòðàí-
ñòâåííûì êîîðäèíàòàì ïîëó÷àåì ëèíåéíóþ ñèñòåìó èíòåãðî-äèôôåðåíöè-
àëüíûõ óðàâíåíèé ïî âðåìåíè 

 
2

2
( , , ) ( )ij

ij ij ij ij i

d u
M u v w f t

dt
+ ⊗ = , (29) 

ãäå ( )ijM ⊗ ⋅  – ëèíåéíûé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð âèäà 

 
0 1

( ) ( ) ( )( )( )
t

ij ij ijM M M t d
−∞

 ⊗ ⋅ = ⋅ − − τ ⋅ τ τ  ∫ . 

Ñ÷èòàÿ âÿçêîñòü ìàòåðèàëîâ ìàëîé, äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (29) ìîæíî èñ-
ïîëüçîâàòü ìåòîä óñðåäíåíèÿ, ïîäðîáíî èçëîæåííûé â ìîíîãðàôèè [6] ïðè-
ìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì âÿçêîóïðóãîñòè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå áóäåò çàâèñåòü 
îò óïðàâëÿþùèõ ïàðàìåòðîâ.  

Äëÿ ðåøåíèÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (29) ìîæíî èñïîëüçîâàòü è áûñòðîå 
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå [2]. Â ýòîì ñëó÷àå îïåðàòîð ( )ijM ⊗ ⋅  çàìåíÿåòñÿ 

êîìïëåêñíûì àëãåáðàè÷åñêèì âûðàæåíèåì, ñîîòâåòñòâóþùèì êîìïëåêñíûì 
õàðàêòåðèñòèêàì âÿçêîóïðóãèõ ìàòåðèàëîâ [6, 17]. 

Ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ iG  âûáèðàþòñÿ èç óñëîâèÿ íàèáîëåå ýôôåê-
òèâíîãî êîíòðîëÿ êîëåáàíèé ïàíåëè, íàïðèìåð, èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè 
åå ïîïåðå÷íîãî ïðîãèáà. 

Íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî âìåñòî ãëîáàëüíûõ ïàðàìåòðîâ óïðàâëåíèÿ 
ìîæíî ââåñòè ìîäàëüíûå ïàðàìåòðû óïðàâëåíèÿ, êîãäà äëÿ êàæäîé ìîäû 
êîëåáàíèé âûáèðàåòñÿ ñâîé ïàðàìåòð óïðàâëåíèÿ [27]. 
 Ðàññìîòðèì íàèáîëåå ïðîñòîé ñëó÷àé ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ 
øàðíèðíîìó çàêðåïëåíèþ òîðöîâ îáîëî÷êè. Ñ÷èòàåì, ÷òî îáîëî÷êà èìååò 
ñèììåòðè÷íóþ ïî òîëùèíå ñòðóêòóðó è íàãðóæåíà èçâåñòíîé ñòàöèîíàðíîé 
èëè íåñòàöèîíàðíîé ïîâåðõíîñòíîé íàãðóçêîé. Äåìïôèðîâàíèå êîëåáàíèé 
îáîëî÷êè áóäåì îñóùåñòâëÿòü ïðÿìîóãîëüíûìè â ïëàíå ïüåçîýëåêòðè÷åñêè-
ìè àêòóàòîðàìè. Íåîáõîäèìî âûáðàòü íàèáîëåå ýôôåêòèâíîå ðàñïîëîæåíèå 
àêòóàòîðîâ è èõ ðàçìåðû. Äëÿ ñëó÷àÿ ïüåçîñëîåâ, èìåþùèõ îäèíàêîâûå 
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå ñâîéñòâà è ïðîòèâîïîëîæíûå íàïðàâëåíèÿ ïîëÿðèçà-
öèè, âûðàæåíèÿ äëÿ æåñòêîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê çàâèñÿò îò íàëè÷èÿ èëè 
îòñóòñòâèÿ ýëåêòðîäîâ ìåæäó ïàññèâíûì è ïüåçîàêòèâíûìè ñëîÿìè è ïðè-
âåäåíû â [10]. Ïðè ýòîì äâèæåíèå îáîëî÷êè îïèñûâàåòñÿ êðàåâîé çàäà÷åé 

 
4 4 4

11 12 66 224 2 2 4
2( 2 )w w wD D D D

x x y y
∂ ∂ ∂∗ + + ∗ + ∗ +
∂ ∂ ∂ ∂

 

 
2 22 2

0 0 0
2 2 2 2

( , , ) 0
H M Mw q x y t
Rt x x y

∂ ∂∂ ∂ Φ+ ρ − − − + =
∂ ∂ ∂ ∂

 , 

 
4 4 4 2

11 12 66 224 2 2 4 2
0

12( 2 ) 0wA A A A
RHx x y y t

∂ Φ ∂ Φ ∂ Φ ∂∗ + + ∗ + ∗ + =
∂ ∂ ∂ ∂ ∂

 (30) 

ïðè íóëåâûõ íà÷àëüíûõ óñëîâèÿõ è ãðàíè÷íûõ óñëîâèÿõ øàpíèðíîãî çà-
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êðåïëåíèÿ. Ðåøåíèå çàäà÷è èùåì â âèäå 
 ( ) sin ( ) sin ( )mn m n

m n

w w t k x p y= ∑ ∑ , 

 ( ) sin ( ) sin ( )mn m n
m n

t k x p yΦ = Φ∑ ∑ . (31) 

Äëÿ ïðÿìîóãîëüíîãî â ïëàíå âêëþ÷åíèÿ, èìåþùåãî ðàçìåðû ,  u v  è 
êîîðäèíàòû öåíòðà ,  ξ η , âûðàæåíèå äëÿ âûçûâàåìîãî àêòóàòîðîì ìîìåíòà 
ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå 

 
0

0 ( ) sin ( ) sin ( )mn m n
m n

M M t k x p y= ∑ ∑ , (32) 

ãäå  

 
0

016 ( )
( ) sin ( ) sin ( ) sin sin

2 2
m n

mn m n
m n

M t k u p v
M t k p

abk p
= ξ η . (33) 

Ïðèëîæåííàÿ ê ïîâåðõíîñòè íàãðóçêà ïðåäñòàâëÿåòñÿ â òàêîé æå ôîðìå: 

 ( , , ) ( ) sin ( ) sin ( )mn m n
m n

q x y t q t k x p y= ∑ ∑ . (34) 

Ïîäñòàâëÿÿ (31)–(34) â (30), ïîëó÷èì èíòåãðî-äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå 
ïî âðåìåíè 

 
2

2
( ) ( ) 0mn

mn mn mn mn

d w
w p t M t

dt
+ ∆ ∗ + − =  (35) 

ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè. Çäåñü 

 
4

0
2 2

1

1m
mn mn

mn

H k

R
∆ = ∆ +

∆
, 

 4 2 2 4
2 11 12 66 222( ) /mn mn mn mn mnD k D D k p D p∆ = + + + ρ[ ] , 

 4 2 2 4
1 22 12 66 112( ) /mn mn mn mn mnA k A A k p A p∆ = + + + ρ[ ] , 

 
0

,           //mn mn mn mnM M p q= ρ = ρ  . (36) 

Â äàëüíåéøåì ïðè äåéñòâèè íåñòàöèîíàðíîé íàãðóçêè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî  

 
0 0

( ) ( ),           ( ) ( )mn mn mn mnp t p H t M t m H t= = , (37) 

ãäå ( )H t  – ôóíêöèÿ Õåâèñàéäà. 
Ïðèìåíÿÿ ìåòîä óñðåäíåíèÿ, ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðåøåíèå ýòîãî 

óðàâíåíèÿ [6]: 

 

0 0 0 0

0
2

( ) exp
2

mn mn mn mn
mn

mn

p m A
w t t

− ∆ 
= − − × 

 ∆

 

0 0 0 0 0 0 0
0 0

0 00
2 2

( )
sin 1 cos 1

2 2
(2 )

mn mn mn mn mn mn mn
mn mn

mn mn mn

A p m B p m B
t t

B

 − −    × − ∆ − − ∆       ∆ − ∆

. (38) 

 Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà íàãðóçêà èçìåíÿåòñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó âî 
âðåìåíè çàêîíó 

 
0

( ) cosmn mnp t p t= ω . (39) 

Åñëè îáîëî÷êà íå êîíòðîëèðóåòñÿ, ò. å. ê àêòóàòîðó íå ïðèêëàäûâàåòñÿ 
ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (35) èìååò âèä 

 
0

/mn mn mnw p= − ∆ , (40) 

ãäå 
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 2
mn mn mn mni′ ′′∆ = ∆ + ∆ − ρω . (41) 

Ñ÷èòàÿ âÿçêîñòü ìàëîé, îïðåäåëèì ðåçîíàíñíóþ ÷àñòîòó ïî ôîðìóëå 

 2
mn mn

′ρ ω = ∆ , (42) 

òîãäà  

 
0

/mn mn mnw i p ′′= ∆ . (43) 

Åñëè tg ,   tgmn mn mn mnD D A A′′ ′ ′′ ′= δ = δ , òî 

 
0

tg/mn mn mnw i p ′= ∆ δ . (44) 

Ïðè tg 1δ   ïðîãèá äîñòàòî÷íî áîëüøîé, õîòÿ è íå ðàâåí áåñêîíå÷íîñòè. 
Òåïåðü ïóñòü ê àêòóàòîðó ïðèëîæåíà ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, èçìåíÿþ-

ùàÿñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó ñ ÷àñòîòîé ïîâåðõíîñòíîé ñèëû. Òîãäà íà 
ðåçîíàíñå èìååì  

 
0 0

2 2( ) tg/mn mn mn mn mn mnw i p k p m  ′= − + ∆ δ  
. (45) 

Òàê êàê íà êàæäîì èç àêòóàòîðîâ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ ïîñòîÿííà, òî â 
âûðàæåíèè (45) ïðîèçâîëüíî ìîæíî âûáðàòü òîëüêî îäíó èç âåëè÷èí íà 
êàæäîì èç àêòóàòîðîâ. Ïîýòîìó, åñëè íà ïîâåðõíîñòü îáîëî÷êè íàíåñåí 
îäèí àêòóàòîð, ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü òîëüêî îäíó ñîñòàâëÿþùóþ íàãðóçêè 
â âûðàæåíèÿõ (34), (36). Êàê ïðàâèëî, äëÿ ïîëîãîé îáîëî÷êè ìàêñèìàëüíàÿ 
ñîñòàâëÿþùàÿ íàãðóçêè îòâå÷àåò èíäåêñàì 1m n= = . Ïðè íåîáõîäèìîñòè 
êîìïåíñàöèè íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ, íåîáõîäèìî óâåëè÷èâàòü êîëè÷åñòâî 
àêòóàòîðîâ. Äëÿ êîìïåíñàöèè ëþáîé èç ãàðìîíèê íåîáõîäèìî ðàçíîñòü ïî-
òåíöèàëîâ âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ðàâåíñòâà íóëþ ÷èñëèòåëÿ âûðàæåíèÿ (45), 
ò. å. ïîëîæèòü 

 
0 0

2 2( ) 0mn mn mn mnp k p m− + = . (46) 

Òîãäà ðåøåíèå ïðèîáðåòàåò âèä 

 

0 0
2 2( )

sin ( ) sin ( )mn mn mn mn
r s

rsr m s n

p k p m
w k x p y

≠ ≠

− +
=

∆∑ ∑ . (47) 

Çäåñü  

 ′ ′′∆ = ∆ + ∆ − ρω 2
rs rs rs mni . (48) 

Êàê âèäèì èç (47), (48), ïðîãèá ðåçêî ïàäàåò èç-çà îòñóòñòâèÿ ðåçîíàíñíîãî 
÷ëåíà â (47) è áûñòðîé ñõîäèìîñòè ðÿäà Ôóðüå, êîãäà îñíîâíîé âêëàä â 
ïðîãèá âíîñèò ðåçîíàíñíûé ÷ëåí. 

Öåíòð ðàçìåùåíèÿ àêòóàòîðà è åãî ðàçìåðû âûáèðàåì èç óñëîâèÿ ìè-
íèìàëüíîñòè ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, êîòîðàÿ ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîðìóëå, 
ñëåäóþùåé èç (33), (46): 

 

00
0

0 2 2
1,          

16
sin sin sin sin

2 2 2 2

mn m n

m n m nm n

p k pm abM m
k u p v k u p vk p

= =
+

. (49)  

Âåëè÷èíà 0M  ïðîïîðöèîíàëüíà ïîäâîäèìîé ê àêòóàòîðó ðàçíîñòè ïîòåíöè-

àëîâ. Êàê óêàçàíî âûøå, öåíòð ðàçìåùåíèÿ è ðàçìåðû àêòóàòîðà âûáèðà-
þòñÿ èç óñëîâèÿ ìèíèìàëüíîñòè ýòîé ðàçíîñòè. Èç (49) ñëåäóåò, ÷òî ýòî 
áóäåò èìåòü ìåñòî, åñëè âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà 

 sin ( ) 1,    sin ( ) 1,     sin 1,     sin 1
2 2
m n

m n

k u p v
k pξ = η = = = . (50) 

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíî ìîäû êîëåáàíèé, ñîîòâåòñòâóþùèå 11ω , 

21 13 22,  ,  ω ω ω . Äëÿ ìîäû ω11  öåíòð àêòóàòîðà äîëæåí âûáèðàòüñÿ èç óñëî-
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âèé 1sin ( ) 1,  sin ( ) 1nk pξ = η = , òàê ÷òî àêòóàòîð äîëæåí áûòü ðàçìåùåí â 

òî÷êå ñ êîîðäèíàòàìè ,  
2 2
a bξ = η = , ò. å. â öåíòðå ïàíåëè.  

Ïðè äðóãîì âûáîðå öåíòðà àêòóàòîðà èìååì ïîâåðõíîñòü 

 

0

0
1 1

1
sin ( ) sin ( )

M
k p

m
=

ξ η
. (51) 

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæàþùàÿ çàâèñèìîñòü âåëè-

÷èíû 

0

0
M

m
, ïðîïîðöèîíàëüíîé ðàçíîñòè ïîòåí-

öèàëîâ, îò êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà. 

Çäåñü ,  
a b

∗ ∗ξ ηξ = η = . Êàê ñëåäóåò èç ðèñ. 1 

è ôîðìóëû (51), ïðè ïðèáëèæåíèè êîîðäèíàò 
öåíòðà àêòóàòîðà ê òîðöàì ïëàñòèíû 
ïîäâîäèìàÿ ê íåìó ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ 
ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè. Â îêðåñòíîñòè 

òî÷êè ,
2 2
a b  

 
 èìååòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ 

îáëàñòü, â êîòîðîé ïîòåíöèàë ìàëî îòëè÷àåòñÿ îò ñâîåãî ìèíèìàëüíîãî 
çíà÷åíèÿ. Ïîýòîìó öåíòð àêòóàòîðà òàêæå ìîæíî ðàçìåùàòü â ýòîé 
îáëàñòè. 

Äëÿ ìîäû ω21  èç óñëîâèÿ (50) ïðè 2,  1m n= =  ìèíèìàëüíàÿ ðàçíîñòü 
ïîòåíöèàëîâ äîñòèãàåòñÿ ïðè ðàçìåùåíèè öåíòðà àêòóàòîðà â òî÷êàõ 

3, ,  ,
4 2 4 2
a b a b      

   
. Ïðè ýòîì ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò êîîðäè-

íàò öåíòðà àêòóàòîðà îïðåäåëÿåòñÿ âûðàæåíèåì 

0

0
2 1

1
sin ( ) sin ( )

M
k p

m
=

ξ η
. Ïî-

âåðõíîñòü, èçîáðàæàþùàÿ âåëè÷èíó 

0

0
M

m
 â çàâèñèìîñòè îò êîîðäèíàò öåíòðà 

àêòóàòîðà, èìååò òàêîé æå âèä, êàê è ïîâåðõíîñòü íà ðèñ. 1, ñ òåì ëèøü 

îòëè÷èåì, ÷òî îíà ðàçìåùåíà íàä ïðÿìîóãîëüíèêîì (0 ,  0 )
2
ax y b≤ ≤ ≤ ≤  ñ 

äèàãîíàëüþ L . 
Äëÿ ìîäû ω13  öåíòð àêòóàòîðà äîëæåí áûòü ðàçìåùåí â òî÷êàõ 

5, ,  , ,  ,
2 2 2 6 2 6
a b a b a b          

     
. Ïðè ýòîì ïëàñòèíà ðàçáèâàåòñÿ íà òðè ïîëîñû 

øèðèíîé 
3
b  è äëèíîé a . Íàä êàæäîé èç ýòèõ ïîëîñ ïîâåðõíîñòü èìååò âèä, 

ïîêàçàííûé íà ðèñ. 1. Ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê áåñêîíå÷-
íîñòè ïðè ïîäõîäå ê êðàÿì óêàçàííûõ ïîëîñ. Ïîýòîìó L  íà ðèñ. 1 îçíà÷àåò 
äëèíó äèàãîíàëè ýòèõ ïîëîñ. 

Äëÿ ìîäû ω22  öåíòð àêòóàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùèé ìèíèìàëüíîé ðàç-

íîñòè ïîòåíöèàëîâ, ðàçìåùàåòñÿ â òî÷êàõ 3 3, ,   , ,   ,
4 4 4 4 4 4
a b a b a b          

     
, 

3 3,
4 4
a b  

 
. Ïîýòîìó ïëàñòèíà ðàçáèâàåòñÿ íà ÷åòûðå ðàâíûõ ïðÿìîóãîëüíè-

êà ñ êîîðäèíàòàìè öåíòðà â ýòèõ òî÷êàõ. Íàä êàæäûì èç ýòèõ ïðÿìîóãîëü-

 
Рис. 1 
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íèêîâ ïîâåðõíîñòü, èçîáðàæàþùàÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â çàâèñèìîñòè îò 
êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà, èìååò ïðèâåäåííûé íà ðèñ. 1 âèä, ãäå L  – äè-
àãîíàëü óêàçàííûõ ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïîòåíöèàë ñòðåìèòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè 
ïðè ïðèáëèæåíèè öåíòðà àêòóàòîðà ê èõ êðàÿì. 

Òàêèì îáðàçîì, ïðè íåóäà÷íîì âûáîðå êîîðäèíàò öåíòðîâ àêòóàòîðîâ 
äëÿ óêàçàííûõ âûøå ìîä ïîòåíöèàë ìîæåò äîñòè÷ü êðèòè÷åñêèõ çíà÷åíèé, 
ïðè êîòîðûõ èìååò ìåñòî ýëåêòðè÷åñêèé èëè òåïëîâîé ïðîáîé. 
 Òåïåðü ðàññìîòðèì, êàê èçìåíÿåòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàçìåðà àêòóàòîðà, ðàçìåùåííîãî â öåíòðå ïëàñòèíû èëè óïîìÿ-
íóòûõ âûøå ïðÿìîóãîëüíèêîâ. Ïëîùàäü àêòóàòîðîâ áóäåì èçìåíÿòü ïóòåì 
èçìåíåíèÿ ðàçìåðîâ ñîîòâåòñòâóþùèõ èì äèàãîíàëåé l . 

Äëÿ ìîäû ω11  èìååì 

0

0 2

1

1

sin
2

M
l

m L

=
π

, ãäå ,  l L  – äëèíû äèàãîíàëåé àêòó-

àòîðà è ïëàñòèíû ñîîòâåòñòâåííî. Õàðàêòåð èçìåíåíèÿ âåëè÷èíû ïîòåíöèà-

ëà 

0

0
M

m
 â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà äèàãîíàëè l  àêòóàòîðà ïðåäñòàâëåí íà 

ðèñ. 2, òàê ÷òî ñíà÷àëà ïðè èçìåíåíèè äëèíû äèàãîíàëè àêòóàòîðà íàáëþ-
äàåòñÿ ðåçêîå óìåíüøåíèå ïîòåíöèàëà, à ïîòîì – íåçíà÷èòåëüíîå åãî èçìå-

íåíèå. Äëÿ ìîäû ω21  ïðè âûáîðå öåíòðà àêòóàòîðà â òî÷êå ,
4 2
a b  

 
 èìååì 

òàêóþ æå ôîðìóëó, â êîòîðîé L  – äëèíà äèàãîíàëè ïðÿìîóãîëüíèêà ñ öåí-
òðîì â óêàçàííîé òî÷êå. Òàêàÿ æå ôîðìóëà áóäåò èìåòü ìåñòî è äëÿ ìîäû 

ω22  ïðè âûáîðå öåíòðà àêòóàòîðà â òî÷êå ,
4 4
a b  

 
, ïðè ýòîì L  – äëèíà äè-

àãîíàëè óïîìÿíóòîãî ïðÿìîóãîëüíèêà. 
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 Рис. 2 Рис. 3 

Äëÿ ìîäû ω13  ïðè âûáîðå êîîðäèíàò öåíòðà àêòóàòîðà â òî÷êå ,
2 2
a b  

 
 

çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ îò ðàçìåðà äèàãîíàëè àêòóàòîðà ïîêàçà-
íà íà ðèñ. 3. Îäíàêî, åñëè ïëàñòèíó ðàçáèòü íà òðè óêàçàííûõ âûøå ïîëî-
ñû è îòíåñòè äèàãîíàëü àêòóàòîðà ê äèàãîíàëè òàêîé ïîëîñû, òî èçìåíåíèå 
ïîòåíöèàëà â çàâèñèìîñòè îò ðàçìåðà äèàãîíàëè àêòóàòîðà áóäåò èìåòü òà-
êîé æå õàðàêòåð, êàê è ïðåäñòàâëåííûé íà ðèñ. 2.  

Óêàçàííûå âûøå ôîðìóëû è ãðàôèêè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ïðè 
êîìïåíñàöèè íåñêîëüêèõ ìîä êîëåáàíèé ïðè 
ïîìîùè àêòóàòîðîâ ëèáî ðàçðåçíûõ ýëåêòðî-
äîâ. Íà ðèñ. 4 ïðåäñòàâëåí îäèí èç âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ ðàçìåùåíèÿ ÷åòûðåõ àêòóàòî-
ðîâ ïðè íåîáõîäèìîñòè êîìïåíñàöèè ÷åòûðåõ 
ìîä êîëåáàíèé. Ïðè ýòîì, êîíå÷íî, ðàçíîñòü 
ïîòåíöèàëîâ íà êàæäîì àêòóàòîðå íå áóäåò 
ìèíèìàëüíîé. 

Åñëè ñ ïîìîùüþ èçìåíåíèÿ ôîðìû ýëåêòðîäîâ, òîëùèíû ïüåçîàêòóàòî-
ðà, óãëîâ ïîâîðîòà ãëàâíûõ íàïðàâëåíèé àíèçîòðîïèè è èçìåíåíèÿ íàïðàâ-

 a/6 a/3 a/2 2a/3 a 

b/3 
b/2 

b/6 

b 

0  
Рис. 4 
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ëåíèÿ ïîëÿðèçàöèè ñäåëàòü ÷ëåí 
0
M  ïðîïîðöèîíàëüíûì ôîðìå êîëåáàíèé, 

òî ïðîãèá ïëàñòèíû, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ôîðìå, áóäåò íóëåâûì. Ïðè èç-
ãîòîâëåíèè àêòóàòîðà â âèäå ñóïåðïîçèöèè íåñêîëüêèõ ìîä, îí áóäåò äåìï-
ôèðîâàòü âñå ìîäû ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ. 

Àíàëîãè÷íûå ñîîáðàæåíèÿ èìåþò ìåñòî è ïðè ðàñ÷åòå ñåíñîðîâ. Ïóñòü 
íà îáîëî÷êó äåéñòâóåò ãàðìîíè÷åñêîå âî âðåìåíè íàãðóæåíèå, ðàñïðåäå-
ëåííîå ïî îäíîé èç ôîðì êîëåáàíèé. Òîãäà ïðîãèá ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî ôîð-
ìóëå 

 
0

sin ( ) sin ( ) exp ( )mn m nw w k x p y i t= ω . (52) 

Ýòà ôîðìà êîëåáàíèé áóäåò âûäåðæèâàòüñÿ ñ áîëüøîé òî÷íîñòüþ, åñëè 
÷àñòîòà íàãðóæåíèÿ ðàâíà ðåçîíàíñíîé. Òîãäà âåëè÷èíà, îáðàòíàÿ çàðÿäó 
Q , îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå 

 1

sin ( ) sin ( ) sin sin
2 2
m n

m n

A
Q k u p v

k p
=

ξ η
. (53) 

Çäåñü A  – êîíñòàíòà, íå çàâèñÿùàÿ îò êîîðäèíàò öåíòðà è ðàçìåðîâ ñåí-
ñîðà. 

Îñíîâíîé ïðèíöèï, íà îñíîâå êîòîðîãî ðàññ÷èòûâàþòñÿ ñåíñîðû, ñîñòî-
èò â òîì, ÷òî çàðÿä äîëæåí áûòü ìàêñèìàëüíûì ïðè çàäàííîì ïðîãèáå. Òîã-
äà âåëè÷èíà (53) äîëæíà áûòü ìèíèìàëüíîé. 

Ñðàâíåíèå ôîðìóë (49) è (53) ïîêàçûâàåò, ÷òî êîîðäèíàòû öåíòðà ñåí-
ñîðà è åãî ðàçìåðû îïðåäåëÿþòñÿ ïî îäèíàêîâûì ôîðìóëàì. Òîãäà ïðåä-
ñòàâëåííûå âûøå ñîîáðàæåíèÿ î ïîëîæåíèè è ðàçìåðàõ ñåíñîðà äëÿ ðàç-
íûõ ìîä êîëåáàíèé ñîõðàíÿþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Åñëè ñåíñîð èçãîòîâèòü â 
âèäå íåêîòîðîé ìîäû êîëåáàíèé, îí áóäåò ðåàãèðîâàòü òîëüêî íà ýòó ìîäó, 
ò. å. áóäåò èãðàòü ðîëü ôèëüòðà. 

Ïðåäñòàâëåííûé âûøå àíàëèç íîñèò îáùèé õàðàêòåð íåçàâèñèìî îò 
âèäà ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Ïóñòü â ðåçóëüòàòå àíàëèçà ÷àñòîò è ìîä êîëåáà-
íèé óïðóãîé ïàíåëè óñòàíîâëåíî, ÷òî ïðè ðàçëîæåíèè íåñòàöèîíàðíîé íà-
ãðóçêè ïî ñîáñòâåííûì ôîðìàì îñíîâíóþ ðîëü èãðàþò íåñêîëüêî ìîä, íà-
ïðèìåð, óêàçàííûå âûøå ÷åòûðå ìîäû. Òîãäà ïðè ïîìîùè ñîîòâåòñòâóþùå-
ãî âûáîðà ðàñïîëîæåíèÿ öåíòðîâ è ðàçìåðîâ ÷åòûðåõ àêòóàòîðîâ ìîæíî 
ñîãëàñíî ïðåäñòàâëåííûì âûøå ôîðìóëàì óñòðàíèòü èõ äåéñòâèå íà îáî-
ëî÷êó. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî èìåòü â âèäó, ÷òî óêàçàííûå ÷åòûðå ýëåêòðîäà 
äîëæíû áûòü îòäåëåíû äðóã îò äðóãà, ò. å. íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ÷åòûðå 
ðàçðåçíûõ ýëåêòðîäà ïðÿìîóãîëüíîé ôîðìû. Îäèí èç âàðèàíòîâ ðàñïîëî-
æåíèÿ óêàçàííûõ ýëåêòðîäîâ ïðåäñòàâëåí íà ðèñ. 4. Ïîäâîäÿ ê ýòèì ýëåêò-
ðîäàì ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ, ðàññ÷èòàííûå ïî ïðåäñòàâëåííûì âûøå ôîð-
ìóëàì, óñòðàíèì ÷åòûðå îñíîâíûõ ÷ëåíà â ðàçëîæåíèè íàãðóçêè ïî ìîäàì, 
â ðåçóëüòàòå ÷åãî ïðîãèá ñóùåñòâåííî óìåíüøèòñÿ. 

3. Êîíå÷íî-ýëåìåíòíîå ðåøåíèå. Ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ ïüåçîâêëþ÷åíèé 
(ïÿòåí) íà æåñòêîñòíûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè è ïðè äðóãèõ òèïàõ ãðà-
íè÷íûõ óñëîâèé ïîëó÷èì ñëîæíóþ çàäà÷ó äëÿ ñòðóêòóðíî-íåîäíîðîäíîé 
êàê ïî òîëùèíå, òàê è â ïëàíå îáîëî÷êè. Â ýòîì ñëó÷àå íàéòè êàêèå-ëèáî 
àíàëèòè÷åñêèå ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêè íåâîçìîæíî. Ïðàâäà çàäà÷ó ìîæíî 
ñóùåñòâåííî óïðîñòèòü, åñëè èñïîëüçîâàòü óêàçàííûé âûøå âòîðîé ïîäõîä, 
êîãäà íà ïàññèâíûé ñðåäíèé öèëèíäðè÷åñêèé ñëîé íàíîñèòñÿ äâà ïüåçîàê-
òèâíûõ ñëîÿ ïðîòèâîïîëîæíîé ïîëÿðèçàöèè, ïîêðûâàþùèå âñþ ïîâåðõ-
íîñòü îáîëî÷êè. Ïðè ýòîì êîìïåíñàöèÿ âíåøíåé íàãðóçêè ïðîèçâîäèòñÿ íà-
íåñåíèåì íà ïüåçîñëîè áåñêîíå÷íî òîíêèõ ýëåêòðîäîâ íåîáõîäèìîé êîíôè-
ãóðàöèè, ê êîòîðûì ïîäâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ, âûáðàííàÿ èç óêà-
çàííûõ âûøå ñîîáðàæåíèé.  

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ ñòàöèîíàðíûõ è íåñòà-
öèîíàðíûõ êîëåáàíèé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ÷èñëåííûå ìåòîäû, â ÷àñòíîñòè, 
ìåòîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïîäðîáíîñòè èñïîëüçóåìîãî âàðèàíòà ìåòîäà 
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êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [3, 10, 18, 20, 22]. Ïîýòîìó 
ïðèâåäåì ëèøü ÷èñëîâûå äàííûå î äåìïôèðîâàíèè êîëåáàíèé öèëèíäðè-
÷åñêîé ïàíåëè ïðè ïîìîùè ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ âêëþ÷åíèé äëÿ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé, îòâå÷àþùèõ øàðíèðíîìó è æåñòêîìó çàùåìëåíèþ òîðöîâ ïëàñòè-
íû. Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî îòìåòèòü, ÷òî ïðè æåñòêîì çàùåìëåíèè òîðöîâ 
íåîáõîäèìî îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü ýëåêòðîäû è ïüåçîâêëþ÷åíèÿ, òîëüêî 
÷àñòè÷íî ïîêðûâàþùèå ïëàñòèíó, ïîñêîëüêó ïðè ïîëíîì ïîêðûòèè îáîëî÷-
êè äåìïôèðîâàòü ïîïåðå÷íûå êîëåáàíèÿ îáîëî÷êè íåâîçìîæíî. 

Êîíêðåòíûå ðàñ÷åòû ïðîâåäåíû äëÿ ïàíåëè ñ óãëîì ðàñòâîðà /2ϕ = π , 
ñîñòàâëåííîé èç ïðîòèâîïîëîæíî ïîëÿðèçîâàííûõ âíåøíèõ ñëîåâ ïüåçîêå-
ðàìèêè òèïà ÒÖÒÑ ÁÑ 2− , âíóòðåííåãî äþðàëþìèíèåâîãî ñëîÿ ñî ñëåäóþ-
ùèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåðèàëà [10], ãåîìåòðè÷åñêèìè ðàçìåðàìè è 
ïàðàìåòðàìè íàãðóæåíèÿ:  

10
31 1.6 10d −= − ⋅ Êë/Í; 12

11 12.5 10ES −= ⋅ ì2/Í; 12
12 4.2 10ES −= ⋅ ì2/Í; 

0 0 12
33 33 332100 ;         8.854 10T −ε = ε ε = ⋅ Ô/ì; 5

1 1.7 10η = ⋅ Í⋅ì⋅ñ; 
10

0 7.3 10E = ⋅ Í/ì2; 0 0.34ν = ; 5
0 1.47 10η = ⋅ Í⋅ì⋅ñ; 4

0 0.279 10ρ = ⋅ êã/ì3; 

0.011H = ì; 1 2 0.005h h= = ì; 0.1L = ì;  0.1R = ì; 3
0 5 10p = ⋅ Í/ì2. 

Çäåñü 0 1,  η η  – êîýôôèöèåíòû âÿçêîñòè ìîäåëè Ôîéãòà, èñïîëüçóåìîé 

ïðè ðàñ÷åòå äåìïôèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé.  
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 Рис. 5 Рис. 6 

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûõ õàðàêòåðèñòèê äëÿ òðåõ-
ñëîéíîé øàðíèðíî- è æåñòêî çàùåìëåííîé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ïðåä-
ñòàâëåíû ñîîòâåòñòâåííî íà ðèñ. 5, 6. Ïîêàçàííûå íà ðèñóíêàõ êðèâûå 
èçîáðàæàþò àìïëèòóäíî-÷àñòîòíûå õàðàêòåðèñòèêè âÿçêîóïðóãîé ïàíåëè â 
îêðåñòíîñòè ïåðâîé ðåçîíàíñíîé ÷àñòîòû ïðè äåéñòâèè íà íåå èçìåíÿþùå-
ãîñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêîìó çàêîíó âî âðåìåíè âíåøíåãî äàâëåíèÿ áåç èñïîëü-
çîâàíèÿ àêòèâíîãî äåìïôèðîâàíèÿ. Íà 

ðèñ. 5 5 1
0 0.37850 10 c−ω = ⋅ , à êàæäîå ïî-

ñëåäóþùåå äåëåíèå íà îñè àáñöèññ îòâå-
÷àåò èçìåíåíèþ ÷àñòîòû â ïÿòîì çíàêå, 

êîãäà ÷àñòîòà 5 1
1 0.37860 10 c−ω = ⋅ . Àíàëî-

ãè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ ïðèíÿòû è íà ðèñ. 6, 

ïðè ýòîì 5 1
0 0.69670 10 c−ω = ⋅ , à 1ω =  

5 10.69680 10 c−= ⋅ . Ïî óêàçàííîé âûøå ìå-
òîäèêå ðàññ÷èòûâàëàñü íåîáõîäèìàÿ äëÿ 
êîìïåíñàöèè ïåðâîé ìîäû ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ. Ïðîãèá ïëàñòèíû óìåíü-
øàëñÿ íà ÷åòûðå ïîðÿäêà. Ïîýòîìó íà ðèñóíêå îí íå ïðåäñòàâëåí, ïîñêîëü-
êó ïðàêòè÷åñêè ðàâåí íóëþ. Íà ðèñ. 7 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ðàçíîñòè 
ïîòåíöèàëîâ, íåîáõîäèìîé äëÿ êîìïåíñàöèè ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, îò 
ðàçìåðà ñòîðîíû êâàäðàòíîãî ýëåêòðîäà.  
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Äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé çà ñ÷åò âûáîðà íåîáõî-
äèìîãî êîëè÷åñòâà àêòóàòîðîâ ìîæíî êîìïåíñèðîâàòü íåñêîëüêî îñíîâíûõ 
÷ëåíîâ íàãðóçêè è ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ïîïåðå÷íûé ïðîãèá. Äëÿ ïëàñ-
òèíû è âåñüìà ïîëîãîé ïàíåëè ñ áîëüøèì ðàäèóñîì ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòà 
ïðîãèáîâ ìàëî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïîýòîìó äëÿ èëëþñòðàöèè ýô-
ôåêòèâíîñòè àêòèâíîãî êîíòðîëÿ íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé ïðèâåäåì 
ïðåäñòàâëåííûå â ðàáîòå [10] ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ïðÿìîóãîëüíîé 
ïëàñòèíû. Ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè è ðàçìåðû ïëàñòèíû (ïî-
ëîãîé îáîëî÷êè), àìïëèòóäà ìåõàíè÷åñêîãî íàãðóæåíèÿ ïðèâåäåíû â [10]. 
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 Рис. 8 Рис. 9 

 Íà ðèñ. 8 ïîêàçàíî èçìåíåíèå ïðîãèáà â öåíòðå øàðíèðíî îïåðòîé 
ïëàñòèíû (ïîëîãîé ïàíåëè) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Êðèâûå 1, 2 îòâå÷àþò 
ðåøåíèþ óïðóãîé è âÿçêîóïðóãîé çàäà÷ ñîîòâåòñòâåííî ïðè äåéñòâèè òîëü-
êî ìåõàíè÷åñêîé íàãðóçêè, à êðèâàÿ 3 – ðåøåíèþ âÿçêîóïðóãîé çàäà÷è ïðè 
ñîâìåñòíîì ýëåêòðè÷åñêîì è ìåõàíè÷åñêîì íàãðóæåíèÿõ.  
 Íà ðèñ. 9 ïðåäñòàâëåíû êðèâûå èçìåíåíèÿ ïðîãèáà â öåíòðå æåñòêî 
çàùåìëåííîé ïëàñòèíû (ïîëîãîé ïàíåëè) â çàâèñèìîñòè îò âðåìåíè. Çäåñü 
èñïîëüçîâàíû òå æå îáîçíà÷åíèÿ, ÷òî è íà ðèñ. 8. Êàê âèäíî èç ïðèâåäåí-
íûõ ðåçóëüòàòîâ, ïðè èñïîëüçîâàíèè äàæå îäíîãî àêòóàòîðà, êîãäà êîìïåí-
ñèðóåòñÿ òîëüêî ïåðâàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íàãðóçêè, äîñòèãàåòñÿ ñóùåñòâåííîå 
óìåíüøåíèå àìïëèòóäû êîëåáàíèé ïëàñòèíû.  

4. Çàêëþ÷åíèå. Â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è î äåìïôèðî-
âàíèè êîëåáàíèé öèëèíäðè÷åñêîé ïàíåëè ïðè ïîìîùè âêëþ÷åíèÿ â åå 
ñòðóêòóðó ñëîåâ èç âÿçêîóïðóãèõ ïàññèâíûõ è ïüåçîýëåêòðè÷åñêèõ ìàòåðè-
àëîâ. Ïðåäñòàâëåíû âîçìîæíûå òèïû óðàâíåíèé îáðàòíîé ñâÿçè, âëèÿþùèå 
íà æåñòêîñòíûå, äèññèïàòèâíûå è èíåðöèîííûå õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè, 
çà ñ÷åò ÷åãî äîñòèãàåòñÿ ñóùåñòâåííîå óìåíüøåíèå àìïëèòóä êîëåáàíèé 
îáîëî÷êè. Ðàññìàòðèâàåòñÿ òàêæå òàêîé ìåòîä äåìïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé, 
êîãäà ê ïüåçîàêòóàòîðó ïîäâîäèòñÿ ðàçíîñòü ïîòåíöèàëîâ íåîáõîäèìîé àì-
ïëèòóäû è ôàçû äëÿ êîìïåíñàöèè âíåøíåé íàãðóçêè. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí 
ñëó÷àé íàãðóæåíèÿ îáîëî÷êè äàâëåíèåì, èçìåíÿþùèìñÿ ïî ãàðìîíè÷åñêî-
ìó çàêîíó. Äëÿ ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî çàêðåïëåíèÿ òîðöîâ îáîëî÷êè ïðåäñòàâ-
ëåíû ïðîñòûå ôîðìóëû, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü ðàññ÷èòàòü êîîðäèíàòû 
öåíòðà ïðÿìîóãîëüíîãî ïüåçîâêëþ÷åíèÿ è åãî ðàçìåðû èç óñëîâèé ìèíè-
ìàëüíîñòè ïîäâîäèìîé ê ïüåçîàêòóàòîðó ðàçíîñòè ïîòåíöèàëîâ. Àíàëîãè÷-
íûå ôîðìóëû ïîëó÷åíû è äëÿ ñåíñîðîâ. Äëÿ ðàñ÷åòà ýòèõ ïàðàìåòðîâ äëÿ 
äðóãèõ òèïîâ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. 

Ïðåäñòàâëåííûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ âèäîâ ãðàíè÷íûõ 
óñëîâèé ñâèäåòåëüñòâóþò îá ýôôåêòèâíîñòè ðàññìîòðåííîãî âàðèàíòà äåì-
ïôèðîâàíèÿ êîëåáàíèé è âûñîêîé òî÷íîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà êîíå÷-
íûõ ýëåìåíòîâ. Óêàçàíû âîçìîæíûå ïîäõîäû äëÿ äåìïôèðîâàíèÿ íåñòàöè-
îíàðíûõ êîëåáàíèé, êîãäà çà ñ÷åò êîìïåíñàöèè îïðåäåëåííîãî êîëè÷åñòâà 
ìîä ìîæíî ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü óðîâåíü íåñòàöèîíàðíûõ êîëåáàíèé.  
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ДЕМПФУВАННЯ КОЛИВАНЬ В’ЯЗКОПРУЖНИХ ЦИЛІНДРИЧНИХ ПАНЕЛЕЙ 
ЗА ДОПОМОГОЮ РОЗПОДІЛЕНИХ П’ЄЗОЕЛЕКТРИЧНИХ ВКЛЮЧЕНЬ  
 
Ñôîðìóëüîâàíî ïîñòàíîâêó çàäà÷³ àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ íåñòà-
ö³îíàðíèõ êîëèâàíü òîíêî¿ â’ÿçêîïðóæíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³ ç âèêîðèñòàííÿì 
ðîçïîä³ëåíèõ ï’ºçîåëåêòðè÷íèõ ñåíñîð³â òà àêòóàòîð³â. Ðîçãëÿíóòî âèïàäêè ïðî-
ãðàìíîãî êåðóâàííÿ êîëèâàííÿìè ïëàñòèíè (áåç îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó) ³ êåðóâàííÿ êî-
ëèâàííÿìè ç âèêîðèñòàííÿì îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó. Íàâåäåíî äåê³ëüêà âàð³àíò³â 
ð³âíÿíü îáåðíåíîãî çâ’ÿçêó, ÿê³ çàáåçïå÷óþòü çì³íó æîðñòê³ñíèõ, äèñèïàòèâíèõ 
òà ³íåðö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ïëàñòèíè. Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ îäåðæàíî ç âè-
êîðèñòàííÿì ã³ïîòåç Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, äîïîâíåíèõ ã³ïîòåçàìè ïðî ðîçïîä³ë 
åëåêòðè÷íèõ ïîëüîâèõ âåëè÷èí ïî òîâùèí³ îáîëîíêè. Äëÿ ïðÿìîêóòíî¿ ïàíåë³ ç 
øàðí³ðíèì çàêð³ïëåííÿì òîðö³â îäåðæàíî àíàë³òè÷íèé âèðàç äëÿ ïîòåíö³àëó, 
ÿêèé äåìïôóº êîæíó ç ìîä êîëèâàíü, ùî çáóäæóþòüñÿ ãàðìîí³÷íèì çà ÷àñîì ïî-
ïåðå÷íèì íàâàíòàæåííÿì. Àíàëîã³÷íèé âèðàç îäåðæàíî ³ äëÿ ð³çíèö³ ïîòåíö³àë³â 
ñåíñîðà ïðè ìåõàí³÷íîìó çáóäæåíí³ ïàíåë³. Äëÿ ³íøèõ òèï³â ãðàíè÷íèõ óìîâ ³ 
ãåîìåòð³¿ ïëàñòèíè ç ö³ºþ ìåòîþ âèêîðèñòàíî ìåòîä ñê³í÷åííèõ åëåìåíò³â. Íà 
îñíîâ³ àíàë³òè÷íèõ ³ ñê³í÷åííî-åëåìåíòíèõ ðîçâ’ÿçê³â îäåðæàíî ÷èñëîâ³ ðåçóëüòà-
òè, ÿê³ ³ëþñòðóþòü åôåêòèâí³ñòü àêòèâíîãî äåìïôóâàííÿ ñòàö³îíàðíèõ ³ íå-
ñòàö³îíàðíèõ êîëèâàíü öèë³íäðè÷íî¿ ïàíåë³. 
 
DAMPING OF VIBRATIONS OF VISCOELASTIC CYLINDRICAL PANELS 
BY DISTRIBUTED PIEZOELECTRIC INCLUSIONS 
 
The problem of active damping of steady and unsteady vibrations of a thin viscoelastic 
cylindrical panel is studied, using the distributed piezoelectric sensors and actuators. 
The program control of panel oscillations without feedback control and vibration control 
with feedback control are considered. Different variants of equations of feedback cont-
rol are presented, what changes the stiffness, dissipative and inertial characteristics of 
the plate. The principal equations are obtained on the basis of the mechanical Kirchoff 
– Love hypothesis and adequate assumptions about electrical fields. For the panel with 
simply supported edges the analytical expression for potential is obtained. The potential 
is damping every mode of vibrations, excited by transverse loading. It allows one to cal-
culate the optimal location and dimensions of actuators. Analogous expression is ob-
tained for the charge of sensors. For another boundary conditions and geometry of pa-
nel the method of finite elements is used to this end. On the basis of analytical and 
finite element solutions the numerical results are obtained for a rectangular plate with 
simply-supported and built-in edges. They illustrate the effectiveness of active damping 
steady and unsteady vibrations of panel. 
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