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ДО ТЕОРІЇ ПЛАСТИЧНОСТІ, ЗAСНОВАНОЇ 
НА КОНЦЕПЦІЇ КОВЗАННЯ 
 

Ðîçãëÿíóòî âàð³àíòè òåîð³¿ êîâçàííÿ [10, 17] äëÿ äåÿêèõ ÷àñòêîâèõ òèï³â 
ôóíêö³é çì³öíåííÿ. Àíàë³çóºòüñÿ äåôîðìàö³éíà àí³çîòðîï³ÿ ³ ïëàñòè÷íà äå-
ôîðìàö³ÿ ïðè ïðîñòîìó òà ìîíîòîííîìó íàâàíòàæåííÿõ ïëîñêîïëàñòè÷-
íîãî ñåðåäîâèùà. Óçàãàëüíåííÿ íà ïðîñòîðîâèé âèïàäîê äîñÿãàºòüñÿ çà äîïî-
ìîãîþ ïîñòóëàòó ³çîòðîï³¿ ²ëüþøèíà. Âñòàíîâëåíî âçàºìîçâ’ÿçîê òåîð³¿ 
êîâçàííÿ ç â³äîìèìè òåîð³ÿìè ïëàñòè÷íèõ òå÷³é ïðè ³çîòðîïíîìó, ê³íåìà-
òè÷íîìó òà êîìá³íîâàíîìó çì³öíåííÿõ, ó òîìó ÷èñë³ ç òåîð³ºþ ïëàñòè÷-
íîñò³ [6, 13]. 

 
Ó ðàìêàõ âàð³àíòà òåîð³¿ êîâçàííÿ [10, 17] ç âèêîðèñòàííÿì îäíîãî 

÷àñòêîâîãî òèïó ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ïðîàíàë³çîâàíî äåôîðìàö³éíó àí³çîòðî-
ï³þ ³ ïëàñòè÷íó äåôîðìàö³þ ìàòåð³àëó ïðè ïðîñòîìó ³ äåÿêèõ òèïàõ ñêëàä-
íîãî íàâàíòàæåííÿ. Îäåðæàí³ ðåçóëüòàòè ç³ñòàâëåíî ç àíàëîã³÷íèìè, ÿê³ 
âèïëèâàþòü ³ç òåîð³é ïëàñòè÷íî¿ òå÷³¿ ïðè ³çîòðîïíîìó [24], ê³íåìàòè÷íîìó 
[3], êîìá³íîâàíîìó [1, 5] çì³öíåííÿõ, ³ ç ðåçóëüòàòàìè òàê çâàíî¿ ñòðóêòóð-
íî¿ òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³, ùî âðàõîâóº ì³êðîäåôîðìàö³¿ [6, 13]. 

1. Âèõ³äí³ ïîëîæåííÿ. Çàäà÷à ïîáóäîâè âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü mnε   

mnσ  òåîð³¿ êîâçàííÿ [10, 17] çà óìîâè ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ çâî-

äèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ øâèäêîñò³ ³íòåíñèâíîñò³ çñóâó ( , )t t′ϕ θ  ³ ìåæ íàïðÿì-

ê³â çñóâó 1 2( ),  ( )t t− α α  ³ç ñèñòåìè ð³âíÿíü 
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   3 1( ) arctg ( )/ ( )t dS t dS tϑ = [ ] . (3) 

Òóò 0t  – ïî÷àòêîâèé, t  – äîâ³ëüíèé ìîìåíòè ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàí-

íÿ ³ çà ïàðàìåòð ÷àñó ïðèéìàºòüñÿ äîâæèíà äóãè òðàºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ; 
, ( )k kR Fλ ω = Π λ ω[ ] [ ]  – óí³âåðñàëüíà ôóíêö³ÿ ìàòåð³àëó, ÿêà ïîäàºòüñÿ ó 

âèãëÿä³ äîáóòêó ôóíêö³é ïëàñòè÷íîñò³ kΠ λ[ ]  òà çì³öíåííÿ ( );  kF ω λ  – äå-

ÿê³ ïàðàìåòðè ³ñòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ àáî ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ; 

0ω = θ − θ  – êóò ì³æ íàïðÿìêîì ïëàñòè÷íîãî çñóâó ( )n θ  ³ äîâ³ëüíèì íà-

ïðÿìêîì 0( )m θ  ó ïëîùèí³ äåôîðìóâàííÿ. 

Åôåêòèâí³ àíàë³òè÷í³ òà ÷èñëîâ³ ìåòîäè âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ( , )t t′ϕ θ , 

1,2( )tα  ³ç ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü (1), (2) äëÿ çàãàëüíîãî ìîæëèâîãî é 
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÷àñòêîâèõ âèïàäê³â ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ( )F ω  íàâåäåíî â ðîáîòàõ [18, 21]. 

Ñïîñîáè ïîáóäîâè ôóíêö³é ïëàñòè÷íîñò³ kΠ λ[ ]  ðîçãëÿíóòî â [15–17, 21]. 

Ïðè â³äîìèõ 1,2( , ),  ( )t t t′ϕ θ α  êîìïîíåíòè âåêòîðà ( )p  øâèäêîñò³ ïëîñ-

êîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 
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Ðîçãëÿíåìî äåÿê³ îñîáëèâîñò³ ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ äëÿ îäíîãî 
ñïåö³àëüíîãî òèïó ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ [18, 19] 

 0 2 3 4( ) cos 2 ( )
2

F a a a a π ω = + ω + δ ω + δ − ω 
 

, (5) 

äå ( )δ ω  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà, constia  . Ôóíêö³ÿ ( )F ω  (5) º ÷àñòêîâèì 
âèïàäêîì ðîçãëÿíóòî¿ ó öèõ æå ðîáîòàõ [18, 19] çàãàëüíî¿ ìîæëèâî¿ ôóíêö³¿ 
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³ âèïëèâàº ç íå¿, ÿêùî ïîêëàñòè 2 0na =  ïðè 1n > , à òàêîæ 1 3 1(1 )k a h= − , 

2 4 2(1 )k a h= −  ³ ïåðåéòè äî ãðàíèö³ ïðè 1 2, 1h h → . Çàóâàæèìî, ùî ôóíêö³ÿ 

çì³öíåííÿ ( )F ω  âèãëÿäó (5) âèêîðèñòîâóºòüñÿ òàêîæ ó ïóáë³êàö³ÿõ [6, 13] 
áåç â³äïîâ³äíèõ ïîñèëàíü íà [18, 19]. 

Ñèñòåìà íåë³í³éíèõ ð³âíÿíü (1), (2) ç íåâ³äîìèìè ôóíêö³ÿìè ÿê ï³ä çíà-
êîì ³íòåãðàëà, òàê ³ â ìåæàõ ³íòåãðóâàííÿ, ðîçâ’ÿçóºòüñÿ ïî-ð³çíîìó çàëåæ-
íî â³ä òèïó ( )F ω  ³ ñïîñîáó íàâàíòàæåííÿ. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó âèïàäîê ìî-
íîòîííîãî ³, çîêðåìà, ïðîïîðö³éíîãî íàâàíòàæåííÿ. 

2. Ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ. Ìîíîòîííîþ íàçèâàþòü [10, 17] äåôîðìàö³þ, 
çà ÿêî¿ ôóíêö³¿ 1 2( ),  ( )t tα α  º íåñïàäíèìè ( 1,2 0)α ≥  ôóíêö³ÿìè ÷àñó. Òàêà 

äåôîðìàö³ÿ ïðè ñêëàäíîìó íàâàíòàæåíí³ ìîæëèâà ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ 

øâèäêîñò³ ( )tΦ  îáåðòàííÿ ãîëîâíèõ îñåé òåíçîðà íàïðóæåíü. 

Çà óìîâè 1,2 ( ) 0tα ≥  ó ïîäâ³éíîìó ³íòåãðàë³ ð³âíÿííÿ (2) ìîæíà çðîáèòè 

ïåðåñòàíîâêó ïîðÿäêó ³íòåãðóâàííÿ ³ öå ð³âíÿííÿ çàïèñàòè òàê: 
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′Ψ θ = Π λ ξ ϕ θ ξ ξ∫ [ ] , (8) 

( )t∗ θ  – ìîìåíò ÷àñó, ç ÿêîãî â çàäàíîìó íàïðÿìêó ( )n θ  ïî÷èíàþòüñÿ êîâ-

çàííÿ. Ïðè 2,1( )tθ = ± α  ³ç (8) âèïëèâàº 

 2,1( ( ), ) 0t tΨ ± α = .  (9) 

Òàêèì ÷èíîì, çàäà÷à âèçíà÷åííÿ ìîíîòîííî¿ äåôîðìàö³¿ â ìàòåìàòè÷íîìó 
ïëàí³ çâåëàñÿ äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ ³íòåãðàëüíîãî ð³âíÿííÿ (7) çà óìîâè (9). 
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Ï³äñòàâèâøè ( )F ω  (5) ó ð³âíÿííÿ (7), îòðèìóºìî 
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 
 ôóíêö³¿ ( )F ω  (5) íå âêëþ÷åíà äî ð³âíÿííÿ (10), òàê ÿê 

çà óìîâè 0 /2θ − θ < π  âîíà íå âïëèâàº íà éîãî ðîçâ’ÿçîê. Ï³ñëÿ ïîäâ³éíîãî 

äèôåðåíö³þâàííÿ (10) çà 0θ  îäåðæèìî 
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0 0 0( , ) ( , ) /t t′′Ψ θ = ∂ Ψ θ ∂θ . ßêùî òåïåð âèëó÷èòè ç (10) ³ (11) ³íòåãðàëüíèé 

÷ëåí, òî îòðèìàºìî òàêå ð³âíÿííÿ: 

 4 4C′′Ψ + Ψ = , (12) 
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Îòæå, ïðè ìîíîòîííîìó íàâàíòàæåíí³, êîëè ( )F ω  çàäàºòüñÿ ôîðìóëîþ 
(5), ñêëàäíà ñèñòåìà âèõ³äíèõ íåë³í³éíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü âèðîäæóºòü-
ñÿ ³ çâîäèòüñÿ äî ïðîñòîãî ë³í³éíîãî äèôåðåíö³àëüíîãî ð³âíÿííÿ (12). Éîãî 
çàãàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ìàº âèãëÿä 

 ( , ) ( ) cos 2( ) ( ) sin 2( ) ( )t A B CΨ θ = α θ − + α θ − + αæ æ , 

 2 1 2 12 ( ) ( ),      2 ( ) ( )t t t tα = α + α = α − αæ . (13) 

×àñòêîâèé ðîçâ’ÿçîê, ùî òîòîæíî çàäîâîëüíÿº ð³âíÿííÿ (7) òà óìîâó 
(9), ïîäàºòüñÿ ôîðìóëàìè 

 ( , ) cos 2( ) cos 2t AΨ θ = θ − Φ − α[ ] , 
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sa a a
S t

a a

+ α α − α τ
=

 + α − α 
 

, 

 1,2 1,2( ) ( ) ( ),       ( ) ( ) ( ) 0t t t t t tα = α Φ α = α Φ ≥   . (15) 

Ïðè â³äîì³é ( , )tΨ θ  øâèäê³ñòü ³íòåíñèâíîñò³ êîâçàííÿ ( , )t t′ϕ θ  ìîæíà 
âèçíà÷èòè çà ñï³ââ³äíîøåííÿì (8). Äëÿ öüîãî òàêîæ ìîæíà ñêîðèñòàòèñÿ 
ð³âíÿííÿì (1), ÿêå ç òî÷í³ñòþ äî ïðàâî¿ ÷àñòèíè ïðè çàì³í³ ( , )tψ θ  íà ( , )tΨ θ  
ñï³âïàäàº ç (7). Ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ öèõ ð³âíÿíü ³äåíòè÷í³, òîìó àíàëî-
ã³÷íî äî (13) ³ (14) çàïèøåìî 

 1 1( , ) ( , ) cos ( ) 2 ( ) cos 2 ( )tt t A t t t′ψ θ ≡ Πϕ θ = ϑ − Φ θ − Φ +[ ] [ ]   

 1 1 1 1sin ( ) 2 ( ) sin 2 ( ) cos 2 ( ) 2 ( )B t t t C t t+ ϑ − Φ θ − Φ + ϑ − Φ[ ] [ ] [ ] , (16) 
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2 21 sin 4

4

aB C A
a a

a a

α= = −
+ α + α − α 

 

. 

Ôóíêö³¿ 1,2 ( ) ( ) ( )t t tα = α Φ , ÿê ³ ðàí³øå, âèçíà÷àþòüñÿ ð³âíîñòÿìè (15). 

Äëÿ êîìïîíåíò âåêòîðà øâèäêîñò³ ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ íà îñ-
íîâ³ (4) ³ (16) îäåðæóºìî 

 ( )
1 11 1 1cos ( ) 2 ( ) cos 2 ( )p B t t tΠΓ = ϑ − Φ Φ − [ ]  

 12 1 1sin ( ) 2 ( ) sin 2 ( )B t t t− ϑ − Φ Φ[ ] , 

 ( )
3 11 1 1cos ( ) 2 ( ) sin 2 ( )p B t t tΠΓ = ϑ − Φ Φ + [ ]  

 12 1 1sin ( ) 2 ( ) cos 2 ( )B t t t+ ϑ − Φ Φ[ ] , (17) 

äå 
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sin 22 1 2 1sin 4 ,    sin 4
2 4 2 2 4

a
B A B B

a a
α    = α + α − = α − α    + α    

. 

Ó ñèñòåì³ êîîðäèíàò qBS Sν  ç ïî÷àòêîì ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ B  òðàºêòîð³¿ 

íàâàíòàæåííÿ ³ ïîâåðíóò³é â³äíîñíî 1 3OS S  íà êóò 12 ( )tΦ  (ðèñ. 1) ôîðìóëè 
(17) çàïèñóþòüñÿ òàê: 

 ( ) ( )
11 12( ) ,           ( )p p

q qd B dS d B dSν νΠ Γ = α Π Γ = α , (18) 

òóò  ( ) ( ) ,      p pd dt d dt= =S S  . 

Âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ (18) íå çàëåæàòü â³ä îð³ºíòàö³¿ âåêòîðà S  ³, îò-
æå, çàäîâîëüíÿþòü ïîñòóëàò ³çîòðîï³¿ ²ëüþ-
øèíà [2]. Ïîñòóëàò äîçâîëÿº óçàãàëüíèòè 
ôîðìóëè (18) íà âèïàäîê ï’ÿòèâèì³ðíî¿ òðà-
ºêòîð³¿ ìîíîòîííîãî íàâàíòàæåííÿ ó äåâ³à-
òîðíîìó ïðîñòîð³ íàïðóæåíü. Îñê³ëüêè çã³äíî 
ç ôîðìóëàìè (15) ôóíêö³ÿ α  ïðè ìîíîòîííî-
ìó íàâàíòàæåíí³ çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä äîâ-
æèíè âåêòîðà S , ( )t Sα = α[ ] , òî óçàãàëüíåí³ 
íà ïðîñòîðîâèé âèïàäîê ôîðìóëè (18) ìîæíà 
ïîäàòè òàê: 

 ( ) ( )
1 2( ) ,            ( )

ii

p p
qqd P S dS d P S dSν νΠ Γ = Π Γ = .  (19)  

Òóò ( ) ( ),  ,  ,  
ii

p p
qqd d dS dSν νΓ Γ  – ïðîåêö³¿ âåêòîð³â ( ) ,  pd dS  íà îñ³ ëîêàëüíî¿ 

îðòîãîíàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ,  
iqS Sν  ç îäèíè÷íèìè îðòàìè / S= S  ³ 

1 11 2 12,  1, 2, 3, 4;  ( ) ( ),  ( ) ( )i i P S B S P S B S⊥ = = α = αq [ ] [ ] . Ó ÷àñòêîâîìó âèïàä-

êó ïðîïîðö³éíîãî íàâàíòàæåííÿ (d d ν=S S ) íà îñíîâ³ ôîðìóë (19) îäåð-

æóºìî 

 ( )pd P S d( )Π = S . (20)  

ßêùî ïðèïóñòèòè, ùî ïðè ïðîïîðö³éíîìó íàâàíòàæåíí³ ôóíêö³ÿ 
ïëàñòè÷íîñò³ Π  çàëåæèòü ò³ëüêè â³ä ³íòåíñèâíîñò³ íàïðóæåíü iσ  àáî, ùî 

òå æ ñàìå, â³ä äîâæèíè âåêòîðà íàâàíòàæåííÿ S , òî ð³âíÿííÿ (20) ìîæíà 
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Рис. 1 
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ïðî³íòåãðóâàòè é çàïèñàòè íå â øâèäêîñòÿõ, à â ê³íöåâîìó âèãëÿä³ 

 1( )
( ) ,        ( )

( )
p P S

S S S dS
S

( ) = Φ Φ =
Π∫S . (21) 

Ôîðìóëà (21) ðàçîì ç çàêîíîì Ãóêà äëÿ ïðóæíî¿ îá’ºìíî¿ äåôîðìàö³¿ 
3Kσ = ε  âèðàæàº òåîð³þ ìàëèõ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é (ÒÌÏÏÄ). 
Ðîçãëÿíåìî òåïåð âèïàäîê ë³í³éíî¿ ìîäåë³ ïëîñêîïëàñòè÷íîãî ñåðåäîâè-

ùà, â ðàìêàõ ÿêî¿ ïðèéìàºòüñÿ constΠ ≡  [10]. Ïîêàçàíî [8, 21], ùî ë³í³éíà 
ìîäåëü äîçâîëÿº îïèñàòè ïëàñòè÷íó äåôîðìàö³þ ìàòåð³àë³â, äëÿ ÿêèõ ä³à-
ãðàìà i iσ ε  ïîçà ãðàíèöÿìè ïðóæíîñò³ º ë³í³éíîþ àáî áëèçüêîþ äî 

ë³í³éíî¿ ( / constit i iE d d≡ σ ε ≈ ). 

Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñò³ ïîêëàäåìî 1Π ≡ . Ó öüîìó ðàç³ çã³äíî ç 
ôîðìóëîþ (8) áóäåìî ìàòè 

 
( )

( , ) ( , ) ( , )
t

t

t

t d t
∗ θ

′Ψ θ ≡ ϕ θ ξ ξ = ϕ θ∫ , (22) 

äå ( , )tϕ θ  – ñóìàðíà ³íòåíñèâí³ñòü çñóâó, íàêîïè÷åíà çà âåñü ÷àñ ïëàñòè÷-
íîãî äåôîðìóâàííÿ. Óìîâó (9) çàïèøåìî òàê: 

 1,2( ( ), ) 0t tϕ α = .  (23) 

Çà àíàëîã³ºþ ç (4) ïðè 1Π ≡  ìîæåìî â³äðàçó îäåðæàòè ôîðìóëè äëÿ êîì-
ïîíåíò âåêòîðà ñóìàðíî¿ ïëîñêîïëàñòè÷íî¿ äåôîðìàö³¿ 

 
2

1

( )
( )
1 0

( )

2 ( , ) cos 2( )
2

t
p

t

t d
α

−α

Γ = ϕ θ θ + Φ θ∫ , 

 
2

1

( )
( )
3 0

( )

2 ( , ) sin 2( )
2

t
p

t

t d
α

−α

Γ = ϕ θ θ + Φ θ∫ . (24) 

ßêùî ïðèéíÿòè äî óâàãè ôîðìóëè (14), (15), (22) ³ îá÷èñëèòè êâàäðàòóðè 
(24), òî îñòàòî÷íî îòðèìàºìî  

 ( )
1 1 1

2 1 sin 4 cos 2
2 4

p A  Γ = α − α Φ 
 

, 

 ( )
3 1 1

2 1 sin 4 sin 2
2 4

p A  Γ = α − α Φ 
 

 

àáî ó âåêòîðí³é ôîðì³  

 ( )
1

2 1 sin 4 /
2 4

p A S = α − α 
 

S . (25) 

Òàê ÿê Sα = α[ ] , òî ôîðìóëà (25) äîïóñêàº òàêå ïîäàííÿ: 

 ( )
0

2 1( ) ,      ( ) ( ) sin 4 ,    
2 4

p S S A S
S

 = Φ Φ = α α − α α = α 
 

S [ ] . (26) 

Òàêèì ÷èíîì, çíîâó îòðèìàëè ôîðìóëó (21), çàïèñàíó ðàí³øå äëÿ 
íåë³í³éíî¿ ìîäåë³ ( constΠ ≠ ), àëå ò³ëüêè ïðè ïðîïîðö³éíîìó íàâàíòàæåíí³. 
Îòæå, ³ñíóº ³ñòîòíà â³äì³íí³ñòü ì³æ íåë³í³éíèì ³ ë³í³éíèì ïëàñòè÷íèìè 
ñåðåäîâèùàìè. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ³ç òåîð³¿ êîâçàííÿ îòðèìóºìî ÒÌÏÏÄ 
ò³ëüêè ïðè ïðîïîðö³éíîìó íàâàíòàæåíí³, à â äðóãîìó – ïðè ìîíîòîííîìó. 
Ðåçóëüòàò, îäåðæàíèé äëÿ ìàòåð³àë³â ç ë³í³éíèì àáî áëèçüêèì äî ë³í³éíîãî 
çì³öíåííÿì ( constitE ≈ ), çíà÷íî ðîçøèðþº ðàìêè çàñòîñóâàííÿ ÒÌÏÏÄ ³ 

ìàº âàæëèâå ïðèêëàäíå çíà÷åííÿ. Êîëè constΠ ≠ , ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ 
çàëåæèòü â³ä òðàºêòîð³¿ íàâàíòàæåííÿ. Îäíàê ³ òóò, ÿêùî ôóíêö³ÿ kΠ λ[ ]  
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çì³íþºòüñÿ ó ìàëîìó ä³àïàçîí³, òî òàêà çàëåæí³ñòü ìîæå áóòè íå³ñòîòíîþ ³ 
ð³âíÿííÿìè äåôîðìàö³éíî¿ òåîð³¿ ìîæíà êîðèñòóâàòèñÿ ïðè ìîíîòîííîìó 
íàâàíòàæåíí³ ÿê íàáëèæåíèìè. 

Çàïèøåìî òåïåð óìîâè, ÿê³ ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè òðàºêòîð³¿ ìîíîòîí-
íîãî íàâàíòàæåííÿ ( )t=S S . ßê çàçíà÷àëîñÿ âèùå, ïðè òàêîìó íàâàíòà-
æåíí³  

 1,2 ( ) ( ) ( ) 0.t t tα = α Φ ≥    (27) 

Ç óðàõóâàííÿì ôîðìóë (3), (15) óìîâà (27) çâîäèòüñÿ äî òàêî¿:  

 
1/22

0 0

2 2
arctg 1 ,         tg

( )
s

k k

SS
SfS S

≤
τ  β ≡ − β β =   ′ α  


 . (28) 

Òóò β  – êóò ì³æ âåêòîðàìè S  i S  ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ òðàºêòîð³¿ íàâàíòà-

æåííÿ, 0β  – éîãî ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ ïðè ìîíîòîíí³é äåôîðìàö³¿; 

 0 3 0

3 2
1
4

sin 2 ( 2 ) cos 2
( )

sin 4

a a adf
d

a a

 α − + α α′ α =  
α   + α − α  

 

.  (29) 

Ãðàô³êè çàëåæíîñò³ 0β λ , äå / 2 sSλ = τ , ïîáóäîâàí³ íà îñíîâ³ ôîð-

ìóëè (28) äëÿ äåÿêèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ia  

ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ( )F ω  (5), íàâåäåíî íà ðèñ. 2. 
ßê âèïëèâàº ç àíàë³çó ãðàô³ê³â, ìîíîòîííå 
íàâàíòàæåííÿ ìîæå áóòè «äîñèòü äàëåêèì» â³ä 
ïðîïîðö³éíîãî. Çîêðåìà, ïðè äåôîðìóâàíí³ íà 

ìåæ³ ïðóæíîñò³ ( 0 2 sS = τ ) ãðàíè÷íå çíà÷åííÿ 

êóòà 0β  äîð³âíþº /2π . Âîíî çìåíøóºòüñÿ ç³ 

çðîñòàííÿì âåëè÷èíè âåêòîðà íàâàíòàæåííÿ. 
Ìåæ³ çàñòîñóâàííÿ ÒÌÏÏÄ, ÿê³ âñòàíîâëþ-

þòüñÿ ìîäåëëþ ë³í³éíîãî ( 1Π ≡ ) ïëîñêîïëàñ-
òè÷íîãî ñåðåäîâèùà, îäåðæàëè åêñïåðèìåíòàëüíå ï³äòâåðäæåííÿ äëÿ áàãà-
òüîõ ìàòåð³àë³â [8, 21, 22 òà ³í]. 

3. Ïîâåðõíÿ (ë³í³ÿ) íàâàíòàæåííÿ ïðè ìîíîòîíí³é äåôîðìàö³¿. Ó 
ïðîñòîð³ íàïðóæåíü ijσ  ïîâåðõíÿ íàâàíòàæåííÿ Σ  â³äîêðåìëþº îáëàñòü 

ïðóæíîãî äåôîðìóâàííÿ â³ä ïðóæíîïëàñòè÷íîãî. Äëÿ ìîäåë³, ùî ðîçãëÿäà-
ºòüñÿ, ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ íàâàíòàæåííÿ 0Σ  âèçíà÷àºòüñÿ óìîâîþ ïëàñòè÷-

íîñò³ Òðåñêà max sτ = τ . Îñê³ëüêè ïðè ïëîñêîïëàñòè÷í³é äåôîðìàö³¿ 

 
1/22

211 22
max 12

2
2 2

S
σ − σ  τ = + σ =    

,  

òî óìîâà äîñÿãíåííÿ ïëàñòè÷íîãî ñòàíó ïî÷àòêîâî ³çîòðîïíîãî ìàòåð³àëó 
çàïèñóºòüñÿ òàê: 

 2 sS = τ .  (30) 

Ð³âíÿííÿ (30) º ð³âíÿííÿì êîëà ðàä³óñà 2 sτ  ó ïëîùèí³ 1 3OS S . ßêùî ïðè 

ïëîñêîïëàñòè÷í³é äåôîðìàö³¿ ïðèéíÿòè, ùî 33 11 22
1 ( )
2

σ = σ + σ , ³ ââàæàòè, 

ùî 3s sσ = τ , òî óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà ( max sτ = τ ) ³ Ãóáåðà – Ì³çåñà 

( i sσ = σ ) ó öüîìó ðàç³ áóäóòü ñï³âïàäàòè é îïèñóâàòèñÿ ð³âíÿííÿì (30). 

 1 1.2 1.4              λ 

π/2 

1.4 

1.2 

1,0 

0.8 

0.6 
k = 1  

1.4 

2 

β0
 

 
Рис. 2 
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Ïëàñòè÷íà äåôîðìàö³ÿ çóìîâëþº âèíèêíåííÿ äåôîðìàö³éíî¿ àí³çî-
òðîï³¿ ³, â ê³íöåâîìó ï³äñóìêó, çì³íó ïîâåðõí³ íàâàíòàæåííÿ. Íåõàé åëå-
ìåíò ò³ëà çàçíàâ ïðîïîðö³éíîãî (àáî 
â³äïîâ³äíîãî ïðîïîðö³éíîìó – ìîíîòîííîãî) 
íàâàíòàæåííÿ, ÿêå õàðàêòåðèçóºòüñÿ 

âåêòîðîì 0 0 0( ),  2 st S= > τS S . Äëÿ çðó÷-
íîñò³ áóäåìî ââàæàòè éîãî íàïðÿìëåíèì 

âçäîâæ îñ³ 1OS  0 0( ( ) 0)tΦ ≡ Φ = . Ïðîâåäåìî 
ðîçâàíòàæåííÿ, à ïîò³ì ïîâòîðíå íàâàíòà-
æåííÿ, ÿêå õàðàêòåðèçóºòüñÿ âåêòîðîì ( )tS , 

íàõèëåíèì äî îñ³ 1OS  ï³ä êóòîì 12 ( )tΦ =  

3 1arctg ( / )S S=  (ðèñ. 3). Çàïèøåìî óìîâó 
âèíèêíåííÿ íîâèõ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ïðè ïîâòîðíîìó íàâàíòàæåíí³, 
òîáòî ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïîáóäîâè ó ïëîùèí³ 1 3OS S  âòîðèííî¿ ë³í³¿ 
íàâàíòàæåííÿ. ßê ïîêàçàíî â [20, 21], ðîçâ’ÿçîê ñôîðìóëüîâàíî¿ çàäà÷³ 
îïèñóºòüñÿ ôîðìóëàìè 

 0 0
1 0 0 0

0

( , )22 ( , ) cos 2 sin 2
2

m
m

R t
S R t

∂ θ
= θ θ − θ

∂θ
, 

 0 00
3 0 0 0

0

( , )22 ( , ) sin 2 cos 2 ,        0
2

m
m

R t
S R t

∂ θ
= θ θ + θ Φ =

∂θ
. (31) 

Òóò 0
0( , )mR tθ  – îï³ð çñóâó, ï³ä ÿêèì ðîçóì³ºìî â³äíåñåíó äî îäèíèö³ ïëîù³ 

ñèëó îïîðó êîâçàííÿ ïî çàäàí³é ïëîùèíö³ â çàäàíîìó íàïðÿìêó 0( )m θ . 

Ïðè ïðîïîðö³éíîìó íàâàíòàæåíí³ âçäîâæ îñ³ 1OS  

 

0

0

0 0
0 0

( )

( )

( , ) ( , )m

t

t

sR t F t d

−

α

α

θ = τ + θ − θ Ψ θ θ∫ ( ) . (32) 

Çàóâàæèìî, ùî ó ôîðìóëó (32), ÿê ³ â ôîðìóëè (14) ³ (15), ÿê³ âèçíà÷àþòü 

0( , )tΨ θ , íå âõîäèòü ôóíêö³ÿ ïëàñòè÷íîñò³ kΠ λ[ ] . Òîìó îäåðæàí³ â ï. 3 

ðåçóëüòàòè çàëèøàþòüñÿ â ñèë³ ÿê äëÿ ë³í³éíîãî ( 1Π ≡ ), òàê ³ íåë³í³éíîãî 
( constΠ ≠ ) ñåðåäîâèù. 

ßêùî ï³äñòàâèòè ( )F ω  (5) ³ 0
0( , )tΨ θ  (14) ó ñï³ââ³äíîøåííÿ (32) ³ îá÷èñ-

ëèòè ³íòåãðàëè, òî äëÿ òðüîõ õàðàêòåðíèõ íàïðÿìê³â çì³íè 0θ  îäåðæèìî 

 

0 0 0
0 0

0 0 0 0
0 1 0 0

0 0 0
2 0 0

2 ( ) cos 2 , ( ), ( ) ,
2

( , ) ( , ), ( ), / 2 ( ) ,

( , ), / 2 ( ), / 2 ( ) .

m

S t t t

R t Q t t t

Q t t t

 θ θ ∈ −α α


θ = θ θ ∈ α π − α

 θ θ ∈ π − α π + α


[ ]

[ ]

[ ]

  (33) 

Òóò ïîçíà÷åíî  

 0 0 0 0 0
1 2 0 0

1 sin 4 cos 2  (sin 2 2 cos 2
4sQ A a a  = τ + α − α θ + α − α α    

, 

 0 0 0
2 1 4 0 0(cos 2 cos 2 ),         0,    ( )Q Q Aa t= − θ − α Φ = α = α . (34) 

Äëÿ âèçíà÷åííÿ îïîðó çñóâó 0
0( , )mR t′ θ ± π  ó íàïðÿìêó m′ , ÿêèé çàäà-

ºòüñÿ êóòîì 0θ ± π , à òàêîæ ó íàïðÿìêó 0( )m− θ , ïðîòèëåæíîìó äî 0( )m θ , 

ìîæíà âèêîðèñòàòè çàëåæíîñò³ [21] 

 

R 

S3 

π/2 

S(t) 
2Φ1 

S1 
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O1 
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C2 D2 

C1 
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S0(t) 

π/2 

2β∗ O2 
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Рис. 3 
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 0 0
0 0 0 0( , ) ( , ),      ( , ) ( / 2 , )m m mmR t R t R t R t′ −θ ± π = θ θ = π + θ . (35) 

Çîêðåìà, åôåêò Áàóøèíãåðà âèçíà÷àºòüñÿ òàê: 

 0( /2, )s mR t−τ = π . (36) 

Ïîáóäîâàíà çà ôîðìóëàìè (31)–(36) ë³í³ÿ íàâàíòàæåííÿ 1 1 2 2AC D BD C  

ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. (Äåòàëüíà ìåòîäèêà ïîáóäîâè Σ  äëÿ äîâ³ëüíèõ ( )F ω  
îïèñàíà â [20, 21]). ßê âèïëèâàº ç ðèñ. 3, ë³í³ÿ íàâàíòàæåííÿ Σ  º ñèìåòðè÷-

íîþ â³äíîñíî âåêòîðà 0 0( )t=S S  ³ ñêëàäàºòüñÿ ç òðüîõ õàðàêòåðíèõ ÷àñòèí: 

à) äóã 1 1C D  ³ 2 2C D  êîëà ðàä³óñà R  ç öåíòðîì ó òî÷ö³ 1O , äå 2 sR = τ +
 

0 0 0 0 0 0
1

1 1( ) sin 4 ,  2 ( ) sin 4
4 4

A OO A   + α α − α = α α − α      
; á) êóòà 1 2C AC  

0 0( ,  2 4 )OA S ∗= β = π − α , ñòîðîíè ÿêîãî äîòèêàþòüñÿ êîëà ðàä³óñà R ; 

â) äóãè 1 2D BD  êîëà ðàä³óñà 1R  ç öåíòðîì â òî÷ö³ 2O , äå 1R =  
0 0 0 0

0 4 2 1 42 (sin 2 2 cos 2 ) cos 2 ,  2s a a OO OO A a= τ + α − α α + α = +[ ] . Â³äð³-

çîê OB  âèçíà÷àº åôåêò Áàóøèíãåðà. Â³äõèëåííÿ äóãè 1 2D BD  â³ä 1 1 2D B D  

çóìîâëþºòüñÿ ÷ëåíîì 4 ( / 2 )a δ π − ω  ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ( )F ω  (5). Â³í íå 

âïëèâàº íà ³íø³ ä³ëÿíêè ë³í³¿ Σ  ³ íà ðîçâèòîê ìîíîòîííî¿ äåôîðìàö³¿, àëå 
äîçâîëÿº îïèñàòè äåôîðìàö³þ ïðè çíàêîçì³ííîìó íàâàíòàæåíí³. 

Âíóòð³øí³ ïàðàìåòðè ïîáóäîâàíî¿ íà ðèñ. 3 ë³í³¿ Σ  çàëåæàòü ò³ëüêè â³ä 

äîâæèíè âåêòîðà íàâàíòàæåííÿ 0 0( )t=S S  ³ íå çàëåæàòü â³ä éîãî îð³ºíòàö³¿ 

ó ïëîùèí³ 1 3OS S . Êð³ì öüîãî, çàïèñàí³ âèùå âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ (21) ³ 
(26) çàäîâîëüíÿþòü ïîñòóëàò ³çîòðîï³¿ ²ëüþøèíà. Çâ³äñè ÿê íàñë³äîê âèïëè-
âàº âèñíîâîê: ïðè ìîíîòîíí³é äåôîðìàö³¿ ïîâåðõíÿ íàâàíòàæåííÿ ó ï’ÿòè-
âèì³ðíîìó ïðîñòîð³ äåâ³àòîðà íàïðóæåíü óòâîðþºòüñÿ øëÿõîì îáåðòàííÿ 

ë³í³¿ 1 1 2 2AC D BD C A  (ðèñ. 3) íàâêîëî âåêòîðà 0 0( )t=S S . Îòæå, âîíà ñêëàäà-

ºòüñÿ ³ç ÷àñòèí äâîõ ï’ÿòèâèì³ðíèõ ã³ïåðñôåð ðàä³óñ³â R  i 1R  òà ã³ïåðêî-
íóñà ç âåðøèíîþ ó òî÷ö³ íàâàíòàæåííÿ, òâ³ðí³ ÿêîãî äîòè÷í³ äî ã³ïåðñôåðè 

ðàä³óñà R , i êóòîì ðîçõèëó 02 4∗β = π − α , äå 0 0Sα = α[ ] . 
Ïðè äîâ³ëüíîìó (íåìîíîòîííîìó) íàâàíòàæåíí³ ð³âíÿííÿ (31) äëÿ ïîáó-

äîâè ë³í³¿ Σ  çàëèøàþòüñÿ â ñèë³, àëå îï³ð çñóâó mR  ïîòð³áíî îá÷èñëþâàòè 

çà á³ëüø ñêëàäíîþ ôîðìóëîþ: 

 

0
2

0 1

( )
0

0 0
( )

( , ) ( ) ( , )
t

m s k
t

R t F d d
α ξ

ξ
−α ξ

′θ = τ + Π λ ξ θ − θ ϕ θ ξ θ ξ∫ ∫ [ ] ( ) . (37) 

Ïðè öüîìó ãåîìåòð³ÿ ë³í³¿ íàâàíòàæåííÿ áóäå ³ñòîòíî çàëåæàòè â³ä ³ñòîð³¿ 
íàâàíòàæåííÿ ³ íàáóâàòè ñêëàäí³øèõ ôîðì. 

Ùîá â³äîáðàçèòè âïëèâ êîæíîãî ³ç ÷îòèðüîõ ÷ëåí³â ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ 
(5) íà ïîâåðõíþ íàâàíòàæåííÿ Σ  (ðèñ. 3), ðîçãëÿíåìî ¿¿ ÷àñòêîâ³ âèïàäêè. 

1°. Íåõàé 0 constF a= = . Ïðè öüîìó ïî÷àòêîâà ïîâåðõíÿ 0Σ  (ï’ÿòèâè-

ì³ðíà ã³ïåðñôåðà ðàä³óñà 0 2 sR = τ ) ó ïðîöåñ³ íàâàíòàæåííÿ ³çîòðîïíî 

ðîçøèðþºòüñÿ (ðèñ. 4à), ÿê öå ïðèéìàºòüñÿ ó âèïàäêó òåîð³¿ ïëàñòè÷íî¿ 
òå÷³¿ Ãàíäåëüìàíà – Ë³íÿ – Ïðàãåðà [15, 24]. 

2°. Ó âèïàäêó 2 cos 2F a= ω  ìàºìî ê³íåìàòè÷íå çì³öíåííÿ (ðèñ. 4á), ÿêå 
ïîêëàäåíî â îñíîâó òåîð³¿ ²øë³íñüêîãî [3, 15]. 
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3°. Âèïàäîê 0 2 cos 2F a a= + ω  â³äïîâ³äàº êîìá³íîâàíîìó çì³öíåííþ: ïî-

âåðõíÿ íàâàíòàæåííÿ ³çîòðîïíî ðîçøèðþºòüñÿ ³ ê³íåìàòè÷íî çì³ùóºòüñÿ ÿê 
æîðñòêå ö³ëå (ðèñ 4â). Çà òàêî¿ ã³ïîòåçè ïðè äåÿêèõ îáìåæåííÿõ, ùî 
íàêëàäàþòüñÿ íà ôóíêö³þ kΠ λ[ ] , îòðèìóºìî òåîð³þ ïëàñòè÷íîñò³ Êàäà-

øåâè÷à – Íîâîæèëîâà [5] ³ Àðóòþíÿíà – Âàêóëåíêà [1, 15]. 
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Рис. 4 
4°. Çàñëóãîâóº îêðåìîãî ðîçãëÿäó âèïàäîê 3 ( )F a= δ ω , ÿêèé ïîâ’ÿçàíèé 

ç ê³íåìàòèêîþ çì³íè ïîâåðõí³ íàâàíòàæåííÿ, çàïðîïîíîâàíèé Ñàíäåðñîì 
[25]. Ââàæàºòüñÿ, ùî Σ  º îáâ³äíîþ ñê³í÷åííîãî àáî íåñê³í÷åííîãî ÷èñëà íå-
çàëåæíèõ ì³æ ñîáîþ ïëîñêèõ ãëàäêèõ ïîâåðõîíü 0,  1,2, ,f Nα = α =  , ÿê³ 

ìîæóòü ïîñòóïàëüíî çì³ùóâàòèñÿ ï³ä ä³ºþ ê³íöÿ âåêòîðà àêòèâíîãî íàâàí-
òàæåííÿ ( )t=S S . Ïðè òàê³é ê³íåìàòèö³ ïîâåðõíÿ Σ  óòâîðþºòüñÿ ï’ÿòèâè-

ì³ðíîþ ã³ïåðñôåðîþ ðàä³óñà 0 2 sR = τ  ³ ã³ïåðêîíóñîì îáåðòàííÿ ç âåð-

øèíîþ ó òî÷ö³ íàâàíòàæåííÿ ³ òâ³ðíèìè, äîòè÷íèìè äî ã³ïåðñôåðè (ðèñ. 4ã). 
Çîêðåìà, òàêó ïîâåðõíþ Σ  ïðè ìîíîòîííîìó íàâàíòàæåíí³ îòðèìóºìî ç 
îñíîâîïîëîæíî¿ òåîð³¿ êîâçàííÿ Áàòäîðôà – Áóäÿíñüêîãî [23]. 

5°. Ðîçãëÿíóòà â ïîïåðåäíüîìó ïóíêò³ ê³íåìàòèêà Ñàíäåðñà äîïîâíþ-
ºòüñÿ ó ðîáîò³ [4] ã³ïîòåçîþ ïðî ïåðåì³ùåííÿ ïîâåðõí³ íàâàíòàæåííÿ ÿê 
æîðñòêîãî ö³ëîãî (äðóãèé âàð³àíò êîìá³íîâàíîãî çì³öíåííÿ). Â³äïîâ³äíà 
ïîâåðõíÿ Σ  çîáðàæåíà íà ðèñ. 4ä. Âîíà º íàñë³äêîì ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ 

2 3cos 2 ( )F a a= ω + δ ω . Àâòîðè [4] ïðè ïîáóäîâ³ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü 
( )p
mn mnsε   îáìåæèëèñÿ ðîçãëÿäîì ìîíîòîííî¿ äåôîðìàö³¿ çà óìîâè 1Π = . 

6°. Çóïèíèìîñÿ òåïåð á³ëüø äåòàëüíî íà òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³, çàïðîïî-
íîâàí³é ó ðîáîòàõ [6, 13]. Çðîáèìî òàê³ çàóâàæåííÿ. (Òóò éäåòüñÿ íå ïðî 
äåêëàðàòèâíó òåîð³þ, à ðåàëüíî ïîáóäîâàíó). ßêùî äåùî ñïðîñòèòè ïðè-
éíÿò³ â [6, 13] ñèìâîë³êó òà òåðì³íîëîã³þ (íàïðèêëàä, çàì³íèòè òåðì³í 
ì³êðîäåôîðìàö³ÿ íà á³ëüø çðîçóì³ëèé – ³íòåíñèâí³ñòü çñóâó, ïðîâåñòè 
óñåðåäíåííÿ äåôîðìàö³¿ ïî îá’ºìó åëåìåíòà òðèâèì³ðíîãî ò³ëà, à íå àáñò-
ðàêòíîãî ï’ÿòèâèì³ðíîãî ïðîñòîðó), âèëó÷èòè ç òåîð³¿ äåÿê³ ïîíÿòòÿ ³ ã³ïî-
òåçè, ÿê³ íå ìàþòü ô³çè÷íîãî ï³ä´ðóíòÿ ³ í³äå íå âèêîðèñòîâóþòüñÿ ïðè ïî-

áóäîâ³ âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü ( )p
mn mnε σ   (íàïðèêëàä, çì³ííó â ìåæàõ 0, ∞[ ]  

âåëè÷èíó ãðàíèö³ òå÷³¿ sτ  ³ ò. ï.), òî îòðèìàºìî âàð³àíò òåîð³¿ êîâçàííÿ, â 

îñíîâó ÿêîãî ïðè 1Π =  ïîêëàäåíî ÷àñòêîâèé âèïàäîê ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ 
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( )F ω  âèãëÿäó (5). Òîìó âèêëèêàº ïîäèâ âèñíîâîê àâòîð³â ðîá³ò [6, 13], ùî ³ç 
çàïðîïîíîâàíî¿ íèìè òåîð³¿ ÿê ÷àñòêîâ³ âèïëèâàþòü â³äîì³ òåîð³¿ êîâçàííÿ. 
Ïðè öüîìó àâòîðè ïîñèëàþòüñÿ íà òàê³ ðîáîòè, ÿê [7, 9–12, 14, 17, 23]. ßê 
íàì çäàºòüñÿ, òóò ó ÿâí³é ôîðì³ íàïðîøóºòüñÿ ïðîòèëåæíèé âèñíîâîê. 
Çîêðåìà, íà îñíîâ³ ôóíêö³¿ çì³öíåííÿ ( )F ω  (5) ³ 1Π =  íå ìîæíà â ïðèíöèï³ 
îäåðæàòè ÿê ÷àñòêîâ³ ðåçóëüòàòè, ïðèòàìàíí³ çàãàëüí³é ìîæëèâ³é ( )F ω  (6) ³ 

äîâ³ëüí³é ôóíêö³¿ ïëàñòè÷íîñò³ kΠ λ[ ] . Íåçðîçóì³ëèì º òàêîæ òâåðäæåííÿ 

àâòîð³â ðîá³ò [6, 13] ïðî ïîáóäîâó íèìè ñòðóêòóðíî¿ òåîð³¿, ó ÿê³é âðàõî-
âàíî ì³êðîäåôîðìàö³¿. Àäæå âèõ³äí³ ïîëîæåííÿ òåîð³¿ ³, â ê³íöåâîìó ï³ä-

ñóìêó, âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ çâ’ÿçêó ( )p
mn mnε σ   íå ì³ñòÿòü í³ æîäíîãî ïà-

ðàìåòðà, í³ òèì á³ëüøå ôóíêö³¿, ÿê³ âðàõîâóâàëè á ñòðóêòóðó ìàòåð³àëó àáî 
ô³çè÷í³ ìåõàí³çìè ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ. Ùîäî âðàõóâàííÿ ì³êðîäå-
ôîðìàö³é, òî òóò ñïðàâà çâîäèòüñÿ äî çàãàëüíîïðèéíÿòî¿ ïðîöåäóðè ï³äñó-
ìîâóâàííÿ äåôîðìàö³é çñóâó ïî îá’ºìó åëåìåíòà ò³ëà. 

Ó çâ’ÿçêó ç òèì, ùî â ðîáîòàõ [6, 13], ïî ñóò³, ðîçãëÿíóòà ïðè 1Π ≡  

ò³ëüêè ìîíîòîííà äåôîðìàö³ÿ, òî îäåðæàí³ â íèõ ñï³ââ³äíîøåííÿ ( )p
mn mnε σ  

º ÷àñòêîâèì âèïàäêîì âèçíà÷àëüíèõ ð³âíÿíü òåîð³¿ ìàëèõ ïðóæíîïëàñòè÷-
íèõ äåôîðìàö³é. 

Âèñíîâêè. ²ñíóº ò³ñíèé âçàºìîçâ’ÿçîê ì³æ òåîð³ÿìè êîâçàííÿ ³ â³äîìè-
ìè òåîð³ÿìè ïëàñòè÷íî¿ òå÷³¿ ïðè ³çîòðîïíîìó ê³íåìàòè÷íîìó òà êîìá³-
íîâàíîìó çì³öíåííÿõ. Ç òàê çâàíî¿ ñòðóêòóðíî¿ òåîð³¿ ïëàñòè÷íîñò³ [6, 13] 

òàêîæ îòðèìóþòüñÿ âèçíà÷àëüí³ ð³âíÿííÿ ( )p
mn mnε σ   ÷àñòêîâîãî âàð³àíòà 

òåîð³¿ êîâçàííÿ. 
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К ТЕОРИИ ПЛАСТИЧНОСТИ, БАЗИРУЮЩЕЙСЯ 
НА КОНЦЕПЦИИ СКОЛЬЖЕНИЯ 
 
Ðàññìîòðåíû âàðèàíòû òåîðèè ñêîëüæåíèÿ [10, 17] ïðè íåêîòîðûõ ÷àñòíûõ òè-
ïàõ ôóíêöèé óïðî÷íåíèÿ. Àíàëèçèðóåòñÿ äåôîðìàöèîííàÿ àíèçîòðîïèÿ è ïëàñ-
òè÷åñêàÿ äåôîðìàöèÿ ïðè ïðîñòîì è ìîíîòîííîì íàãðóæåíèÿõ ïëîñêîïëàñòè-
÷åñêîé ñðåäû. Îáîáùåíèå íà ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé äîñòèãàåòñÿ ïðè ïîìîùè 
ïîñòóëàòà èçîòðîïèè Èëüþøèíà. Óñòàíàâëèâàåòñÿ âçàèìîñâÿçü òåîðèè ñêîëüæå-
íèÿ ñ èçâåñòíûìè òåîðèÿìè ïëàñòè÷åñêîãî òå÷åíèÿ ïðè èçîòðîïíîì, êèíåìàòè-
÷åñêîì è êîìáèíèðîâàííîì óïðî÷íåíèÿõ, âêëþ÷àÿ òåîðèþ ïëàñòè÷íîñòè [6, 13]. 
 
ON PLASTICITY THEORY, BASED ON SLIDING CONCEPTION  
 
Some variants of the theory of sliding [10, 17] at particular types of hardening func-
tions are considered in the article. Deformation anisotropy under simple and monotonic 
loading of plano-plastic environment is analyzed. Generalization on a three-dimensional 
case is achieved by means of Iliushin’s isotropy postulate. The interconnection between 
the theory of sliding and well-known theories of plastic flow under isotropic, kinematic 
and compound hardening is defined. Correlation of the theory of sliding and the theory 
of plasticity [6, 13] is also established. 
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