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РОЗРАХУНОК ЗАЛИШКОВИХ ДЕФОРМАЦІЙ У ПОКРИТТЯХ,  
НАНЕСЕНИХ СПОСОБОМ ВИСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО НАПИЛЕННЯ 
НА ПЛОСКІ ПОВЕРХНІ  
 

Íà îñíîâ³ ðîçðîáëåíî¿ óçàãàëüíåíî¿ íåë³í³éíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ òåïëîâèõ 
ïðîöåñ³â ïðè âèñîêîòåìïåðàòóðíîìó íàíåñåíí³ çàõèñíèõ ïîêðèòü ³ ç âèêî-
ðèñòàííÿì ïîáóäîâàíî¿ ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íî¿ ìåòîäèêè ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïî-
â³äíèõ íåë³í³éíèõ êðàéîâèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ ³ 
ðîçðàõóíîê âïëèâó çì³íè ðåæèì³â íàíåñåííÿ, ãåîìåòðè÷íèõ ³ ô³çèêî-ìåõàí³÷-
íèõ ïàðàìåòð³â ñèñòåìè ò³ëî – ïîêðèòòÿ íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè ³ çà-
ëèøêîâèõ íàïðóæåíü (äåôîðìàö³é) ñèñòåìè øàð – íàïèëåíå äâîñòîðîííº 
ïîêðèòòÿ. 

 
Ñåðåä âàæëèâèõ åêñïëóàòàö³éíèõ õàðàêòåðèñòèê ïîêðèòü º ¿õ ì³öí³ñòü, 

âèòðèâàë³ñòü, æàðîòðèâê³ñòü, ÿê³ñòü ç÷åïëåííÿ ç îñíîâîþ (àäãåç³ÿ). Ö³ 
âëàñòèâîñò³ âèçíà÷àþòüñÿ íèçêîþ ôàêòîð³â, çîêðåìà òåïëîô³çè÷íèìè, 
åëåêòðîô³çè÷íèìè òà ìåõàí³÷íèìè õàðàêòåðèñòèêàìè ìàòåð³àë³â ï³äêëàäêè 
òà ïîêðèòòÿ ³ ¿õ ñï³ââ³äíîøåííÿì, ñòðóêòóðîþ ïîêðèòü, ¿õ ù³ëüí³ñòþ (ïî-
ðèñò³ñòþ), ÷èñòîòîþ íàïèëþâàíî¿ ïîâåðõí³ îñíîâè, âåëè÷èíîþ çàëèøêîâèõ 
äåôîðìàö³é ó íàïèëåíèõ ïîêðèòòÿõ. Òàê, âðàõóâàííÿ âåëè÷èíè ïðóæíèõ 
çàëèøêîâèõ äåôîðìàö³é, çàëåæíîñò³ â³ä ¿õ çíàêó, ìîæå âíîñèòè ñóòòºâ³ ïî-
ïðàâêè ó ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ òåìïåðàòóð, ïðè ÿêèõ ó êåðàì³÷íèõ, ìåòàëîêå-
ðàì³÷íèõ òà ³íøèõ êðèõêèõ ïîêðèòòÿõ âåëè÷èíè ïîøêîäæóâàíîñò³ ïðè íà-
ãð³âàíí³ äîñÿãàþòü êðèòè÷íèõ çíà÷åíü ³ ïîêðèòòÿ âòðà÷àþòü çàõèñí³ âëàñ-
òèâîñò³ [12]. Åêñïåðèìåíòàëüíå âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ äåôîðìàö³é ïîâ’ÿ-
çàíå ç ïåâíèìè òðóäíîùàìè, çóìîâëåíèìè íå ëèøå òåïëîô³çè÷íèìè òà 
ìåõàí³÷íèìè ôàêòîðàìè, à é ðåæèìàìè íàïèëåííÿ ïîêðèòü òà ³íøèìè, 
÷èñòî òåõí³÷íèìè, ìîæëèâîñòÿìè.  

Òîìó ó âèð³øåíí³ ïðîáëåìè ðîçðàõóíêó ³ äîñë³äæåííÿ çàëèøêîâèõ 
ÿâèù ó ïîêðèòòÿõ ïðè âèñîêîòåìïåðàòóð-
íîìó íàïèëåíí³ âñå á³ëüøîãî çíà÷åííÿ íà-
áóâàþòü åôåêòèâí³ø³ àíàë³òè÷í³ ï³äõîäè, 
ïîáóäîâà ìàòåìàòè÷íèõ ìîäåëåé, ÿê³ á 
âðàõîâóâàëè âèçíà÷àëüí³ ïàðàìåòðè ñèñ-
òåìè, òà ðîçðîáêà àíàë³òèêî-÷èñëîâèõ ìå-
òîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ â³äïîâ³äíèõ êðàéîâèõ 
çàäà÷. Ñàìå òàêèì ñïîñîáîì äîñë³äèìî 
ïðîöåñ âèñîêîòåìïåðàòóðíîãî äâîñòîðîí-
íüîãî íàïèëåííÿ ïîêðèòü ð³çíèõ òîâùèí 
( 12δ  ³ 32δ ) íà ïîâåðõí³ òåïëîïðîâ³äíîãî 

øàðó ïîñò³éíî¿ òîâùèíè 22δ  ç ïî÷àòêîâîþ 

òåìïåðàòóðîþ 01T  (äèâ. ðèñ. 1, äå ïîçíà÷å-

íî: 3 – îñíîâà; 2, 4 – ïîêðèòòÿ; 1, 5 – âè-
ïðîì³íþâàëüí³ ïîâåðõí³). 
 Ó ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó òåïëîô³çè÷í³ òà ô³çèêî-ìåõàí³÷í³ õàðàêòå-
ðèñòèêè ïîêðèòü ìîæóòü áóòè ð³çíèìè ³ â³äì³ííèìè â³ä òàêèõ õàðàê-
òåðèñòèê ìàòåð³àëó îñíîâè. Ó ìåæàõ íåâåëèêèõ òåìïåðàòóðíèõ ³íòåðâàë³â 
ìîæíà ââàæàòè ö³ õàðàêòåðèñòèêè ñòàëèìè, ñåðåäí³ìè â êîæíîìó ³íòåðâàë³.  

Ïðè íàïèëåíí³ ïîêðèòü ó ãàçîâîìó ñåðåäîâèù³ äîö³ëüíî ïðèïóñòèòè, 
ùî íà â³ëüíèõ ïîâåðõíÿõ îñíîâè 2z = ± δ  ó ïåðøîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó 10 ÷ τ  
(ïîïåðåäíº ðàä³àö³éíî-êîíâåêòèâíå íàãð³âàííÿ îñíîâè) òà íà çîâí³øí³õ ïî-
âåðõíÿõ ïîêðèòü 2 12δ + δ  òà 2 32δ + δ  â ³íòåðâàëàõ ÷àñó 1 2τ ÷ τ  (òðèâàë³ñòü 

 

O 

z 

2δ2 

2δ1 

2δ3 

d1 

d3 

N1 

N3 

K(1) 

K(3) 

F(1) 
B 

F(3) 
B 

1 

2 

3 

4 

5 

 
Рис. 1 



106 

íàíåñåííÿ ïîêðèòòÿ) ³ ïðè 2τ > τ  (ïîäàëüøà òåðìîîáðîáêà âèðîáó ç ïîêðèò-
òÿì) ìàº ì³ñöå ïðîìåíèñòèé ³ êîíâåêòèâíèé òåïëîîáì³í ç îòî÷óþ÷èì ñåðå-
äîâèùåì, à â îáëàñòÿõ êîíòàêòó îñíîâè ç ïîêðèòòÿìè ( 2z = ± δ ) – ³äåàëü-
íèé òåïëîâèé êîíòàêò [3]. 

Ðîçïîä³ë àáñîëþòíî¿ òåìïåðàòóðè 2 ( , )T z τ  çà òîâùèíîþ øàðó îïèñóºòü-
ñÿ ðîçâ’ÿçêîì ð³âíÿííÿ òåïëîïðîâ³äíîñò³ [5] 
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2 2
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a

z

∂ ∂
=

∂τ∂
, (1) 

ÿêèé çàäîâîëüíÿº ïî÷àòêîâó óìîâó 

 2 01( , ) const,              0T z Tτ = = τ = , (2) 

òà óçàãàëüíåí³ íåë³í³éí³ ãðàíè÷í³ óìîâè [3], ºäèí³ äëÿ âñ³õ åòàï³â (ïðîì³æê³â 
÷àñó) ³ ÿê³ â ðîçãëÿäóâàíîìó âèïàäêó ìàþòü òàêèé âèãëÿä: 

 (1) (1) (1)
1 1 2 1 2 3 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,   G G G zθ τ − θ τ − τ + θ τ − τ − θ τ − τ + θ τ − τ = = δ[ ] [ ] , 

 (3) (3) (3)
1 1 2 1 2 3 2 2( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 0,   G G G z′ ′ ′ ′θ τ − θ τ − τ + θ τ − τ − θ τ − τ + θ τ − τ = = − δ[ ] [ ] , (3) 

äå 2
2

2

z

a
λ

=
ω

 – òåìïåðàòóðîïðîâ³äí³ñòü ìàòåð³àëó îñíîâè; 

2 2,  zλ ω  – êîåô³ö³ºíò òåïëîïðîâ³äíîñò³ â íàïðÿìêó z  ³ òåïëîºìí³ñòü 
ìàòåð³àëó îñíîâè â³äïîâ³äíî; 

( )θ τ  – îäèíè÷íà ôóíêö³ÿ Ãåâ³ñàéäà. 

Îñê³ëüêè ïîêðèòòÿ ìîæóòü íàíîñèòèñü íà ïîâåðõí³ øàðó 2z = δ  ³ 

2z = − δ  ç ð³çíèõ ìàòåð³àë³â ³ ð³çíèõ òîâùèí ( 1 3δ ≠ δ ), òî, âçàãàë³ êàæó÷è, 

ïî÷àòêè ³ çàâåðøåííÿ íàïèëåííÿ öèõ ïîêðèòü ìîæóòü áóòè ð³çíèìè ( 1 1
′τ ≠ τ , 

2 2
′τ ≠ τ ). 

 Ó ñï³ââ³äíîøåííÿõ (3) ââåäåíî òàê³ ïîçíà÷åííÿ: 

 (1) (1) (1) (1) 4 (1) (1) 42
1 2 2 â 0 â â 2 0 2 ïã ïã

z T
G T P T T

z
∂
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∂
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 (1) (1) (1)
2 ïø 2 1 2 1( ) ,      ,      0T T q z− − + = δ < τ < τæ , 
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∂
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′  ′+ + + ε σ = − δ τ > τ 
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äå  1 3,  z zλ λ  – òåïëîïðîâ³äíîñò³ ïîêðèòü; 

1 3
1 3

1 3
,  

2 2

z z

h h
λ λ

= =
δ δ

 – òåïëîïðîíèêëèâîñò³ ïîêðèòü; 

(1) (3)
1 1 3 32 ,  2ω = δ ω ω = δ ω  òà (1) (3),  ω ω  – çâåäåí³ òà ïèòîì³ òåïëîºìíîñò³ 

ïîêðèòü; 
8

0 5.76 10−σ = ⋅ Äæ/(ì2 ⋅ ñ ⋅ K4) – ïîñò³éíà Ñòåôàíà – Áîëüöìàíà; 
(1) (3)
â â,  ε ε  ³ (1) (3)

â â,  T T  – ñòóïåí³ ÷îðíîòè òà àáñîëþòí³ òåìïåðàòóðè 

âèïðîì³íþâàëüíèõ ïîâåðõîíü (1)
âF  ³ (3)

âF ; 

1 2 3,  ,  ε ε ε  – ñòóïåí³ ÷îðíîòè ïîâåðõîíü îñíîâè òà â³ëüíèõ ïîâåðõîíü 
ïîêðèòü 1 òà 3 â³äïîâ³äíî; 

(1) (1) (1) (3) (3) (3)
2 1 1 2 1 1,  ,  ;  ,  ,  ′ ′æ æ æ æ æ æ  – êîåô³ö³ºíòè òåïëîâ³ääà÷³ ó âèä³ëåíèõ 

÷àñîâèõ ³íòåðâàëàõ; 
(1) (3)

1 3

(1) (3)
1 3â â

(1) (1) (3) (3)
â 1 â â 3 â(1) 2 (3) 2

â 1 â 3

1 1,    
d K d K

F FF F

e eP dF dF P dF dF
F d F d

− −
= =

π π∫ ∫ ∫ ∫ ; 

(1) (3),K K  – ñåðåäí³ êîåô³ö³ºíòè ïîãëèíàííÿ ñåðåäîâèù òîâùèí 1d  ³ 3d ; 
(1) (3)
ïì ïì,  ε ε  – ñòóïåí³ ÷îðíîòè ïîòîê³â ïëàçìîòâ³ðíîãî ãàçó ç íàïèëþâàíè-

ìè ÷àñòèíêàìè ïîêðèòü; 
(1) (3)
ïã ïã,  T T  – àáñîëþòí³ òåìïåðàòóðè ïîòîê³â ïëàçìîòâ³ðíîãî ãàçó âçäîâæ 

äèñòàíö³é íàïèëåííÿ 1d  ³ 3d  â³äïîâ³äíî; 
(1) (3)
ïø ïø,  T T  – àáñîëþòí³ òåìïåðàòóðè ïðèïîâåðõíåâèõ ïîòîê³â ïëàçìî-

òâ³ðíîãî ãàçó á³ëÿ ïîâåðõîíü îñíîâè (ïîïåðåäíÿ òåðìîîáðîáêà: 1 1,   ′τ < τ τ < τ ) 

³ ïîâåðõîíü ïîêðèòü ( 1 2 1 2,  ′ ′τ < τ < τ τ < τ < τ ); 
(1) (3)
pc pc,  T T  – àáñîëþòí³ òåìïåðàòóðè ðîáî÷èõ ñåðåäîâèù ( 2 2,  ′τ < τ τ < τ ); 

1 3 1 3

1 3 1 3

1 1 3 3 1 1 3 3,     ,     ,     W w dz W w dz W w dz W w dz
δ δ δ δ

−δ −δ −δ −δ

= = = =∫ ∫ ∫ ∫    

– óñåðåäíåí³ õàðàêòåðèñòèêè äæåðåë òåïëà 1 3 1 3,  ,  ,  w w w w  , ðîçïîä³ëåíèõ 
â îá’ºìàõ ïîêðèòü. 
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Íà âåëè÷èíó çàëèøêîâèõ äåôîðìàö³é âïëèâàº ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â 
ñèñòåì³, ïî÷èíàþ÷è â³ä ìîìåíòó êðèñòàë³çàö³¿ (àáî òâåðäíåííÿ) ïîêðèòü äî 
òåìïåðàòóðè ðîáî÷èõ ñåðåäîâèùà. Òàêèé ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè (âêëþ÷àþ÷è 
òåìïåðàòóðó â çîí³ êîíòàêòó ïîêðèòòÿ ç ï³äêëàäêîþ) ó äîâ³ëüíèé ìîìåíò 
÷àñó (â³ä ïî÷àòêó ðàä³àö³éíî-êîíâåêòèâíîãî íàãð³âàííÿ ïîâåðõí³ îñíîâè 

2z = ± δ  äî ìîìåíòó çàâåðøåííÿ ³ îñòèãàííÿ ñèñòåìè ò³ëî – ïîêðèòòÿ äî 
òåìïåðàòóðè ðîáî÷èõ ñåðåäîâèù) âèçíà÷àºòüñÿ ðîçâ’ÿçêîì ñôîðìóëüîâàíî¿ 
íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ òåïëîïðîâ³äíîñò³ (1)–(3). 

Ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè çà òîâùèíîþ øàðó çóìîâëþº â íüîìó òåïëîâ³ 
íàïðóæåííÿ, ùî âèçíà÷àºìî çà ñï³ââ³äíîøåííÿìè [1] 

 
(2)

2
21 11 21

2
( , )

1
t

xx yy

E
T z z

β
σ = σ = − τ + α + α

− ν
, 

 10,       0zz xz yz xyσ = σ = σ = σ = < τ < τ , (4) 

äå 21( , )T z τ  – ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â øàð³ â ïåðøîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó; (2)
tβ  – 

ë³í³éíèé êîåô³ö³ºíò òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ìàòåð³àëó îñíîâè; 2 2,  E ν  
– ìîäóëü ïðóæíîñò³ òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà îñíîâè. 

Íåâ³äîì³ ñòàë³ ijα  âèçíà÷àºìî ç óìîâ ñàìîçð³âíîâàæåíîñò³ ïîïåðå÷íîãî 

ïåðåð³çó ñèñòåìè: ð³âí³ñòü íóëþ ãîëîâíîãî âåêòîðà ³ ãîëîâíîãî ìîìåíòó çó-
ñèëü, ùî ä³þòü íà ïîïåðå÷íèé ïåðåð³ç. Ó ïåðøîìó ³íòåðâàë³ ÷àñó 10 ÷ τ , äî 
íàíåñåííÿ ïîêðèòü, ö³ óìîâè ìàþòü âèãëÿä 

 
2 2

2 2

0,         0xx xxdz z dz
δ δ

−δ −δ

σ = σ =∫ ∫ , (5) 

çâ³äêè îòðèìóºìî çíà÷åííÿ 11 21,  α α : 

 
2 2

2 2

(2) (2)
2

11 21 21 21
2 2 2

( , ) ,        ( , )
1 2 (1 )

t t E
T z dz T z z dz

δ δ

−δ −δ

β β
α = τ α = τ

− ν δ − ν∫ ∫ . (6) 

Â³äì³íí³ â³ä íóëÿ êîìïîíåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³¿ çàïèøåìî ÿê 

 2
11 21

2

1
( )xx yye e z

E
− ν

= = α + α . (7) 

Ñóòòºâ³ íàïðóæåííÿ â ïîêðèòòÿõ ôîðìóþòüñÿ ï³ñëÿ ¿õ êðèñòàë³çàö³¿ 
(àáî çàòâåðäíåííÿ), 2 êðτ ≥ τ , êîëè ïðîöåñ ðåëàêñàö³¿ ïîì³òíî ñïîâ³ëüíþºòü-

ñÿ. Äî öüîãî ìîìåíòó ÷àñó ( 1 êðτ ≤ τ < τ ) ïîâåðõí³ øàðó ìîæíà ââàæàòè íå-

íàâàíòàæåíèìè, à ðîçïîä³ëè òåðìîíàïðóæåíü ³ äåôîðìàö³é ó øàð³ âèçíà÷à-
þòüñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè, àíàëîã³÷íèìè äî (5)–(7), àëå âæå ç óðàõóâàííÿì 
âïëèâó ïîêðèòü íà òåïëîîáì³í ³ ïðèâíåñåíîãî íèìè â ñèñòåìó ïåâíî¿ ê³ëü-
êîñò³ òåïëà. 

Ï³ñëÿ êðèñòàë³çàö³¿ ïîêðèòü ( êðτ > τ ) íàïðóæåííÿ ,  xx yyσ σ  îïèñóþòü-

ñÿ ñï³ââ³äíîøåííÿìè 

 
(2)

2
23 13 23

2
( , )

1
t

xx yy

E
T z z

β
σ = σ = − τ + α + α

− ν
, (8) 

à ñòàë³ 13 23,  α α  âèçíà÷àºìî ç óìîâ ð³âíîâàãè ïîïåðå÷íîãî ïåðåð³çó øàðó ç 
äâîñòîðîíí³ìè ïîêðèòòÿìè 

 
2 2

2 2

1 3 1 2 3 20,      0xx xxN N dz N N z dz
δ δ

−δ −δ

+ + σ = δ − δ + σ =∫ ∫ , (9) 
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äå 

 (1) (1) (3) (3)1 1 3 3
1 1 3 3

1 3

2 2
,

1 1
  xx t xx t

E E
N e T N e T

δ δ
= − β = − β

− ν − ν
 [ ] [ ]  (10) 

– çóñèëëÿ ó ïîêðèòòÿõ; ( ),  ,  ,  1,3i
i i tE iν β = , – ìîäóëü ïðóæíîñò³, êîåô³ö³-

ºíò Ïóàññîíà, êîåô³ö³ºíò ë³í³éíîãî òåìïåðàòóðíîãî ðîçøèðåííÿ ïîêðèòü; 

1 3,  T T   – óñåðåäíåí³ òåìïåðàòóðè â ïîêðèòòÿõ [3]; (1) (3),  xx xxe e  – êîìïîíåíòè 
òåíçîð³â äåôîðìàö³é ïîêðèòü, çíà÷åííÿ ÿêèõ âèçíà÷àþòüñÿ óìîâàìè æîðñò-
êîãî ç÷åïëåííÿ, ñôîðìîâàíîãî ï³ñëÿ êðτ : 

 (1) (2)
2 êð,            ,     xx xxe e z= = δ τ > τ , 

 (3) (2)
2 êð,            ,     xx xxe e z′ ′= = − δ τ > τ . (11) 

Îòæå, ââàæàºìî, ùî ïðè êðτ = τ  íàïðóæåííÿ â ïîêðèòòÿõ â³äñóòí³. 

Óñåðåäíåí³ çà òîâùèíîþ äåôîðìàö³¿ îñíîâè (2) (2),  xx yye e  âèçíà÷àºìî äëÿ 

ìîìåíòó ÷àñó êðτ  çà ôîðìóëàìè (7). Ïðè ïîäàëüøîìó îñòèãàíí³ ñèñòåìè â³ä 

êðτ  äî òåìïåðàòóðè ðîáî÷îãî ñåðåäîâèùà äåôîðìàö³¿ ó ïîêðèòòÿõ òà îñíîâ³ 

ïîâ’ÿçàí³ òàêèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè: 

 
êð

(1) (2) (2)
2 êð,            ,     xx xx xxe e e z

τ=τ
= − = δ τ > τ , 

 
êð

(3) (2) (2)
2 êð,            ,     xx xx xxe e e z

′τ=τ
′ ′ ′= − = − δ τ > τ . (12) 

Ç óðàõóâàííÿì (10), (12) çóñèëëÿ â ïîêðèòòÿõ âèçíà÷àþòüñÿ ñï³ââ³äíî-
øåííÿìè 

 (1)1 1 2
1 13 23 2 1

1 2

2 1
( )

1 s t

E
N H T

E
δ − ν = α + α δ − − β − ν  

 , 

 (3)3 3 2
3 13 23 2 3

3 2

2 1
( )

1 r t

E
N H T

E
δ − ν = α − α δ − − β − ν  

 , (13) 

äå 

 
2 2

2 2

(2)

23 êð 23 êð
2 2

3( , ) ( , )
2

t
sH T z dz T z z dz

δ δ

−δ −δ

β  
= τ − τ δ δ 

∫ ∫ , 

 
2 2

2 2

(2)

23 êð 23 êð
2 2

3( , ) ( , )
2

t
rH T z dz T z z dz

δ δ

−δ −δ

β  ′ ′= τ − τ δ δ 
∫ ∫ , 

 3 2 2 3 1 3 3 1
13 23

1 2 2 1 1 2 2 1
,             

ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ
α = α =

ϕ ψ − ϕ ψ ϕ ψ − ϕ ψ
, 

 1 1 3 2 2 2 1 3 2 2( ) 2 ,         ( )A A B A A Bϕ = + + δ ϕ = − δ , 

 (1) (2) (3)
3 1 3 1 1 2 23 3 3s r t t tA H A H A T A T A Tϕ = + + β + β + β   , 

 2
1 1 3 2 2 1 3 2 2 2

2( ) ,         ( )
3

A A B A A Bψ = − ψ = + δ + δ , 

 (1) (2) (3)
3 1 3 1 1 2 23 3 3

1
3s r t t tA H A H A T A T A T∗ψ = − + β + β − β   , 
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 1 1 2 2 3 3 2
1 2 3 2

1 2 3 2

2 2 2 1
,     ,      ,     

1 1 1
E E E

A A A B
E

δ δ δ − ν
= = = =

− ν − ν − ν
, 

 
1 3

1 3

1 1 3 3
1 3

1 1( , ) ,              ( , )
2 2

T T z dz T T z dz
δ δ

−δ −δ

= τ = τ
δ δ∫ ∫  , 

 
2 3

2 3

23 23 23 232
2 2

1 3( , ) ,            ( , )
2 2

T T z dz T T z z dz
δ δ

∗

−δ −δ

= τ = τ
δ δ∫ ∫  . (14) 

ßêùî â ñï³ââ³äíîøåííÿõ (8)–(14) ïîêëàñòè îäíàêîâèìè âñ³ ïàðàìåòðè 
ïîêðèòü 1 ³ 3, îòðèìàºìî âèðàçè äëÿ âèçíà÷åííÿ ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè ³ 
çàëèøêîâîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ñèñòåìè ò³ëî – ïîêðèòòÿ ïðè 
îñòèãàíí³ íàïèëåíèõ íà ïîâåðõí³ øàðó îäíàêîâèõ ïîêðèòü. ßêùî, êð³ì òîãî, 
çíåõòóâàòè âïëèâîì îäíîãî ç ïîêðèòü, òî çàäà÷à çâåäåòüñÿ äî äîñë³äæåííÿ 
çàëèøêîâîãî òåðìîíàïðóæåíîãî ñòàíó øàðó ç ïîêðèòòÿì ïðè îäíî-
ñòîðîííüîìó íàïèëåíí³. 

Äëÿ ðîçâ’ÿçàííÿ ñôîðìóëüîâàíî¿ êâàç³ñòàòè÷íî¿ íåë³í³éíî¿ çàäà÷³ òåð-
ìîïðóæíîñò³ (1)–(3), (4)–(14) âèêîðèñòàíî ðîçðîáëåíó ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íó 
ìåòîäèêó ðîçðàõóíêó òåìïåðàòóðíîãî ïîëÿ ³ çàëèøêîâîãî íàïðóæåíîãî ñòà-
íó ñèñòåìè øàð – äâîñòîðîííº ïîêðèòòÿ, ÿêà áàçóºòüñÿ íà ñôîðìóëüîâàí³é 
ìàòåìàòè÷í³é ìîäåë³ [3] òà âèêîðèñòàíí³ íåÿâíî¿ ñõåìè ñê³í÷åííî-
ð³çíèöåâîãî ìåòîäó [8]. Ïðè öüîìó ïðèïóñêàºòüñÿ, ùî ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ 
³ñíóº, ºäèíèé ³ äîñòàòíüî ãëàäêèé äëÿ àïðîêñèìàö³¿ [7]. Ñë³ä çàóâàæèòè, ùî 
òàêèé ï³äõ³ä äî ìîäåëþâàííÿ ïðîöåñó âèñîêîòåìïåðàòóðíîãî íàïèëåííÿ, 
êîëè íàïèëåíå òîíêå ïîêðèòòÿ ðîçãëÿäàºòüñÿ ÿê äåÿêà ô³çè÷íà ïîâåðõíÿ 
[6], çíà÷íî ñïðîùóº ðîçâ’ÿçàííÿ íåë³í³éíèõ çàäà÷ òåðìîïðóæíîñò³ äîáðå 
â³äîìèìè ÷èñëîâèìè ìåòîäàìè, çîêðåìà ìåòîäîì ñ³òîê, áî äîçâîëÿº â³äðàçó 
ââåñòè ºäèíó ñ³òêîâó îáëàñòü ó áàãàòîøàðîâ³é ñèñòåì³ ò³ëî – ïîêðèòòÿ. 

Ç ìåòîþ äîñë³äæåííÿ âïëèâó çì³íè ðåæèì³â íàíåñåííÿ ïîêðèòü íà çà-
ëèøêîâèé òåðìîíàïðóæåíèé ñòàí ñèñòåìè îñíîâà – ïîêðèòòÿ ðîçãëÿíåìî 
ïðîöåñ îäíî÷àñíîãî íàïèëåííÿ íà ïîâåðõí³ øàðó ³ç ñòàë³ Ñò20 í³õðîìîâèõ 
(Ni80, Cr20) ïîêðèòü îäíàêîâî¿ òîâùèíè ( 1 3 1 1,  ′δ = δ τ = τ ). Íåõàé äî ïî÷àòêó 

ïðîöåñó ( 0)τ =  òåìïåðàòóðà îñíîâè 01 293.16KT = . Òîâùèíà îñíîâè 22δ =  

0.01= ì, ïîêðèòü – 5
1 32 2 8 10−δ = δ = ⋅ ì. Òðèâàë³ñòü ïåðøîãî ³íòåðâàëó ÷àñó 

(ïîïåðåäí³é ï³ä³ãð³â) – 3 ñ, äðóãîãî (íàïèëåííÿ) – 17 ñ; 2 56.9zλ = Äæ/(ì ⋅ ñ ⋅ K), 

1 3 22.6z zλ = λ = Äæ/(ì ⋅ ñ ⋅ K);  5
2 36.8 10ω = ⋅ Äæ/(ì3

 ⋅ K); (1) (3)ω = ω =  
540 10= ⋅ Äæ/(ì3

 ⋅ K); 10
2  19.5 10E = ⋅ Í/ì2 ;  (2) 6 1

2 0.23;   19.5 10 Kt
− −ν = β = ⋅ ; 

10
1 20.2 10E = ⋅ Í/ì2 ; (1) 6 1

1 0.3;   12.3 10 Kt
− −ν = β = ⋅ . Ñòóï³íü ÷îðíîòè ïî-

âåðõí³ îñíîâè 2 1 20.3 (0 ,  )zε = ÷ τ = ± δ , ïîêðèòòÿ – 1 0.2ε = ; ñòóï³íü ÷îðíî-

òè ïîâåðõîíü (1)
âF  ³ (3)

âF  âèïðîì³íþâàííÿ â 0.9ε =  [9]. Òåìïåðàòóðà ïëàâëåí-

íÿ ³ êðèñòàë³çàö³¿ ìàòåð³àëó ïîêðèòòÿ (1,3)
êð 1755KT = ; òåìïåðàòóðà ðîáî÷èõ 

ñåðåäîâèù (1)
pc 293.16KT = ; äèñòàíö³ÿ íàïèëåííÿ – 1 3 0.1d d= = ì; ïëàçìî-

òâ³ðíèé ãàç – àðãîí [2]. Òåìïåðàòóðà ïðèïîâåðõíåâîãî øàðó òóðáóëåíòíîãî 
ïîòîêó ïëàçìîòâ³ðíîãî ãàçó íà ïîâåðõíÿõ îñíîâè 1(0 )≤ τ ≤ τ  òà ïîêðèòòÿ 

1 2( )τ ≤ τ ≤ τ  ñòàíîâèëà 1000K [11]. Êîåô³ö³ºíòè òåïëîîáì³íó ïðèéìàëè îäíà-

êîâèìè (1) (1)
2 1 1252= =æ æ Äæ/(ì2

 ⋅ ñ ⋅ K) [10] ³ (1)
1 473.5′ =æ Äæ/(ì2

 ⋅ ñ ⋅ K). Êó-

òîâèé êîåô³ö³ºíò (1)
â 0.33P =  ïðè (1) (3) 0K K= =  [4]. Âåëè÷èíàìè òåïëîâèõ 

ïîòîê³â ,  1, 2,3iq i = , à òàêîæ âåëè÷èíàìè 4
2 ïã 0 ïãTε ε σ  ³ 4

1 ïì 0 ïãTε ε σ  çíåõòó-

âàíî. 
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 Íà ðèñ. 2 çîáðàæåíî ãðàô³êè çì³íè ç ÷àñîì òåìïåðàòóðè íà êîíòàêòí³é 
(êðèâà 1) òà ñåðåäèíí³é (êðèâà 2) ïîâåðõíÿõ øàðó òîâùèíè 0.01 ì. Äî 
ìîìåíòó 2 20τ = ñ â³äáóâàºòüñÿ ï³äâèùåííÿ òåìïåðàòóðè ïîâåðõí³ îñíîâè â 

çîí³ êîíòàêòó ç ïîêðèòòÿì ³ òåìïåðàòóðè ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ 0z =  
ï³äêëàäêè, ïðè öüîìó ïîâåðõí³ 2 z = ± δ , ÿê ³ ñë³ä áóëî ÷åêàòè, íàãð³âàþòüñÿ 
øâèäøå, í³æ ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ. Ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ íàïèëåííÿ ïîêðèòòÿ 

2( )τ > τ  çîíà êîíòàêòó îõîëîäæóºòüñÿ øâèäøå, í³æ ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ. 

Äëÿ ðîçãëÿäóâàíîãî âèïàäêó 130τ > ñ òåìïåðàòóðà ïî âñ³é òîâùèí³ ñèñòåìè 
ñòàº áëèçüêîþ äî òåìïåðàòóðè ðîáî÷îãî ñåðåäîâèùà ðcT . 

 Á³ëüø íàãëÿäíî âèðàæåíèé õàðàêòåð ðîçïîä³ëó òåìïåðàòóðè ç ÷àñîì 
ìàº ì³ñöå ïðè íàíåñåíí³ ïîêðèòòÿ íà îñíîâó òîâùèíè 0.05 ì (ðèñ. 3). Ó 
öüîìó âèïàäêó ðåæèì íàïèëåííÿ ïîêðèòòÿ ï³äáèðàâñÿ òàêèì ÷èíîì, ùîá â 
ìîìåíò ïðèïèíåííÿ íàïèëåííÿ 2( )τ = τ  òåìïåðàòóðà â çîí³ êîíòàêòó îñíîâè 
ç ïîêðèòòÿì áóëà íå íèæ÷îþ â³ä òåìïåðàòóðè ïëàâëåííÿ (òâåðäíåííÿ) 
ìàòåð³àëó ïîêðèòòÿ. Ðîçðàõóíêè ï³äòâåðäèëè, ùî ïîâåðõíÿ îñíîâè 
(êðèâà 1) ïîì³òíî ñêîð³øå íàãð³âàºòüñÿ, í³æ ¿¿ ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ 
(êðèâà 2). Ï³ñëÿ ïðèïèíåííÿ íàíåñåííÿ ïîêðèòòÿ 2( )τ > τ  òåìïåðàòóðà â 

çîíàõ êîíòàêòó 2 z = ± δ  ñïàäàº, à òåìïåðàòóðà ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ ùå 
äåÿêèé ÷àñ ïðîäîâæóº çðîñòàòè âíàñë³äîê ïðèòîêó òåïëà ç á³ëüø íàãð³òèõ 
øàð³â îñíîâè. Äàë³ òåìïåðàòóðè äîñë³äæóâàíèõ çîí ï³äêëàäêè 
âèð³âíþþòüñÿ ³ àñèìïòîòè÷íî íàáëèæàþòüñÿ äî çàäàíî¿ òåìïåðàòóðè 
ðîáî÷îãî ñåðåäîâèùà. 
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 Рис. 2 Рис. 3 
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 Рис. 4 Рис. 5 
 Íà ðèñ. 4 íàâåäåíî çì³íó ç ÷àñîì çàëèøêîâîãî çóñèëëÿ 1 3N N=  ó ïî-
êðèòò³, íàíåñåíîìó íà îñíîâó òîâùèíîþ 0.01 ì, à íà ðèñ. 5 – íà ï³äêëàäêó 
òîâùèíè 0.05 ì. Ó ïåðøîìó âèïàäêó ö³ çóñèëëÿ º çóñèëëÿìè ñòèñêó, à â 
äðóãîìó âèïàäêó – çóñèëëÿìè ðîçòÿãó, ÿê³ ìàþòü åêñòðåìóì ³ äîñÿãàþòü 
éîãî íà åòàï³ îõîëîäæåíííÿ. 
 Ç ìåòîþ äîñë³äæåííÿ âïëèâó çì³íè òîâùèíè ïîêðèòòÿ íà çàëèøêîâ³ 
çóñèëëÿ ïðè öèõ æå ðåæèìàõ íàïèëåííÿ ïðîâåäåíî ðîçðàõóíêè, â ÿêèõ 
òîâùèíà ïîêðèòòÿ çá³ëüøóâàëàñü ó 10 ³ 20 ðàç³â ïîð³âíÿíî ³ç âèáðàíîþ â 
ïåðøîìó âèïàäêó òîâùèíîþ 80 ìêì íà îñíîâè öèõ æå òîâùèí – 0.01 ì ³ 
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0.05 ì. Ðîçðàõóíêè ïîêàçàëè, ùî çá³ëüøåííÿ òîâùèíè ïîêðèòòÿ çóìîâëþº 
ïîíèæåííÿ òåìïåðàòóðè â çîí³ êîíòàêòó ³ íà ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ îñíîâè.  
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 Рис. 6 Рис. 7 
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 Рис. 8 Рис. 9 

 Íà ðèñ. 6 ³ 7 (òîâùèíè îñíîâè 0.01 ì. ³ 0.05 ì) íàâåäåíî ãðàô³êè çì³íè â 
÷àñ³ çàëèøêîâèõ çóñèëü 1N  ó ïîêðèòòÿõ ð³çíèõ òîâùèí (êðèâ³ 1–3 

â³äïîâ³äàþòü òîâùèíàì 5 5 5
1 4 10 ,  40 10 ,  80 10− − −δ = ⋅ ⋅ ⋅ ì). Ó âèïàäêó 

çá³ëüøåííÿ òîâùèíè ïîêðèòòÿ â 10 ³ 20 ðàç³â íà «òîíê³é» îñíîâ³ 
â³äáóâàºòüñÿ çðîñòàííÿ çóñèëü ñòèñêó ìàéæå ó 9 ³ 18 ðàç³â. Ïðè íàïèëåíí³ 
ïîêðèòòÿ íà «òîâñò³øó» îñíîâó ( 2 0.05δ = ì.) â öüîìó æ òåìïåðàòóðíîìó 
ðåæèì³ ñïîñòåð³ãàºòüñÿ òàêà æ çàêîíîì³ðí³ñòü: çá³ëüøåííÿ òîâùèíè 
ïîêðèòòÿ ïðèçâîäèòü äî çá³ëüøåííÿ âåëè÷èíè çóñèëü â ïîêðèòòÿõ, àëå 
õàðàêòåð çì³íè çóñèëü â³äì³ííèé â³ä òàêî¿ çì³íè ó âèïàäêó íàïèëåííÿ 
ïîêðèòòÿ íà «òîíêó» îñíîâó. Ó öüîìó âèïàäêó çàëèøêîâ³ çóñèëëÿ ó 
ïîêðèòòÿõ º çóñèëëÿìè ðîçòÿãó ³ äîñÿãàþòü ìàêñèìàëüíîãî, çàãðîçëèâîãî 
çíà÷åííÿ âæå íà ïî÷àòêîâ³é ñòàä³¿ îõîëîäæåííÿ (ðèñ. 7).  
 Â³äîìî, ùî çíà÷íèé âïëèâ íà âåëè÷èíó òà çíàê çàëèøêîâèõ çóñèëü òà 
äåôîðìàö³é â ïîêðèòò³ ìàº ñï³ââ³äíîøåííÿ êîåô³ö³ºíò³â òåìïåðàòóðíîãî 
ðîçøèðåííÿ ìàòåð³àë³â ïîêðèòòÿ òà îñíîâè. Äëÿ îö³íêè òàêîãî âïëèâó 

ðîçãëÿíóòî òðè âèïàäêè: 1) (1) (2)2t tβ = β ; 2) (1) (2)/2t tβ = β , 3) (1) (2)
t tβ = β . 

Ðîçðàõóíêè ïðîâîäèëèñü äëÿ öèõ æå òîâùèí îñíîâè – 0.01ì. (ðèñ. 8) òà 
0.05ì. (ðèñ. 9). Íîìåðè ðîçðàõóíêîâèõ âàð³àíò³â â³äïîâ³äàþòü íîìåðàì 
ãðàô³ê³â íà ðèñ. 8 ³ 9.  

 Ïðè íàíåñåíí³ ïîêðèòü íà «òîíêó» îñíîâó äëÿ ñï³ââ³äíîøåíü (1)
tβ  ³ (2)

tβ  
çà äðóãèì ³ òðåò³ì âèïàäêàìè (êðèâ³ 2 ³ 3) ó ïîêðèòò³ âèíèêàþòü ñòèñêó-
âàëüí³, à ó ïåðøîìó âèïàäêó (êðèâà 1) – ðîçòÿãóâàëüí³ çàëèøêîâ³ çóñèëëÿ.  

 Äëÿ öèõ æå ñï³ââ³äíîøåíü (1)
tβ  ³ (2)

tβ , àëå ïðè íàíåñåíí³ ïîêðèòü íà 
«òîâñò³øó» îñíîâó, õàðàêòåð çì³íè çàëèøêîâèõ çóñèëü ó ïîêðèòòÿõ ³íøèé. 
Äëÿ ïåðøîãî ³ òðåòüîãî âèïàäê³â ö³ çóñèëëÿ º çóñèëëÿìè ðîçòÿãó, à ó 
äðóãîìó âèïàäêó – çóñèëëÿìè ñòèñêó. Ïðè öüîìó ó äðóãîìó ³ íàâ³òü ó 
òðåòüîìó âèïàäêàõ çóñèëëÿ íà ðàíí³õ ñòàä³ÿõ îñòèãàííÿ ìàþòü äîäàòíèé 
åêñòðåìóì, à ï³çí³øå, ó äðóãîìó âèïàäêó, ì³íÿþòü çíàê. 
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 Îòæå, ïîáóäîâàíà íà îñíîâ³ íåë³í³éíî¿ ìàòåìàòè÷íî¿ ìîäåë³ ïðîöåñ³â 
ïðè âèñîêîòåìïåðàòóðíîìó íàíåñåíí³ ïîêðèòü ÷èñåëüíî-àíàë³òè÷íà ìåòî-
äèêà äîçâîëÿº âðàõîâóâàòè â êîìïëåêñ³ âïëèâ íèçêè ãåîìåòðè÷íèõ, òåïëî-
ô³çè÷íèõ ³ ô³çèêî-ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â íà ðîçïîä³ë òåìïåðàòóðè â ñèñòå-
ì³ ò³ëî – ïîêðèòòÿ ³ íà ôîðìóâàííÿ â ïîêðèòòÿõ çàëèøêîâèõ çóñèëü ³ äå-
ôîðìàö³é íà õàðàêòåðíèõ òåõíîëîã³÷íèõ åòàïàõ ³ íà ï³äñòàâ³ ðåçóëüòàò³â 
ðîçðàõóíê³â ðàö³îíàë³çóâàòè òåìïåðàòóðí³ ðåæèìè òà ³íø³ ïàðàìåòðè äëÿ 
ðåãóëþâàííÿ çàëèøêîâîãî íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó ñèñòåìè îñíî-
âà – ïîêðèòòÿ, ùî âàæëèâî ïðè òåîðåòè÷íîìó ïðîãíîçóâàíí³ âòðàòè ôóíê-
ö³îíàëüíèõ âëàñòèâîñòåé ïîêðèòòÿìè ïðè åêñïëóàòàö³¿ åëåìåíò³â êîíñòðóê-
ö³é ç ïîêðèòòÿìè â øèðîêîìó ä³àïàçîí³ çì³íè òåìïåðàòóð. 
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РАСЧЕТ ОСТАТОЧНЫХ ДЕФОРМАЦИЙ В ПОКРЫТИЯХ,  
НАНЕСЕННЫХ СПОСОБОМ ВЫСОКОТЕМПЕРАТУРНОГО НАПЫЛЕНИЯ 
НА ПЛОСКИЕ ПОВЕРХНОСТИ  
 
Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîé îáîáùåííîé íåëèíåéíîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè òåïëî-
âûõ ïðîöåññîâ ïðè âûñîêîòåìïåðàòóðíîì íàíåñåíèè çàùèòíûõ ïîêðûòèé è ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ïîñòðîåííîé ÷èñåëüíî-àíàëèòè÷åñêîé ìåòîäèêè ðåøåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ íåëèíåéíûõ êðàåâûõ çàäà÷ òåðìîóïðóãîñòè ïðîâåäåíî èññëåäîâàíèå è 
ðàñ÷åò âëèÿíèÿ èçìåíåíèÿ ðåæèìîâ íàíåñåíèÿ, ãåîìåòðè÷åñêèõ è ôèçèêî-ìåõàíè-
÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ ñèñòåìû òåëî – ïîêðûòèå íà ðàñïðåäåëåíèå òåìïåðàòóðû è 
îñòàòî÷íûõ íàïðÿæåíèé (äåôîðìàöèé) ñèñòåìû ñëîé – íàïèëåííîå äâóõñòîðîí-
íåå ïîêðûòèå. 
 
CALCULATION OF RESIDUAL STRAINS IN COATINGS MADE 
BY HIGH-TEMPERATURE DEPOSITION ON PLANE SURFACES 
 
On the basis of developed generalized nonlinear mathematical model of thermal pro-
cesses under high-temperature deposition of protective coating and using the developed 
numerical-analytic procedure for solution of corresponding nonlinear boundary-value 
thermoelasticity problems, the investigation and calculation are made of effect of depo-
sition change regimes, geometric and physical-mechanical parameters of the system: 
body – coating on temperature and residual stress (strain) distribution for the system: 
sphere – deposited two-lateral coating. 
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