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ДІАГНОСТУВАННЯ ЗАЛИШКОВИХ ТЕХНОЛОГІЧНИХ НАПРУЖЕНЬ 
В ЕЛЕМЕНТАХ КОНСТРУКЦІЙ  
РОЗРАХУНКОВО-ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИМ МЕТОДОМ  
 

Âèêëàäåíî îñíîâè íåðóéí³âíîãî ìåòîäó âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ òåõíîëîã³÷íèõ 
íàïðóæåíü â îáîëîíêîâèõ ³ ïëàñòèí÷àñòèõ, ùî ìîäåëþþòüñÿ ïëîñêèì øà-
ðîì, åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é ³ ñïîðóä. Ìåòîä ãðóíòóºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ 
ðîçâ’ÿçê³â ð³âíÿíü ìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ ò³ë ³ç âëàñíèìè íàïðóæåííÿìè òà 
åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, îòðèìàíî¿ ô³çè÷íèìè ìåòîäàìè, ³ íà îñíîâ³ 
ðîçâ’ÿçê³â áàãàòîïàðàìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ êîìï’þòåðíî¿ òîìîãðàô³¿ òåíçîðíîãî 
ïîëÿ äîçâîëÿº â³äòâîðèòè çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ äîñë³äæó-
âàíîãî îá’ºêòó. Íàâåäåíî êîðîòêèé îãëÿä ïðàöü, ïðèñâÿ÷åíèõ ðîçðîáëåííþ ³ 
ðîçâèòêó öüîãî ìåòîäó â ²íñòèòóò³ ïðèêëàäíèõ ïðîáëåì ìåõàí³êè ³ ìàòå-
ìàòèêè ³ì. ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðà¿íè. 

 
Çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ³ äåôîðìàö³¿, ñïðè÷èíåí³ ð³çíèìè òåõíîëîã³÷-

íèìè îïåðàö³ÿìè, çîêðåìà çâàðþâàííÿì, ñóòòºâî âïëèâàþòü íà ì³öí³ñòü, 
òî÷í³ñòü âèãîòîâëåííÿ, òðèìê³ñòü êîíñòðóêö³é ³ ñïîðóä. Ñïîñòåð³ãàþòüñÿ 
âèïàäêè, êîëè çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ìîæóòü ñàì³ ïî ñîá³ âèêëèêàòè êðèõ-
êå ðóéíóâàííÿ áåç äîäàòêîâèõ çîâí³øí³õ ä³é. Òîìó íåîáõ³äíèì º âäîñêîíà-
ëåííÿ ìåòîä³â ¿õ âèçíà÷åííÿ, çîêðåìà, ïðè ïðîâåäåíí³ êîíòðîëþ ñòàíó 
çâàðíèõ êîíñòðóêö³é ³ ñïîðóä òðèâàëî¿ åêñïëóàòàö³¿ çàñîáàìè òåõí³÷íî¿ ä³à-
ãíîñòèêè ç ìåòîþ îö³íêè ¿õ çàëèøêîâîãî ðåñóðñó [52]. Îäíèìè ç åôåêòèâíèõ 
ìåòîä³â âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü º ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðèìåí-
òàëüí³ ìåòîäè, ùî ´ðóíòóþòüñÿ íà ïîïåðåäíüî âñòàíîâëåíèõ çàêîíîì³ðíîñ-
òÿõ. Îäí³ºþ ç ïåðøèõ ðîá³ò ó öüîìó íàïðÿìêó áóëà ïðàöÿ ª. Î. Ïàòîíà òà 
éîãî ó÷í³â [53], ó ÿê³é çàïðîïîíîâàíî ³äåþ ðîçðàõóíêîâî¿ îö³íêè çàëèøêî-
âèõ çâàðþâàëüíèõ íàïðóæåíü ó öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ íà îñíîâ³ òåíçîðíî¿ 
ôóíêö³¿ óñàäêè. Äàëüøèì ðîçâèòêîì òàêîãî ï³äõîäó º çàïðîïîíîâàíèé ³ ðîç-
ðîáëåíèé ó ïðàöÿõ ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à òà éîãî ó÷í³â ³ ñï³âðîá³òíèê³â î÷îëþ-
âàíèõ íèìè øê³ë [1, 4, 5, 9–17, 20–51, 55–60, 64–87] ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðè-
ìåíòàëüíèé ìåòîä âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ òåõíîëîã³÷íèõ íàïðóæåíü â åëå-
ìåíòàõ êîíñòðóêö³é, ÿêèé íàçèâàþòü ó ë³òåðàòóð³ [61] ìåòîäîì óìîâíèõ 
ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é. 
 Ñóòü öüîãî ìåòîäó ïîëÿãàº ó íàñòóïíîìó. Ñïî÷àòêó çàïèñóþòü îñíîâí³ 
ñï³ââ³äíîøåííÿ ³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ ìåõàí³êè äåôîðì³âíèõ ò³ë ³ç çà-
ëèøêîâèìè äåôîðìàö³ÿìè, ÿê³ îäåðæóþòü ç âèêîðèñòàííÿì çîáðàæåííÿ 

êîìïîíåíò³â òåíçîðà äåôîðìàö³¿ ije{ }  ó âèãëÿä³ ñóìè 0 ,e
ij ij ije e e= +  äå ije  – 

êîìïîíåíòè òåíçîðà ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿, e
ije  – êîìïîíåíòè òåíçîðà ïðóæíî¿ 

äåôîðìàö³¿, 0
ije  – êîìïîíåíòè òåíçîðíîãî ïîëÿ óìîâíèõ ïëàñòè÷íèõ âëàñíèõ 

äåôîðìàö³é, íåñóì³ñí³ñòü ÿêèõ çóìîâëþº âèíèêíåííÿ çàëèøêîâèõ íàïðó-

æåíü. Ïðè öüîìó ïîëå 0
ije  âðàõîâóº, êð³ì ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, òàêîæ 

äåôîðìàö³¿, çóìîâëåí³ ð³çíîãî ðîäó ñòðóêòóðíèìè ïåðåòâîðåííÿìè, ÿê³ ñó-
ïðîâîäæóþòüñÿ çì³íîþ îá’ºìó ìàòåð³àëó. Äàë³ ç âèêîðèñòàííÿì, çîêðåìà, 
ôóíäàìåíòàëüíèõ ðîçâ’ÿçê³â àáî ôóíêö³é Ãð³íà ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ð³âíÿíü 
áóäóþòü ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ êîìïîíåíò³â òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç íåâ³äî-

ì³ êîìïîíåíòè ïîëÿ äåôîðìàö³é 0
ije . Ùîá çíàéòè öå ïîëå, âèêîðèñòîâóþòü 

åêñïåðèìåíòàëüíó ³íôîðìàö³þ ïðî ïîëå çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ijσ  àáî ¿õ 

³íòåãðàëüí³ õàðàêòåðèñòèêè, ÿê³, çîêðåìà, ìîæíà çäîáóòè îäíèì ³ç íåðóé-
í³âíèõ (ô³çè÷íèõ) ìåòîä³â àáî çà äîïîìîãîþ ñèíòåçó öèõ ìåòîä³â, ³ áóäóþòü 
ôóíêö³îíàë, ì³í³ì³çàö³ÿ ÿêîãî çàáåçïå÷óº ì³í³ìàëüí³ â³äõèëåííÿ åêñïåðè-
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ìåíòàëüíî âèçíà÷åíèõ E
mI  â³ä àíàëîã³÷íèõ òåîðåòè÷íî îá÷èñëåíèõ T

mI  õà-

ðàêòåðèñòèê ïîë³â íàïðóæåíü. Òîä³ çàäà÷ó ïðî çíàõîäæåííÿ ïîëÿ 0
ije  ðîç-

â’ÿçóþòü ÿê îáåðíåíó çàäà÷ó ìåõàí³êè äåôîðì³âíîãî ò³ëà ³ç âëàñíèìè íà-
ïðóæåííÿìè, ÿêà º óìîâíî êîðåêòíîþ. Ðîçâ’ÿçîê òàêî¿ çàäà÷³ áóäóþòü íà 
ïåâíèõ ï³äìíîæèíàõ äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â, çîêðåìà, íà êîìïàêòí³é ìíî-
æèí³ [2], ùî çàáåçïå÷óº éîãî ñò³éê³ñòü äî ìàëèõ çì³í âõ³äíèõ ïàðàìåòð³â, 
ÿê³ îäåðæóþòü íà îñíîâ³ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. Ï³ñëÿ çíàõîäæåííÿ ïî-

ëÿ 0
ije  îá÷èñëþþòü êîìïîíåíòè òåíçîðà çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó äîâ³ëüí³é 

òî÷ö³ ò³ëà, çîêðåìà, ò³, ÿê³ íå ìîæíà îòðèìàòè åêñïåðèìåíòàëüíî. 
 Çà ïðèíöèïîì çâåäåííÿ çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü 
äî ðîçâ’ÿçàííÿ ïðóæíî¿ çàäà÷³ äëÿ ò³ëà ç âëàñíèìè äåôîðìàö³ÿìè òà âèêî-
ðèñòàííÿì åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿ äëÿ ¿õ çíàõîäæåííÿ çàïðîïîíîâà-
íèé ìåòîä äåùî ñïîð³äíåíèé ç ðîçðàõóíêîâèì ìåòîäîì äîäàòêîâèõ äåôîð-
ìàö³é ïðè âèçíà÷åíí³ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó äåôîðìàö³éí³é òåîð³¿ òåð-
ìîïëàñòè÷íîñò³ [62]. Çã³äíî ç öèì ìåòîäîì çàäà÷à òåðìîïëàñòè÷íîñò³ çâî-
äèòüñÿ äî ðîçâ’ÿçàííÿ çàäà÷³ òåðìîïðóæíîñò³ ç äîäàòêîâèìè äåôîðìàö³ÿìè, 

ÿê³ º ð³çíèöåþ ì³æ ä³éñíèìè äåôîðìàö³ÿìè ijε  ³ äåôîðìàö³ÿìè e
ijε  ïðóæ-

íîãî ðîçðàõóíêîâîãî ò³ëà: 0 e
ij ij ijε = ε − ε  ïðè ä³éñíèõ íàïðóæåííÿõ ijσ . Ó 

ïðàêòè÷íèõ ðîçðàõóíêàõ äîäàòêîâ³ äåôîðìàö³¿ âèçíà÷àþòüñÿ ç âèêîðèñòàí-
íÿì åêñïåðèìåíòàëüíî¿ êðèâî¿ ðîçòÿãó. 
 Ðîçãëÿíåìî çàñòîñóâàííÿ ìåòîäó óìîâíèõ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é äëÿ 
âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü â îáîëîíêîâèõ ³ ïëàñòèí÷àñòèõ åëåìåí-
òàõ êîíñòðóêö³é. 

1. Âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó öèë³íäðè÷í³é îáîëîíö³. Ðîç-
ãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó çàìêíåí³é öè-
ë³íäðè÷í³é îáîëîíö³ ç ê³ëüöåâèì øâîì. Ó ê³ëüöåâèõ ç’ºäíàííÿõ îáîëîíîê 
(òðóá), âèêîíàíèõ çà îäèí àáî áàãàòî ïðîõîä³â, øâè ïðè çâàðþâàíí³ âèêîíó-
þòüñÿ ïîñë³äîâíî, à íå îäíî÷àñíî ïî âñüîìó ïåðèìåòðó, òîìó çàëèøêîâ³ íà-
ïðóæåííÿ ó çîí³ çóñòð³÷³ ïî÷àòêó é ê³íöÿ øâà áóäóòü â³äð³çíÿòèñÿ â³ä íà-
ïðóæåíü â ³íøèõ ì³ñöÿõ ç’ºäíàííÿ. Ñòðîãî êàæó÷è, ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ç 
îãëÿäó íà öå íå áóäå îñåñèìåòðè÷íèì. Àëå, ÿê ïîêàçóþòü åêñïåðèìåíòàëüí³ 
äîñë³äæåííÿ, çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ ó òðóáàõ âåëèêèõ ä³àìåòð³â, ó ÿêèõ 
çîíà çóñòð³÷³ ïî÷àòêó é ê³íöÿ øâà ñêëàäàº íåâåëèêó ÷àñòèíó ïåðèìåòðà, 
ïðàêòè÷íî ìîæíà ââàæàòè îñåñèìåòðè÷íèìè [3]. Âèíÿòêîì º åëåêòðîøëàêî-
â³ øâè, íàïðóæåííÿ ó ÿêèõ, íàé³ìîâ³ðí³øå, íå ïîâèíí³ áóòè îñåñèìåòðè÷-
íèìè, îñê³ëüêè ñïîñòåð³ãàºòüñÿ çíà÷íà íåð³âíîì³ðí³ñòü óñàäêè ïî äîâæèí³ 
øâà. Ó òðóáàõ ìàëîãî ä³àìåòðó, çâàðåíèõ çà îäèí ïðîõ³ä, çîíà çóñòð³÷³ 
ïî÷àòêó é ê³íöÿ øâà ñêëàäàº çíà÷íó ÷àñòèíó ïåðèìåòðà ³ ñïðè÷èíÿº ïîðó-
øåííÿ îñåñèìåòðè÷íîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó. 
 Íåõàé êðóãîâà öèë³íäðè÷íà îáîëîíêà çàâòîâøêè 2h  ïåðåáóâàº ó ð³âíî-

âàç³ ï³ä ä³ºþ ïîëÿ çàëèøêîâèõ òåõíîëîã³÷íèõ äåôîðìàö³é 0
ije . Ìàòåð³àë îáî-

ëîíêè áóäåìî ââàæàòè îäíîð³äíèì òà ³çîòðîïíèì. Ïîëîæåííÿ äîâ³ëüíî¿ òî÷-
êè íà ñåðåäèíí³é ïîâåðõí³ îáîëîíêè ðàä³óñà R  âèçíà÷àòèìåìî ¿¿ êîîðäèíà-
òàìè z  i ϕ , äå z  – â³äñòàíü òî÷êè â³ä ïî÷àòêîâîãî ïåðåð³çó, âçÿòà âçäîâæ 
òâ³ðíî¿, ϕ  – êóò, ùî óòâîðþºòüñÿ äîâ³ëüíîþ ïëîùèíîþ, ÿêà ïðîõîäèòü ÷å-
ðåç â³ñü îáåðòàííÿ, ç ïî÷àòêîâîþ. Îñê³ëüêè âèá³ð ïî÷àòêîâèõ ïåðåð³ç³â 

0,  0z = ϕ =  º äîâ³ëüíèì, íàäàë³ áóäåìî ¿õ ñóì³ùàòè ç ïëîùèíàìè ñèìåòð³¿ 

ïîë³â âëàñíèõ äåôîðìàö³é 0
ije , ÿêùî òàêà ñèìåòð³ÿ º ó äàí³é êîíêðåòí³é çà-

äà÷³. Íàäàë³ áóäåìî êîðèñòóâàòèñü áåçðîçì³ðíèìè êîîðäèíàòàìè  

 / ,        
2

z R πα = β = + ϕ ,  (1) 
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ÿê³ ïîâ’ÿçàí³ ç äåêàðòîâèìè ñï³ââ³äíîøåííÿìè [54] 

  sin ,        cos ,         X R Y R z R= − β = − β = α . 

 1.1. Îñåñèìåòðè÷íà çàäà÷à. Ðîçãëÿíåìî ñïî÷àòêó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åí-
íÿ îñåñèìåòðè÷íèõ íàïðóæåíü ó íåñê³í÷åííî äîâã³é îáîëîíö³, çâàðåí³é ç 
äâîõ ÷àñòèí ê³ëüöåâèì ñòèêîâèì øâîì. Â³äíåñåìî îáîëîíêó äî òðèîðòîãî-
íàëüíî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò ,  ,  α β γ , äå γ  – êîîðäèíàòà âçäîâæ çîâí³øíüî¿ 
íîðìàë³ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³, à ïî÷àòîê êîîðäèíàò âèáåðåìî íà îñ³ øâà. 
Òîä³ çà óìîâ â³äñóòíîñò³ îñüîâèõ çóñèëü êëþ÷îâå ð³âíÿííÿ çàäà÷³ äëÿ âè-
çíà÷åííÿ ôóíêö³¿ ïðîãèíó ( )W α  ó ðàìêàõ ã³ïîòåçè Ê³ðõãîôà – Ëÿâà çàïè-
øåìî ó âèãëÿä³ [58] 

 
4 2

4 4 0 2 0 0
4 2

4 4d da W a R R
d d

ββ αα ββ
 + = ε − + µ 
 α α

( )æ æ . (2) 

Òóò 

 0 0 0 0
2

1 3( , ) ,      ( , ) ,       ,
2 2

h h

ii ii
h h

e d e d i
h h

ββ ββ
− −

ε = α γ γ = α γ γ γ = α β∫ ∫æ , (3) 

4 2 2 23 (1 )/ 4 ;  a R h= − µ µ  – êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà. Ïðè öüîìó êîëîâå çóñèëëÿ 

2N , îñüîâèé 1M  ³ ê³ëüöåâèé 2M  çãèíí³ ìîìåíòè òà íîðìàëüí³ íàïðóæåííÿ 

,  αα ββσ σ  âèçíà÷àþòüñÿ çà ôîðìóëàìè 

2
0 2 0 01

2 0 2 2
,      i ii jj

DW d WN D M R
R R d

ββ
   = − ε = − + + µ      α

æ æ( ) , 

0 0 0 0 0 0
2 2

1 3 ( ) , ,
2 1

,  ii i i ii ii ii jj jj jj
EN M e e i j

h h

γ σ = + + ε + γ − + µ ε + γ − = α β 
  − µ

[ ]æ æ , (4) 

E  – ìîäóëü Þíãà. 
 Äëÿ ïîáóäîâè ³íòåãðàëüíîãî ïîäàííÿ õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíîãî ñòàíó 
âèêîðèñòàºìî ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ 

 
4

4
4

4 ( )d a W
d

∗ + = δ α 
 α

, (5) 

ÿêèé çàïèøåìî ó âèãëÿä³ [25, 54] 

 
4

1( ) (cos sin )
8

aW e a a
a

α∗ α = α + α . 

Ó ð³âíÿíí³ (5) ÷åðåç ( )δ α  ïîçíà÷åíî δ -ôóíêö³þ Ä³ðàêà. 
 Âèêîðèñòàâøè òåïåð îïåðàö³þ çãîðòêè, äëÿ äîâ³ëüíîãî çãàñàþ÷îãî íà 

íåñê³í÷åííîñò³ ïîëÿ äåôîðìàö³é 0
ije  âèðàç äëÿ ïðîãèíó ( )W α  ïîäàìî ó âè-

ãëÿä³  

 
2

0 0 0
1 2( ) ( ) ( ) ( ) ( )

2 4
aR RW K d K d

a

∞ ∞

ββ αα ββ
−∞ −∞

α = ε ζ ζ − α ζ + ζ + µ ζ ζ∫ ∫ [ ]æ æ , (6) 

äå 1,2 cos ( ( )) sin ( )aK e a a− ζ −α= ζ − α ± ζ − α[ ] ; âåðõí³é çíàê ñòîñóºòüñÿ äî 

ôóíêö³¿ 1K , à íèæí³é – äî 2K . 
 ßêùî ï³äñòàâèòè âèðàç (6) ó ôîðìóëè (4), òî îòðèìàºìî ³íòåãðàëüí³ ïî-
äàííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíü ,  αα ββσ σ  ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ ÷åðåç êîìïî-

íåíòè òåíçîðà äåôîðìàö³é 0
iie . Âèêîðèñòîâóþ÷è òàê³ âèðàçè, ìîæíà ñêîí-

ñòðóþâàòè ¿õ êîìá³íàö³¿, çîêðåìà, ³íòåãðàëè â³ä ð³çíèö³ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü 
ïî äåÿêèõ ïîâåðõíåâèõ ³ îá’ºìíèõ îáëàñòÿõ îáîëîíêè, ÿê³ ìîæíà âèì³ðÿòè 
â³äîìèìè ô³çè÷íèìè ìåòîäàìè: ìàãí³òîïðóæíîñò³, óëüòðàçâóêîâèì, ïîëÿðè-
çàö³éíî-îïòè÷íèì, ãîëîãðàô³÷íî¿ ³íòåðôåðîìåòð³¿ òîùî. 
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 Òåïåð äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìîãî òåíçîðíîãî ïîëÿ âëàñíèõ äåôîðìàö³é 
0
ije  íà îñíîâ³ àíàë³çó àïð³îðíî¿ ³íôîðìàö³¿ âèáèðàºòüñÿ ïåâíà ï³äìíîæèíà 

äîïóñòèìèõ ðîçâ’ÿçê³â. Òàêîþ ³íôîðìàö³ºþ, çîêðåìà, º ðåçóëüòàòè àíàë³çó 
îäåðæàíèõ ó ë³òåðàòóð³ àíàë³òè÷íèõ ðîçâ’ÿçê³â äåÿêèõ çàäà÷ [18] òà åêñïå-
ðèìåíòàëüíèõ äàíèõ, îäåðæàíèõ ðóéí³âíèìè ìåòîäàìè [3]. Ïðîâåäåíèé àíà-
ë³ç ïîêàçóº, ùî ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿ çîñåðåäæåí³ â äåÿê³é íåâåëèê³é îá-
ëàñò³ á³ëÿ øâà ³ ïëàâíî çãàñàþòü íà ¿¿ ãðàíèö³. Ïðè öüîìó â îáëàñò³ ïëàñ-

òè÷íèõ äåôîðìàö³é ôóíêö³¿, ùî îïèñóþòü êîìïîíåíòè òåíçîðíîãî ïîëÿ 0
ije , 

ìîæóòü ìàòè ìîíîòîííèé õàðàêòåð, ÿê íàïðèêëàä, äëÿ ìàëîâóãëåöåâèõ ³ 
íèçüêîëåãîâàíèõ ñòàëåé, ó ÿêèõ ñòðóêòóðí³ ïåðåòâîðåííÿ ïðîõîäÿòü ïðè 
âèñîêèõ òåìïåðàòóðàõ (çà ÿêèõ ïîð³ã ïëàñòè÷íîñò³ º áëèçüêèì äî íóëÿ), òàê 
³ íåìîíîòîííèé õàðàêòåð äëÿ ìàòåð³àë³â, ó ÿêèõ ñòðóêòóðí³ ïåðåòâîðåííÿ 
ïðîõîäÿòü ïðè ïîð³âíÿíî íèçüêèõ òåìïåðàòóðàõ. Äëÿ äåÿêèõ ëåãîâàíèõ ñòà-

ëåé êîìïîíåíòè ïîëÿ 0
ije  â îáëàñò³ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ìîæóòü íàâ³òü 

çì³íþâàòè çíàê [3]. 

 Äëÿ òîíêèõ îáîëîíîê ó ðàç³ îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ ïîëå 0 ( , )iie α γ  çîáðà-
çèìî ó âèãëÿä³ ðÿäó çà ñòåïåíÿìè γ  òà îáìåæèìîñü ìíîãî÷ëåíîì äðóãîãî 
ñòåïåíÿ: 

 
2

0
0 1 2 2

( , ) ( ) ( ) ,        ,ii i i ie F F F i
h h

γ γα γ = α + α + = α β . (7) 

Çâàæàþ÷è íà òå, ùî äåôîðìàö³¿ 0
iie  ëîêàë³çîâàí³ â îáëàñò³ øâà ³ ìîæóòü 

áóòè îïèñàí³ ãëàäêèìè ôóíêö³ÿìè, àïðîêñèìóºìî ( )iFν α  âèðàçàìè  

 
( ) 0 0

1 2
0

0 0
1 2

( ), ,
( )

0, ,   .

jn

kj ki j j
ki

j j

a
F

ν

=ν


ϕ α α ≤ α ≤ αα = 

 α ≤ α α ≥ α

∑
 (8) 

Òóò ïîçíà÷åíî: ( ),  ,ki iϕ α = α β , – çàäàí³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ ôóíêö³¿ (íàïðè-

êëàä, ïîë³íîìè); ( )
kja ν  – íåâ³äîì³ (øóêàí³) ïàðàìåòðè ( 1j = , ÿêùî i = α ; 

2j = , ÿêùî i = β ); jn  – ñê³í÷åíí³ ö³ë³ ÷èñëà; 0 0
1 2,  j jα α  – øóêàí³ êîîðäèíàòè 

ïåðåð³ç³â, ÿê³ õàðàêòåðèçóþòü ìåæ³ ðîçïîä³ëó ïîëÿ óìîâíèõ ïëàñòè÷íèõ 
äåôîðìàö³é. 

 Îñê³ëüêè êîìïîíåíòè ïîëÿ 0
iie  º îáìåæåíèìè, òî ç öüîãî âèïëèâàº, ùî 

ïàðàìåòðè ( ) ,  0,kj ja C k nν ≤ = . Çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â 0 0
1 2,  j jα α  íå ïåðåâèùó-

þòü äåÿêîãî ÷èñëà ∗α , ÿêå äîð³âíþº ìàêñèìàëüí³é âåëè÷èí³ ìåæ³ ïîëÿ 
ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é. Òàêèì ÷èíîì, ìíîæèíà ôóíêö³é, ùî îïèñóºòüñÿ 
âèðàçàìè (7), (8), º ñê³í÷åííîâèì³ðíîþ, îáìåæåíîþ ³ êîìïàêòíîþ ìíîæèíîþ, 
ùî çàáåçïå÷óº ñò³éê³ñòü ðîçâ’ÿçê³â îáåðíåíî¿ çàäà÷³ âèçíà÷åííÿ øóêàíèõ 

ïàðàìåòð³â ( ) 0 0
1 2,  ,  kj j ja ν α α  øëÿõîì ì³í³ì³çàö³¿ â³äïîâ³äíîãî ôóíêö³îíàëà [63]. 

Ïðè öüîìó âíàñë³äîê ãëàäêîñò³ ïîëÿ 0
iie  (íåïåðåðâíîñò³ ôóíêö³é ³ ¿õ ïîõ³ä-

íèõ íà ìåæ³ îáëàñò³ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é: 0 0
1 2,  j jα = α α = α ) ïàðàìåòðè 

( )
kja ν  ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè óìîâè 

 0 0
1 20,      0,               ,         i

i j j

dF
F

d
ν

ν = = α = α α = α
α

. (9) 

 Ï³äñòàâèâøè òåïåð âèðàçè (7), (8) ó (3), (6), à ïîò³ì ó (4), îòðèìàºìî 
âèðàçè äëÿ îá÷èñëåííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè: 
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EN a M a S
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ββ β
=

γ γ  σ α γ = + α + − ϕ α α +   − µ 
∑  

 
2

(2)
1 1

0

( ) ( )
n

k k
k

a Sα
=

+ µ ϕ α α 
∑ , (10) 

äå 

 
2 1 2

(0) (2) (1) (1)
2 0 2 2 1 1 4 2 3

0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( )
2 3 4

n n n

k k k k k k k
k k k

a RN D a a f a f a f
a= = =

−
   α = + α + α + α      

∑ ∑ ∑  

 
2

(0) (2)
2 2 2

0

1 ( ) ( )
3

n

k k k
k

a a Sβ
=

−
 + ϕ α α  

  
∑ , 

 
2 1 23

(0) (2) (1) (1)
1 1 2 2 3 1 2 2 1

0 0 0

1( ) ( ) ( ) ( )
3 2

n n n

k k k k k k k
k k k

a aM D a a f a f a f
R = = =

   α = + α − α + α       
∑ ∑ ∑ , 

 
2

2 (1)
2 1 1 2 2

0

( ) ( ) (1 ) ( ) ( )
n

k k
k

M M D a Sβ
=

α = µ α − − µ ϕ α α∑ , 

 

0 0
22 21

0 0
12 11

1 1 2 1( ) ( ) ( ) ,        ( ) ( ) ( )k k k kf K d f K d
α α

β α
α α

α = ϕ ζ ζ − α ζ α = ϕ ζ ζ − α ζ∫ ∫ , 

 

0 0
22 21

0 0
12 11

3 2 4 2( ) ( ) ( ) ,        ( ) ( ) ( )k k k kf K d f K d
α α

β α
α α

α = ϕ ζ ζ − α ζ α = ϕ ζ ζ − α ζ∫ ∫ , 

 
0 0 0 0
11 21 12 22

1 20 0 0 0
11 21 12 22

1, , 1, ,
( )        ( )

0 ,  , 0 ,  .
S S

 α ≤ α ≤ α α ≤ α ≤ α α = α = 
α ≤ α α ≥ α α ≤ α α ≥ α  

 

Äëÿ çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â ( ) 0 0
1 2,  ,  kj j ja ν α α  âèêîðèñòàºìî åêñïåðèìåí-

òàëüíó ³íôîðìàö³þ, ÿêó ìîæíà çäîáóòè çà äîïîìîãîþ âèì³ðþâàíü îäíèì ³ç 
ô³çè÷íèõ ìåòîä³â àáî ¿õ ñèíòåçó. Ïîçíà÷èìî âåëè÷èíè, ÿê³ ìîæíà îäåðæàòè 

çà äîïîìîãîþ âèì³ðþâàíü, ÷åðåç E ( ).m iiI σ  Â³äïîâ³äíî äî öèõ âåëè÷èí çàïè-

øåìî âèðàçè äëÿ íàïðóæåíü, îòðèìàí³ çà äîïîìîãîþ ñï³ââ³äíîøåíü (10), ³ 

ïîçíà÷èìî ¿õ ÷åðåç T ( )m iiI σ . Ïîáóäóºìî òåïåð ôóíêö³îíàë 

 ( ) 0 ( ) 0 0 2
1 2 1 2

1 1

( , , ) ( , , , ) ( )
N M

T E
kj j j n m n kj j j m n

n m

g a p I a Iν ν

= =

α α = Ω α α − Ω∑ ∑ [ ] , (11) 

äå E ( )m nI Ω  – ð³çíîìàí³òíîñò³ ³íòåãðàëüíèõ åêñïåðèìåíòàëüíèõ õàðàêòåðèñ-

òèê, nΩ  – ï³äîáëàñò³ îáîëîíêè, â ÿêèõ ö³ õàðàêòåðèñòèêè âèì³ðþþòüñÿ; np  

– äåÿê³ âàãîâ³ ìíîæíèêè. 

Îáåðíåíà çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ ïîëÿ äåôîðìàö³é 0 ( , )ije α γ  çâîäèòüñÿ 

äî çíàõîäæåííÿ ïàðàìåòð³â ( ) 0 0
1 2,  ,  kj j ja ν α α , çà ÿêèõ ôóíêö³îíàë (11) íà ìíî-

æèí³ ôóíêö³é (7), (8) º ì³í³ìàëüíèì äëÿ ð³çíèõ çíà÷åíü 1 2,  n n . Ïðè öüîìó 

÷èñëà 1 2,  n n  º «ïðèðîäíèìè» [2] ïàðàìåòðàìè ðåãóëÿðèçàö³¿. Çà íàáëèæå-

íèé ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ ïðèéìàºìî âåëè÷èíè ( ) 0 0
1 2,  ,  kj j ja ν α α , ÿê³ çàáåçïå÷óþòü 

íàéìåíøå çíà÷åííÿ ôóíêö³îíàëà g . 
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 Äëÿ âèçíà÷åííÿ õàðàêòåðèñòèê íàïðóæåíîãî ñòàíó â ìåòàëåâèõ îáî-
ëîíêàõ, çîêðåìà ó òðóáàõ âåëèêîãî ä³àìåòðà, øèðîêî âèêîðèñòîâóþòü ìàã-
í³òîïðóæíèé ³ óëüòðàçâóêîâèé ô³çè÷í³ ìåòîäè [19]. Ïðè öüîìó ç âèêîðèñ-
òàííÿì ïîêàçíèê³â âèì³ðþâàíü ìàãí³òîïðóæíèì ìåòîäîì âèçíà÷àþòü óñå-
ðåäíåíó ïî ïëîù³ Ψ  ïîâåðõí³ êîíòàêòó äàâà÷à ç ïîâåðõíåþ îáîëîíêè ð³ç-
íèöþ ãîëîâíèõ íàïðóæåíü 

 E
1 1

1( ) ( , ) ( , )n h h d+ ββ αα
Ψ

σ α = σ α + − σ α + ψ
Ψ ∫∫ [ ] , (12) 

à ïðè âèêîðèñòàíí³ óëüòðàçâóêîâîãî ìåòîäó âèçíà÷àþòü óñåðåäíåíó ïî ïåâ-
íîìó îá’ºìó V  ïî âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè, ùî çíàõîäèòüñÿ ï³ä ïîâåðõíåþ 
êîíòàêòó 0ψ  äàâà÷à ç îáîëîíêîþ: 

 E
0

1( ) ( , ) ( , )m
V

dv
V ββ αασ α = σ α γ − σ α γ∫∫∫ [ ] . (13) 

Òóò nα  ³ mα  – êîîðäèíàòè öåíòð³â ïîâåðõîíü äàâà÷³â. Ç âèêîðèñòàííÿì 

òàêî¿ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿ ôóíêö³îíàë (11) çàïèñóºìî ó âèãëÿä³  

 
1

( ) 0 0 T ( ) 0 0 E 2
1 2 1 2

1

( , , ) ( ; ; , ) ( )
N

kj j j n n kj j j n
n

g a p aν ν
+ +

=

α α = σ α α α − σ α +∑ [ ]  

 
2

T ( ) 0 0 E 2
0 1 2 0

1

( ; ; , ) ( )
N

m m kj j j m
m

q a ν

=

+ σ α α α − σ α∑ [ ] . 

Âåëè÷èíè T
+σ  ³ T

0σ , ùî îïèñóþòüñÿ âèðàçàìè (12), (13), âðàõîâóþòü íåîäíî-

ð³äí³ñòü ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ï³ä êîíòàêòóþ÷èìè ïîâåðõíÿìè 

äàâà÷à ³ îáîëîíêè. Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèçíà÷åíí³ âåëè÷èí E E
0( ),  ( )n m+σ α σ α  

ñë³ä îö³íèòè âïëèâ ñòðóêòóðíî-ôàçîâîãî ñêëàäó ìàòåð³àëó â çîí³ òåðì³÷íîãî 
âïëèâó çâàðíîãî ç’ºäíàííÿ íà çì³íó òèõ ô³çè÷íèõ âëàñòèâîñòåé ìàòåð³àëó, 
íà áàç³ ÿêèõ ´ðóíòóþòüñÿ ìàãí³òîïðóæíèé ³ óëüòðàçâóêîâèé ìåòîäè. Àíàë³ç 
ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü â îêîë³ ñòèêîâîãî ê³ëüöåâîãî ç’ºäíàííÿ 
òðóá ³ç âèêîðèñòàííÿì åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, îòðèìàíî¿ ìàãí³òî-
ïðóæíèì ìåòîäîì, ïðîâåäåíî â ðîáîòàõ [9, 51]. 
 Äëÿ âèçíà÷åííÿ çàïðîïîíîâàíèì ìåòîäîì çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó 
ñêëîîáîëîíêîâèõ êîíñòðóêö³ÿõ âèêîðèñòîâóþòü åêñïåðèìåíòàëüíó ³íôîðìà-
ö³þ, çäîáóòó çà äîïîìîãîþ îïòè÷íî-ïîëÿðèçàö³éíîãî ìåòîäó. Ïðè öüîìó 
âèêîðèñòàííÿ ëàçåðíèõ ïîëÿðèìåòð³â äîçâîëÿº îòðèìóâàòè ³íôîðìàö³þ ïðî 
ð³çíèöþ êâàç³ãîëîâíèõ íàïðóæåíü âçäîâæ ë³í³¿ ïðîñâ³÷óâàííÿ. Ðåçóëüòàòè 
àíàë³çó ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó ñêëîîáîëîíêàõ íàâåäåí³, çîêðå-
ìà, â [58]. 
 Ç âèêîðèñòàííÿì ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðèìåíòàëüíîãî ìåòîäó â ðîáîòàõ 
[1, 14, 15, 17, 70, 71] ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ ïðî âèçíà÷åííÿ îñåñèìåòðè÷íèõ çà-
ëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ öèë³íäðè÷íèõ îáîëîíêàõ. 
  Çàóâàæèìî, ùî ïðè âèêîðèñòàíí³ çàïðîïîíîâàíîãî ìåòîäó â³äòâîðåííÿ 
ïîâíî¿ êàðòèíè ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ òåõíîëîã³÷íèõ íàïðóæåíü â åëåìåí-
òàõ êîíñòðóêö³é çà äîïîìîãîþ äîñòóïíî¿ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, ÿêó 
ìîæíà çäîáóòè íåðóéí³âíèìè ìåòîäàìè, çâîäèòüñÿ äî âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ 

ïàðàìåòð³â ïîëÿ âëàñíèõ äåôîðìàö³é 0
ije , ÿêå º ïðè÷èíîþ âèíèêíåííÿ çà-

ëèøêîâèõ íàïðóæåíü. Ê³ëüê³ñòü íåâ³äîìèõ ïàðàìåòð³â ( ) 0 0
1 2,  ,  kj j ja ν α α  ïðè 

çá³ëüøåíí³ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, çîêðåìà, ïðè çîíäóâàíí³ åëåìåí-
òà êîíñòðóêö³¿ ï³ä ð³çíèìè êóòàìè, íå çðîñòàº, à ò³ëüêè ï³äâèùóºòüñÿ òî÷-

í³ñòü ¿õ âèì³ðþâàííÿ. Ïîëå äåôîðìàö³é 0
ije  º àïð³îð³ íàéá³ëüø ³íôîðìàòèâ-

íèì, ùî º äóæå âàæëèâèì ÷èííèêîì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ îáåðíåíèõ çàäà÷. 
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1.2. Íåîñåñèìåòðè÷íà çàäà÷à. Îäíèì ³ç õàðàêòåðíèõ íåîñåñèìåòðè÷íèõ 
ðîçïîä³ë³â çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü â îáîëîíêàõ º ðîçïîä³ë íàïðóæåíü, 
çóìîâëåíèõ çàâàðþâàííÿì òð³ùèíîïîä³áíèõ äåôåêò³â â îáîëîíêîâèõ êîíñò-
ðóêö³ÿõ. Îñíîâí³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ³ äèôåðåíö³àëüí³ ð³âíÿííÿ íåîñåñèìåòðè÷-

íî¿ çàäà÷³ òåîð³¿ îáîëîíîê ³ç âëàñíèìè äåôîðìàö³ÿìè 0
ije  íàâåäåí³, çîêðåìà, 

â ðîáîòàõ [56, 58]. Ïðè öüîìó çàäà÷à ïðî âèçíà÷åííÿ íàïðóæåíî-äåôîðìî-
âàíîãî ñòàíó çâåäåíà [58] äî âèçíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é 0 ,  jϕ ϕ , 

,  1,2,3j jψ = , ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ  

 0 0 0
0 1 2 30,         ,         ,         D D D Dαα ββ αβϕ = ϕ = ε ϕ = ε ϕ = ε , 

 0 0 0
1 2 3,         ,         D R D R D Rαα ββ αβψ = ψ = ψ =æ æ æ , (15) 

äå 
6 6 6 4 4 4

2 2 2 2 2
4 2 2 4 6 2 4 2 2 4

12(4 ) 8 2 4D
c

∂ ∂ ∂ ∂ ∂ ∂= ∇ ∇ ∇ ∇ + − µ + + + + +
∂α ∂β ∂α ∂β ∂β ∂α ∂α ∂β ∂β

, 

0 0 0 0 0 0
3 3

1 3 3,     ,       , , ,     2
2 2 2

h h h

ij ij ii
h h h

e d e d i j e d
h h h

αβ αβ αβ
− − −

ε = γ = γ γ = α β = γ γ∫ ∫ ∫æ æ , 

2 2
2

2 2
∂ ∂∇ = +

∂α ∂β
. 

Ôóíêö³¿ 0 ,  ,  j jϕ ϕ ψ  º ðîçâ’ÿçóâàëüíèìè ôóíêö³ÿìè íåîñåñèìåòðè÷íî¿ 

çàäà÷³ äëÿ êðóãîâî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç âëàñíèìè íàïðóæåííÿìè, îñ-
ê³ëüêè îá÷èñëåííÿ âåëè÷èí, ùî õàðàêòåðèçóþòü ¿¿ íàïðóæåíî-äåôîðìîâà-
íèé ñòàí, çâîäèòüñÿ, ïî ñóò³, äî ä³¿ íà íèõ ïåâíèõ ë³í³éíèõ äèôåðåíö³àëü-
íèõ îïåðàòîð³â [58]. Ôóíêö³ÿ 0ϕ  º ðîçâ’ÿçêîì îäíîð³äíîãî ð³âíÿííÿ ³ âèçíà-

÷àºòüñÿ â³äîìèìè â òåîð³¿ îáîëîíîê ìåòîäàìè. Äëÿ âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é jϕ , 

jψ  âèêîðèñòàºìî 2π -ïåð³îäè÷íèé ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ  

 ( ) ( )DΦ = δ α δ β ,  (16) 

äå ( )δ ⋅  – äåëüòà-ôóíêö³ÿ Ä³ðàêà. 

Ðîçâèâàþ÷è ïåð³îäè÷íó ôóíêö³þ ( )δ β  ó òðèãîíîìåòðè÷íèé ðÿä, ó âè-
ãëÿä³ òàêîãî æ ðÿäó çàïèøåìî ³ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (16): 

 0

0

1( , ) 1 ( ) cos
2
n

n
n

n
∞

=

δ Φ α β = − Φ α β π  ∑ , (17) 

äå 0nδ  – ñèìâîë Êðîíåêåðà. Ï³äñòàâëÿþ÷è öåé ðîçâ’ÿçîê ó ð³âíÿííÿ (16) ³ 

â³äîêðåìëþþ÷è çì³íí³, îòðèìàºìî çâè÷àéíå äèôåðåíö³àëüíå ð³âíÿííÿ äëÿ 
âèçíà÷åííÿ ôóíêö³é ( )nΦ α : 

 ( ) ( )n nD Φ α = δ α , (18) 

äå 

 
8 6 4 2

2 4 2 2 4 2 2
8 6 2 4 2

14 6 4 ( 1) ( 1)n
d d d dD n n n n n n
d d c d d

 = − + + − − + − 
 α α α α

. 

Îäåðæàí³ ð³âíÿííÿ ðîçâ’ÿçóºìî çà äîïîìîãîþ ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º. Íå 
çóïèíÿþ÷èñü íà ïðîì³æíèõ âèêëàäêàõ, ïîâ’ÿçàíèõ ç îá÷èñëåííÿì 
³íòåãðàë³â Ôóð’º çà äîïîìîãîþ òåîð³¿ ëèøê³â, äëÿ ôóíêö³é nΦ  çàïèøåìî 

òàê³ âèðàçè: 

 
32 3

0
2( ) exp cos sin

12 4 2 2 2

c c c
c c c

α αα α   Φ α = − − ⋅ +   
   

, 
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 21
1 21 21 21 21 212 2

1 21 21 21

exp ( )1( ) ( ) cos
a

b C a B b
X q a b

− αΦ α = − α +
+ ( )

[  

 
2 2

221 21
21 21 21 21 21 21( ) sin 2

12
p q

a C b B b p
+  + + α + α + α  

  
] , 

 
2

2 2
1

exp ( )1( ) ( ) cosjn
n jn jn jn jn jn

n j jn jn jn

a
b C a B b

X q a b=

− α
Φ α = − α +

+
∑

( )
[  

 ( ) sin ,             2jn jn jn jn jna C b B b n+ + α ≥] , 

 2 2 2 2 2
1 1 1 2 1 2 12( ),         ( )n n n n n n n nX C B C p p q q= + = − + − , 

 2 2 2
1 2 1 1 2 1 2 1 22( ) ,     ( )n n n n n n n n nB p p q C p p q q= − = − + − , 

 2 2
2 1 2 22( ) ,     ,     2n n n n jn jn jn jn jn jnB p p q p a b q a b= − = − = . (19) 

Òóò ,  jn jna b  – óÿâíà òà ä³éñíà ÷àñòèíè ð³çíèõ êîðåí³â õàðàêòåðèñòè÷íîãî 

ð³âíÿííÿ 

 8 2 6 4 2 4 2 2 2 2 4 2 24 (6 ) 4 ( 1) ( 1) 0S n s n c S n n S n n−+ + − + − + − = , 

ÿê³ ç âèêîðèñòàííÿì òåîðåìè Øòóðìà ìîæíà çàïèñàòè ó âèãëÿä³ 

 1,2,3,4 1 1 5,6,7,8 2 2( ),           ( )n n n nS b ia S b ia= ± ± = ± ± . 

 ßêùî íà ôóíêö³þ ( , )Φ α β  ïîä³ÿòè ïåâíèìè äèôåðåíö³àëüíèìè îïåðàòî-
ðàìè [58], òî îäåðæèìî âèðàçè äëÿ âèçíà÷åííÿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â ó âèãëÿä³ 
îäèíàðíèõ òðèãîíîìåòðè÷íèõ ðÿä³â çà êîîðäèíàòîþ β . Îñíîâí³ âëàñòèâîñò³ 

öèõ ðÿä³â áóäóòü âèçíà÷àòèñÿ åêñïîíåíö³àëüíèìè ìíîæíèêàìè exp ( )jna− α . 

Çàâäÿêè ìîíîòîííîìó çðîñòàííþ âåëè÷èí jna  ç³ çá³ëüøåííÿì n  òàê³ ðÿäè 

áóäóòü ð³âíîì³ðíî çá³æíèìè íà âñ³é ìíîæèí³ ,α β , çà âèíÿòêîì òî÷îê 0,α =  

0β = , ó ÿêèõ ñòàðø³ ïîõ³äí³ äàþòü íåîáìåæåí³ ñóìè ðÿä³â. Ó öèõ òî÷êàõ 
ïîòð³áíî âèä³ëÿòè îñîáëèâîñò³. Îñíîâí³ åòàïè äîñë³äæåíü ó öüîìó íàïðÿìêó 
âèñâ³òëåí³, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [6–8]. 
 Çàäà÷ó ïðî âèä³ëåííÿ îñîáëèâîñòåé ôóíêö³é, ÷åðåç ÿê³ âèðàæàþòüñÿ 
çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè â òî÷ö³ àáî íà ë³í³¿, ìîæíà ñôîðìóëþâàòè òàê: ïîäàòè 
çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè â ö³é òî÷ö³ àáî íà ë³í³¿ ó âèãëÿä³ ñóìè äâîõ ñêëàäîâèõ, 
ïåðøà ç ÿêèõ âèðàæàºòüñÿ ó çàìêíåí³é ôîðì³, à äðóãà – ó âèãëÿä³ äîñòàò-
íüî øâèäêîçá³æíèõ ðÿä³â. Ç ö³ºþ ìåòîþ ôóíêö³þ Φ  çîáðàæàþòü ó âèãëÿä³  

 0 ∗Φ = Φ + Φ , (20) 

äå ôóíêö³ÿ 0Φ  âèçíà÷àºòüñÿ ÿê ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ  

 2 2 2 2 0 ( ) ( )∇ ∇ ∇ ∇ Φ = δ α δ β  (21) 

³ º ãîëîâíèì çíà÷åííÿì ôóíêö³¿ Φ , à 0 .∗Φ = Φ − Φ  Ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (21) 
íàçèâàºòüñÿ ïëàñòèí÷àñòèì, îñê³ëüêè â³í ì³ñòèòü ò³ æ îñîáëèâîñò³, ùî é 
ôóíäàìåíòàëüíèé ðîçâ’ÿçîê â³äïîâ³äíî¿ ïëàñòèíè. 
 Ïåð³îäè÷íèé çà êîîðäèíàòîþ β  ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (21) áóäóºòüñÿ àíà-
ëîã³÷íî, ÿê ³ ðîçâ’ÿçîê ð³âíÿííÿ (16), ³ éîãî ìîæíà çàïèñàòè òàê: 

 0 00

0

1( , ) 1 ( ) cos
2
ï

n
n

n
∞

=

δ Φ α β = − Φ α β π  ∑ , (22) 

äå 
7

30 0 3 2 2
0 7

1( ) ,   ( ) ( 6 15 15),   1
7!2 96

n
n e n n n n

n
− ααΦ α = Φ α = α + α + α + ≥ . 

Äëÿ âèä³ëåííÿ ñêëàäîâèõ ôóíêö³é, ÷åðåç ÿê³ âèðàæàþòüñÿ ãîëîâí³ ÷àñ-
òèíè çóñèëü ³ ìîìåíò³â ó çàìêíåí³é ôîðì³, âèêîðèñòîâóþòü âèðàçè äëÿ ñóì 
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ðÿä³â, ùî íàâåäåí³, çîêðåìà, â ðîáîòàõ [7, 22]. Çàïèñàí³ ôîðìóëè, ÿê³ âèðà-
æàþòü ñóìè íåñê³í÷åííèõ ðÿä³â, ïîêàçóþòü, ùî ç ïîä³áíèìè ðÿäàìè ñë³ä 
îïåðóâàòè äîñèòü îáåðåæíî. Íàïðèêëàä, õî÷ äîâ³ëüíèé ñê³í÷åííèé â³äð³çîê 

ñóìè ðÿäó 
1

1
2 ch 1

n

n

n e
∞

− α

=

α
α =

α −∑  äîð³âíþº íóëþ ïðè 0α = , âñÿ ñóìà 

ïåðåòâîðþºòüñÿ ó íåñê³í÷åíí³ñòü. Òàêîãî òèïó ðÿäè íå ìîæíà îáðèâàòè ïðè 
ðîçâ’ÿçóâàíí³ çàäà÷, ³íàêøå ìîæíà îòðèìàòè ÿê³ñíî íåâ³ðíèé ðåçóëüòàò. 
 Âèêîðèñòîâóþ÷è òåïåð ìåòîä ïîáóäîâè ðîçâ’ÿçê³â äèôåðåíö³àëüíèõ 
ð³âíÿíü ç ÷àñòèííèìè ïîõ³äíèìè çà äîïîìîãîþ çãîðòêè ôóíäàìåíòàëüíîãî 
ðîçâ’ÿçêó äèôåðåíö³àëüíîãî îïåðàòîðà ç ïðàâîþ ÷àñòèíîþ, îòðèìàºìî ³í-
òåãðàëüíå çîáðàæåííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é ,  j jϕ ψ  ÷åðåç õàðàêòåðèñ-

òèêè ïîëÿ âëàñíèõ äåôîðìàö³é 0 0,  ij ijε æ . Òàê, ó âèïàäêó, êîëè îáëàñòü ïîëÿ 

âëàñíèõ äåôîðìàö³é 0
ije  îáìåæåíà êîîðäèíàòíèìè ïëîùèíàìè 1α = α , α =  

2 1 2,  ,  = α β = β β = β ,  ôóíêö³¿ , ,  1,2,3j j jϕ ψ = , âèðàæàþòüñÿ ÷åðåç 0 0,  ij ijε æ , 

, ,i j = α β , òàê: 

 
2 2

1 1

0

0

1 cos ( ) ( , ) ( )j n j n
n

n d d
β α∞

= β α

ϕ = λ θ − β θ ε ζ θ Φ ζ − α ζ
π ∑ ∫ ∫ , 

 
2 2

1 1

0

0

1 cos ( ) ( , ) ( )j n j n
n

n d R d
β α∞

= β α

ψ = λ θ − β θ ζ θ Φ ζ − α ζ
π ∑ ∫ ∫ æ , (23) 

äå ïîçíà÷åíî 

 0 0 0 0 0 0
1 2 3,     ,     αα ββ αβε = ε ε = ε ε = ε , 

 0 0 0 0 0 0 0
1 2 3,     ,     ,       1

2
n

nαα ββ αβ
δ

= = = λ = −æ æ æ æ æ æ . 

 Ðîçãëÿíåìî çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ âëàñíèõ äèñëîêàö³éíèõ íàïðóæåíü 
ó íåñê³í÷åííî äîâã³é îáîëîíö³, çóìîâëåíèõ ñòðèáêàìè ïåðåì³ùåíü ( )V α[ ]  ³ 

ñòðèáêàìè êóò³â ïîâîðîòó 2 ( )θ α[ ] , çîñåðåäæåíèìè âçäîâæ â³äð³çêà òâ³ðíî¿ 

çàâäîâæêè 2 . Âèáåðåìî ïî÷àòîê êîîðäèíàò ïîñåðåäèí³ â³äð³çêà. Òîä³ âèðà-

çè äëÿ âåëè÷èí 0 0,  ij ijε æ  íàáóâàþòü âèãëÿäó [22] 

 0 0 010,        ( ) ( ),            0V
Rαα ββ αβε = ε = α δ β ε =[ ] , 

 0 0 0
2

10,        ( ) ( ),         0
Rαα ββ αβ= = − θ α δ β =[ ]æ æ æ . (24) 

Òóò 

 
2 2 2

( ) ( , 0) ( , 0),

( ) ( , 0) ( , 0),

V V V+ −

+ −
α = α + − α −

θ α = θ α + − θ α −
[ ]

[ ]
  ÿêùî  0α < α ; 

 2( ) ( ) 0V α = θ α =[ ] [ ] ,  ÿêùî 0α ≥ α ,  äå 0 / Rα =  . 

²íäåêñàìè « + » ³ « − » ïîçíà÷åíî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ âêàçàíèõ âåëè÷èí, êîëè 
0β → +  ³ 0β → − , äå −π ≤ β ≤ π . 

 Ó öüîìó âèïàäêó çã³äíî ç (23) îòðèìàºìî 

 
0

0

2
0

1 cos ( ) ( )n n
n

n V d
R

α∞

= −α

ϕ = λ β ζ Φ ζ − α ζ
π ∑ ∫ [ ] , 

 
0

0

2 2
0

1 cos ( ) ( )n n
n

n d
α∞

= −α

ψ = λ β θ ζ Φ ζ − α ζ
π ∑ ∫ [ ] , 
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 1 3 1 3 0ϕ = ϕ = ψ = ψ = . (25) 

Ïðî³íòåãðóâàâøè òåïåð âèðàçè (25) ÷àñòèíàìè, ôîðìóëè äëÿ çíàõîäæåííÿ 
ôóíêö³é 2 2,  ϕ ψ  ïîäàìî ó âèãëÿä³  

 
0

0

0
2 20

0

1 cos ( ) ( ) ( )n n
n

n V d
R

α∞
∗

= −α

′ϕ = ϕ + β ζ ψ ζ − α + ψ ζ − α ζ
π ∑ ∫ [ ]( ) , 

 
0

0

0
2 20 2

0

1 cos ( ) ( ) ( )n n
n

n d
α∞

∗

= −α

′ψ = ψ − β θ ζ ψ ζ − α + ψ ζ − α ζ
π ∑ ∫ [ ]( ) , (26) 

äå  

 
0 0

0 0

20 0 20 0 0
1 1( ) ( ) ,         ( ) ( )

2 2
V d d

R

α α

−α −α

′ ′ϕ = ζ ψ ζ − α ζ ψ = − θ ζ ψ ζ − α ζ
π π∫ ∫[ ] [ ] , 

 0
0 2( ) ( ) ,      ( ) ( ) ,      n n n

d dV V
d d

∗′ ′ζ = ζ θ ζ = θ ζ ψ = ψ − ψ
ζ ζ

[ ] [ ] [ ] [ ] , 

 
2 4

2 2
0 ( ) 2 1 cos sgn

4 12 2
cc c e

c

τ− τ τ ψ τ = − + − τ    
, 

 
2

0 0 0

1

1( ) cos sgn sin sgnjna
n jn jn jn jn jn

n j

e C b B b C
X

− τ

=

 ψ τ = τ τ + τ − τ 
 

∑ [ ] , 

 0 0
2 2 2 2

,         
( ) ( )

jn jn jn jn jn jn jn jn
jn jn

jn jn jn jn jn jn

q C p B p C q B
C B

q a b q a b

− +
= =

+ +
, 

 0 3 3 2 2
8

1( ) ( 9 sgn 33 48 sgn )
96

n
n e n n n

n
− τψ τ = τ + τ τ + τ + τ −  

 
8

1 sgn ,           
2n

− τ τ = ζ − α . 

 ßêùî ïîä³ÿòè òåïåð íà ôóíêö³¿ 2 2,  ϕ ψ  â³äïîâ³äíèìè äèôåðåíö³àëüíè-
ìè îïåðàòîðàìè [58], òî îòðèìàºìî ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ äëÿ âèçíà÷åííÿ çó-
ñèëü, ìîìåíò³â ³ íàïðóæåíü ÷åðåç ïîõ³äí³ â³ä ñòðèáê³â ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â 
ïîâîðîòó íà â³äð³çêó 00,  β = α ≤ α . 

 Ðîçâ’ÿçîê ö³º¿ çàäà÷³ ìîæíà âèêîðèñòàòè äëÿ íàáëèæåíî¿ îö³íêè çà-
ëèøêîâèõ íàïðóæåíü, çóìîâëåíèõ çàâàðþâàííÿì â îáîëîíö³ ïîçäîâæí³õ 
òð³ùèí ³ç âèêîðèñòàííÿì êîíöåíòðîâàíèõ äæåðåë íàãð³âó (åëåêòðîííî-ïðî-
ìåíåâèõ, ïëàçìîâèõ òîùî) àáî ç çàñòîñóâàííÿì ³íòåíñèâíîãî òåïëîâ³äâåäåí-
íÿ. Çà òàêèõ óìîâ çâàðþâàííÿ ìîæíà äîñÿãíóòè ìàëî¿ øèðèíè çîíè ïëàñ-
òè÷íèõ äåôîðìàö³é ³ íàáëèæåíî îïèñàòè ¿¿ ðîçïîä³ëåíèìè âçäîâæ â³äð³çêà 

00,  β = α ≤ α  äèñëîêàö³ÿìè, ùî îïèñóþòüñÿ ôóíêö³ÿìè 2( ) ,  ( )V α θ α[ ] [ ]  ç 

íåâ³äîìîþ ãóñòèíîþ. Ãóñòèíó ðîçïîä³ëó äèñëîêàö³é àïðîêñèìóºìî âèðàçàìè 

 
1 1

(1) (2)
1 2 2

0 0

( ) ( ),            ( ) ( )
n n

k k k k
k k

V a a
= =

α = ϕ α θ α = ϕ α∑ ∑[ ] [ ] ,  (27) 

äå ,  1,2kνϕ ν = , – çàäàí³ ë³í³éíî íåçàëåæí³ ôóíêö³¿. Ïðè öüîìó êîåô³ö³ºíòè 
( )
ka ν  ïîâèíí³ çàäîâîëüíÿòè óìîâè 2 2( ) 0,  ( ) 0,  ( ) 0,  ( )V V′ ′α = θ α = α = θ α =[ ] [ ] [ ] [ ]  

00,  = α ≤ α . 

 ßêùî ï³äñòàâèòè òåïåð ö³ âèðàçè â ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ äëÿ çàëèøêî-
âèõ íàïðóæåíü, äëÿ ¿õ îá÷èñëåííÿ îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ, ÿê³ ì³ñòÿòü 

íåâ³äîì³ ïàðàìåòðè ( )
ka ν . Äàë³ äëÿ ¿õ âèçíà÷åííÿ âèêîðèñòîâóºìî ñïîñ³á, 

îïèñàíèé âèùå äëÿ îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³. 
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2. Çàëèøêîâ³ òåõíîëîã³÷í³ íàïðóæåííÿ ó ïëîñêîìó øàð³. Ó êîíñòðóê-
ö³ÿõ ³ ñïîðóäàõ ð³çíîãî ïðèçíà÷åííÿ øèðîêî çàñòîñîâóþòü ïëàñòèí÷àñò³ 
åëåìåíòè, âèãîòîâëåí³ çà äîïîìîãîþ çâàðþâàííÿ ïîçäîâæí³ìè òà êîëîâèìè 
ñòèêîâèìè øâàìè. Ïðè öüîìó çàëåæíî â³ä òîâùèí ïëàñòèí ³ ñïîñîá³â ¿õ 
çâàðþâàííÿ â îêîë³ øâà ìîæóòü âèíèêàòè îäíî-, äâî- òà òðèâ³ñí³ çàëèøêîâ³ 
íàïðóæåííÿ. Òîìó äëÿ îïèñó íàïðóæåíîãî ñòàíó â òàêèõ ïëàñòèíàõ ó çà-
ãàëüíîìó âèïàäêó çà ðîçðàõóíêîâó ìîäåëü ïðèéìàþòü ïëîñêèé øàð ³ç çà-
ëèøêîâèìè òåõíîëîã³÷íèìè äåôîðìàö³ÿìè. 
 Ó ðîáîòàõ [4, 80] ç âèêîðèñòàííÿì òàêîãî ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðèìåí-
òàëüíîãî ìåòîäó äîñë³äæåíî ðîçïîä³ë çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó øàð³ ç ïðÿ-
ìîë³í³éíèì øâîì ó âèïàäêó ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Íåñê³í÷åííèé ïëîñêèé øàð 
çàâòîâøêè 2h  â³äíåñåíî äî äåêàðòîâî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàò 1 2 3,  ,X X X , â³ñü 

2X  ñïðÿìîâàíî âçäîâæ îñ³ øâà ³ ââåäåíî áåçðîçì³ðí³ êîîðäèíàòè 1/x X h= , 

2 3/ ,  /y X h z X h= = . Ó ö³é ñèñòåì³ êîîðäèíàò òåíçîðíå ïîëå äåôîðìàö³é 0
ije , 

, ,i j x y= , îïèñóºòüñÿ ôóíêö³ÿìè  

 0 0 0 0 0 0 0( , ),    ( , ),    ( , ),    0xx xx yy yy zz zz xze e x z e e x z e e x z e= = = = . (28) 

 Ïðè öüîìó êîìïîíåíòà òåíçîðà ïîâíî¿ äåôîðìàö³¿ 0yye =  ³ äîòè÷í³ íà-

ïðóæåííÿ 0xy yzσ = σ = . 

 Íà îñíîâ³ ð³âíÿíü ð³âíîâàãè òà ñóì³ñíîñò³ äåôîðìàö³é ³ â³äîìèõ ñï³ââ³ä-
íîøåíü ì³æ êîìïîíåíòàìè òåíçîðà íàïðóæåíü ³ ïðóæíèõ äåôîðìàö³é îòðè-
ìàíî ñèñòåìó ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ð³âíÿíü ó âèãëÿä³  

 
2

2 2
2

,      zz
x
∂∇ σ = θ ∇ σ = σ

∂
, (29) 

äå  
2 0 2 0 2 2

2 0 2
2 2 2 2 2

( , ) ,      
1

zz xx
yy

e eEx z e
x z x z

∂ ∂ ∂ ∂ θ = − + + µ ∇ ∇ = + 
 − µ ∂ ∂ ∂ ∂

; 

;    ,  xx zz xx yyσ = σ + σ σ σ  – êîìïîíåíòè òåíçîðà íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü. 

Ïðè öüîìó äîòè÷í³ xzσ  ³ íîðìàëüí³ xxσ  òà yyσ  íàïðóæåííÿ âèçíà÷àþòüñÿ 

÷åðåç ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ôóíêö³¿ ,  zzσ σ  çà ôîðìóëàìè 

 
( , )

2 sgn( )zz
xz

z
x d

z

∞

−∞

∂σ η
σ = − − η η

∂∫ , 

 0,         ( )xx zz yy yy xx zzE eσ = σ − σ σ = − + µ σ + σ . (30) 

 Äëÿ íåíàâàíòàæåíèõ ïîâåðõîíü øàðó 1z = ±  ç âèêîðèñòàííÿì ð³âíÿíü 
ð³âíîâàãè ãðàíè÷í³ óìîâè çàïèñàíî ó âèãëÿä³  

 0,         0,       1zz
zz z

z
∂σ

σ = = = ±
∂

. (31) 

 Äàë³ ç âèêîðèñòàííÿì ïðÿìîãî òà îáåðíåíîãî ïåðåòâîðåíü Ôóð’º, à òà-

êîæ ôóíäàìåíòàëüíîãî ðîçâ’ÿçêó äëÿ îïåðàòîðà 
2

2 2
2

d s
dz

∇ = −  ó âèãëÿä³ 

( , , ) sh /(2 )z s s z s∗ϕ η = − η  òà îïåðàö³¿ çãîðòêè îòðèìàíî ³íòåãðàëüí³ ïîäàí-
íÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç çãàñàþ÷³ íà íåñê³í÷åííîñò³ êîìïî-

íåíòè òåíçîðíîãî ïîëÿ 0
ije : 

 1 1( , ) ( , ) exp ( ) ,      ( , ) ( , ) exp ( )
2 2zz zzx z s z isx ds x z s z isx ds

∞ ∞

−∞ −∞

σ = σ σ = σ
π π∫ ∫ , 

 
( , )1( , ) exp ( )

2xz
d s zix z isx ds

s dz

∞

−∞

σσ =
π ∫ , (32) 
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äå 
1

1

( , ) ( , ) sh
2zz
ss z s s z d

−

σ = − σ η − η η∫ , 

 
1

1

1( , ) ch sh ( , ) sh
2

s z C sz D sz s s z d
s

−

σ = + + θ η − η η∫ , 

s  – ïàðàìåòð ³íòåãðàëüíîãî ïåðåòâîðåííÿ Ôóð’º; ñèìâîëàìè ç ðèñêàìè 
çâåðõó ïîçíà÷åíî â³äïîâ³äí³ ¿ì ôóíêö³¿ ó ïðîñòîð³ çîáðàæåííÿ Ôóð’º. Ñòàë³ 
³íòåãðóâàííÿ C  ³ D  âèçíà÷àþòüñÿ ç óìîâ  

 
1 1

1 1

ch 0,       sh 0s d s d
− −

σ η η = σ η η =∫ ∫ .  

 Ç âèêîðèñòàííÿì âèùåíàâåäåíèõ ñï³ââ³äíîøåíü äîñë³äæåíî ðîçïîä³ë 
çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó øàð³ ç íåñê³í÷åííèì ïðÿìîë³í³éíèì çâàðíèì ñòè-
êîâèì øâîì óçäîâæ îñ³ Oy , çóìîâëåíèõ çàäàíèìè ìíîæèíàìè ïîë³â 

0 ( , )ije x z , ÿê³ óçàãàëüíþþòü â³äîì³ â ë³òåðàòóð³ ðîçïîä³ëè çàëèøêîâèõ ïëàñ-

òè÷íèõ äåôîðìàö³é á³ëÿ øâà, ùî îòðèìàí³ ðóéí³âíèìè àáî ðîçðàõóíêîâî-
÷èñëîâèìè ìåòîäàìè. Ïîêàçàíî, ùî äëÿ íåâåëèêî¿ áåçðîçì³ðíî¿ (â³äíåñåíî¿ 
äî òîâùèíè øàðó) çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ïîïåðå÷í³ xxσ  ³ íîðìàëüí³ 

zzσ  íàïðóæåííÿ â îêîë³ ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ øàðó ìîæóòü áóòè ñï³ââèì³ð-

íèìè çà âåëè÷èíîþ ç íîðìàëüíèìè íàïðóæåííÿìè yyσ . Ç ö³º¿ ïðè÷èíè ìî-

æå ñóòòºâî çíèçèòèñü çäàòí³ñòü ìàòåð³àëó á³ëÿ øâà ïëàñòè÷íî äåôîðìóâà-
òèñü ³ çðîñòè éîãî ñõèëüí³ñòü äî êðèõêîãî ðóéíóâàííÿ. Ç âèêîðèñòàííÿì 
åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, îòðèìàíî¿ çà äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàö³éíî-îï-
òè÷íîãî ìåòîäó, ïðîàíàë³çîâàíî ðîçïîä³ë çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó ñêëî-
ïëàñòèí³ ç ïðÿìîë³í³éíèì çâàðíèì øâîì. 
 Ç çàñòîñóâàííÿì ï³äõîäó, àíàëîã³÷íîãî, ÿê ³ ó âèïàäêó ïëîñêî¿ çàäà÷³, 
îòðèìàíî [5, 64] ðîçâ’ÿçóâàëüí³ ð³âíÿííÿ äðóãîãî ïîðÿäêó äëÿ âèçíà÷åííÿ 
ïåðøîãî ³íâàð³àíòà òåíçîðà íàïðóæåíü σ  ³ íîðìàëüíèõ íàïðóæåíü zzσ  ó 

âèïàäêó îñåñèìåòðè÷íî¿ çàäà÷³ äëÿ øàðó ç òåõíîëîã³÷íèìè íàïðóæåííÿìè. 
Ç âèêîðèñòàííÿì ïåðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ îòðèìàíî ³íòåãðàëüí³ ïîäàííÿ êîì-
ïîíåíò³â òåíçîðà íàïðóæåíü ÷åðåç êîìïîíåíòè òåíçîðà çàëèøêîâèõ òåõíî-
ëîã³÷íèõ äåôîðìàö³é. Ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàë³ç ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ íà-
ïðóæåíü ó øàð³ ç êîëîâèì øâîì. 
 Îñåñèìåòðè÷í³ çàäà÷³ äëÿ øàðó ç çàëèøêîâèìè íàïðóæåííÿìè ðîçãëÿ-
íóò³ òàêîæ ó ðîáîòàõ [46–49], ó ÿêèõ ðîçâ’ÿçóâàëüíèìè º ð³âíÿííÿ ð³âíîâà-
ãè â ïåðåì³ùåííÿõ, ùî âðàõîâóþòü íàÿâí³ñòü ó øàð³ çàëèøêîâèõ òåõíîëî-
ã³÷íèõ äåôîðìàö³é. Äëÿ ïîáóäîâè ¿õ ðîçâ’ÿçê³â âèêîðèñòàíî ³íòåãðàëüíå ïå-
ðåòâîðåííÿ Ãàíêåëÿ ³ ôóíêö³þ Ëÿâà L . 
 Ïîð³âíÿëüíèé àíàë³ç öèõ äâîõ ï³äõîä³â äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ä³àãíî-
ñòóâàííÿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó øàð³ ïîêàçóº, ùî åôåêòèâí³øèì º 
ñïîñ³á âèçíà÷åííÿ ðîçâ’ÿçóâàëüíèõ ôóíêö³é σ  ³ zzσ  ³ ïîáóäîâè çà ¿õ äîïî-

ìîãîþ ³íòåãðàëüíîãî ïîäàííÿ êîìïîíåíò òåíçîðà íàïðóæåíü. Öå çóìîâëåíî 

òèì, ùî ïðè âèêîðèñòàíí³ òàêîãî ï³äõîäó ïîëå äåôîðìàö³é 0
ije  ìîæíà àï-

ðîêñèìóâàòè äîâ³ëüíèìè íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè çà êîîðäèíàòîþ z , òîä³ 
ÿê ïðè âèêîðèñòàíí³ ôóíêö³¿ Ëÿâà L  âèðàçè, ùî îïèñóþòü ö³ ðîçïîä³ëè ïî 
òîâùèí³, ïîòð³áíî ðîçâèâàòè â ðÿäè çà ñèñòåìîþ ôóíêö³é, ÿê³ çàäîâîëüíÿ-
þòü íóëüîâ³ ãðàíè÷í³ óìîâè íà ïîâåðõíÿõ øàðó 1z = ± . Îñòàííº º ñóòòºâèì 
óñêëàäíåííÿì ïðè ðîçâ’ÿçóâàíí³ îáåðíåíèõ çàäà÷ ïðî âèçíà÷åííÿ ïàðàìåò-

ð³â òåíçîðíîãî ïîëÿ 0
ije . 

Ó ðîáîòàõ [65, 68, 69, 70] äëÿ îáåðíåíèõ çàäà÷ òîìîãðàô³¿ òåíçîðíèõ 
ïîë³â ó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ äåôîðì³âíèõ ò³ëàõ çàïðîïîíîâàíî âàð³àö³éíèé 
ï³äõ³ä äî ¿õ ðîçâ’ÿçóâàííÿ. Ó ðàìêàõ òàêîãî ï³äõîäó ðîçâ’ÿçàíî íîâ³ çàäà÷³ 
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ïðî â³äòâîðåííÿ ïîë³â çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ç âèêîðèñòàííÿì åêñïåðè-
ìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿, îòðèìàíî¿ çà äîïîìîãîþ ïîëÿðèçàö³éíî-îïòè÷íîãî òà 
àêóñòè÷íîãî ìåòîä³â, çîêðåìà, ïðîàíàë³çîâàíî ðîçïîä³ë ãàðòóâàëüíèõ íà-
ïðóæåíü ó ëèñòîâîìó ñêë³. 
 Âèêëàäåíèé âèùå ðîçðàõóíêîâî-åêñïåðèìåíòàëüíèé ìåòîä ìîæå áóòè 
âèêîðèñòàíèé ïðè ä³àãíîñòóâàíí³ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ó çâàðíèõ åëå-
ìåíòàõ êîíñòðóêö³é ³ ñïîðóä òðèâàëî¿ åêñïëóàòàö³¿, çîêðåìà, òðóáîïðîâîä³â 
³ ðåçåðâóàð³â. Õàðàêòåðíîþ éîãî îñîáëèâ³ñòþ º òå, ùî ç âèêîðèñòàííÿì äî-

ñòóïíî¿ åêñïåðèìåíòàëüíî¿ ³íôîðìàö³¿ â³äòâîðþºòüñÿ ïîëå äåôîðìàö³é 0
ije  ç 

óðàõóâàííÿì íåîäíîð³äíîñò³ ðîçïîä³ëó çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü ï³ä äàâà÷à-
ìè ïðèëàä³â ³ ÷àñòêîâî¿ ðåëàêñàö³¿ çàëèøêîâèõ íàïðóæåíü, çóìîâëåíî¿ 
ð³çíèìè âèäàìè îáðîáêè ï³ñëÿ âèêîíàííÿ çâàðíèõ øâ³â. Çà äîïîìîãîþ öüîãî 
ïîëÿ îá÷èñëþþòüñÿ çàëèøêîâ³ íàïðóæåííÿ, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü ð³âíÿííÿ 
ð³âíîâàãè, ñóì³ñíîñò³ äåôîðìàö³é ³ ãðàíè÷í³ óìîâè, à òî÷í³ñòü ¿õ âèçíà÷åííÿ 
çóìîâëþºòüñÿ îáñÿãîì ³ òî÷í³ñòþ åêñïåðèìåíòàëüíèõ äàíèõ. 
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ДИАГНОСТИРОВАНИЕ ОСТАТОЧНЫХ ТЕХНОЛОГИЧЕСКИХ НАПРЯЖЕНИЙ 
В ЭЛЕМЕНТАХ КОНСТРУКЦИЙ РАСЧЕТНО-ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНЫМ МЕТОДОМ  
 
Èçëîæåíû îñíîâû íåðàçðóøàþùåãî ìåòîäà îïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íûõ òåõíîëîãè-
÷åñêèõ íàïðÿæåíèé â îáîëî÷å÷íûõ è ïëàñòèí÷àñòûõ, ìîäåëèðóåìûõ ïëîñêèì ñëî-
åì, ýëåìåíòàõ êîíñòðóêöèé è ñîîðóæåíèé. Ìåòîä áàçèðóåòñÿ íà èñïîëüçîâàíèè 
ðåøåíèé óðàâíåíèé ìåõàíèêè äåôîðìèðóåìûõ òåë ñ ñîáñòâåííûìè íàïðÿæåíèÿ-
ìè è ýêñïåðèìåíòàëüíîé èíôîðìàöèè, ïîëó÷åííîé ôèçè÷åñêèìè ìåòîäàìè, è íà 
îñíîâàíèè ðåøåíèé ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé çàäà÷è êîìïüþòåðíîé òîìîãðàôèè 
òåíçîðíîãî ïîëÿ ïîçâîëÿåò âîññòàíîâèòü îñòàòî÷íûå íàïðÿæåíèÿ â ïðîèçâîëü-
íîé òî÷êå èññëåäóåìîãî îáúåêòà. Ïðèâåäåí êðàòêèé îáçîð ðàáîò, ïîñâÿùåííûõ 
ðàçðàáîòêå è ðàçâèòèþ ýòîãî ìåòîäà â Èíñòèòóòå ïðèêëàäíûõ ïðîáëåì ìåõà-
íèêè è ìàòåìàòèêè èì. ß. Ñ. Ïîäñòðèãà÷à ÍÀÍ Óêðàèíû. 
 
DIAGNOSTICS OF RESIDUAL TECHNOLOGICAL STRESSES IN CONSTRUCTION 
ELEMENTS BY CALCULATION-EXPERIMENTAL METHOD 
 
The principles of nondestructive method for residual technological stresses determina-
tion in shell and lamellate construction and structure elements, modeled by a plane 
layer, are presented. The method is based on using the solutions to equations of mecha-
nics of deformable bodies with inherent stresses and experimental information, obtained 
by physical methods. The method allows one to restore the residual stresses at arbitrary 
point of the object being investigated on the basis of solutions to multiparametric prob-
lem of computer tomography of tensor field. A short review of studies, devoted to 
elaboration and development of the method, obtained in Pidstryhach Institute of applied 
problems of mechanics and mathematics of NASU, is presented. 
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