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СФЕРИЧЕСКОЙ ОБОЛОЧКИ 
 

Ðàññìàòðèâàåòñÿ óñòîé÷èâîñòü è çàêðèòè÷åñêîå ïîâåäåíèå óïðóãîãî, ïîëîãî-
ãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà, æ¸ñòêî çàäåëàííîãî ïî êîíòóðó è íàãðóæåííîãî ðàâ-
íîìåðíûì ïîïåðå÷íûì äàâëåíèåì. Ðåøåíèå çàäà÷è ïîñòðîåíî ìåòîäîì Ðýëåÿ 
– Ðèòöà íà îñíîâå óðàâíåíèé Ìàðãåððà ñ àïïðîêñèìàöèåé ïåðåìåùåíèé ðÿ-
äîì Ôóðüå â îêðóæíîì íàïðàâëåíèè è ôóíêöèÿìè Áåññåëÿ – â ðàäèàëüíîì. 
Ïîëó÷åííàÿ ñèñòåìà íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ðåøåíà ìåòîäà-
ìè ïðîäîëæåíèÿ. Âïåðâûå ïîêàçàíî, ÷òî îáîëî÷êà èìååò çàêðèòè÷åñêèå íå-
îñåñèììåòðè÷íûå ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ñ íàãðóçêàìè, çíà÷èòåëüíî ìåíüøè-
ìè êàê âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, òàê è íàãðóçîê, ñîîòâåòñòâóþùèõ 
òî÷êàì áèôóðêàöèè. Âûñêàçàíî ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ó÷¸ò ôîðì ýòèõ 
ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ íåïðàâèëüíîñòåé ñôåðè÷åñêîãî 
êóïîëà äîëæåí ïîçâîëèòü ñìîäåëèðîâàòü ðàçáðîñ åãî ýêñïåðèìåíòàëüíî 
íàéäåííûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê. 

 
Ââåäåíèå. Îñíîâíàÿ öåëü ðåøåíèÿ çàäà÷è î çàêðèòè÷åñêîì ïîâåäåíèè 

îáîëî÷åê ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè èõ ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé â óñëîâèÿõ, ïðè 
êîòîðûõ îáîëî÷êà óæå ïîòåðÿëà ñâîþ íåñóùóþ ñïîñîáíîñòü. Ýòè ñîñòîÿíèÿ 
ðàâíîâåñèÿ ÿâëÿþòñÿ íåóñòîé÷èâûìè è â óñëîâèÿõ ýêñïëóàòàöèè êîíñòðóê-
öèè ðåàëèçîâàíû áûòü íå ìîãóò. Îäíàêî çíàíèå ïîëíîé êàðòèíû ïîâåäåíèÿ 
îáîëî÷êè ïîçâîëÿåò ïî-èíîìó âçãëÿíóòü íà ïðîöåññ å¸ äåôîðìèðîâàíèÿ è 
ïîíÿòü òå åãî ÿâëåíèÿ, êîòîðûå ñ ïîçèöèé â òîé 
èëè èíîé ìåðå èäåàëèçèðîâàííûõ ìàòåìàòè÷åñ-
êèõ ìîäåëåé îáîëî÷êè îñòàþòñÿ íåîáúÿñí¸ííûìè. 
Ïðèìåðîì ýòîìó ìîæåò ñëóæèòü ïðîáëåìà ðàñ-
ñîãëàñîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêèõ è ýêñïåðèìåíòàëü-
íûõ äàííûõ ïî êðèòè÷åñêèì íàãðóçêàì äëÿ òîí-
êîñòåííûõ îáîëî÷åê è, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîëîãèõ 
ñôåðè÷åñêèõ êóïîëîâ (ðèñ. 1), êàê íàèáîëåå ïî-
äðîáíî èçó÷åííûõ â ýòîì ïëàíå îáúåêòîâ. 

Èñòîðèÿ ýòîé ïðîáëåìû íàñ÷èòûâàåò ïî÷òè 
100 ëåò. Ïåðâûì ýêñïåðèìåíòàëüíûì èññëåäîâà-
íèåì, â êîòîðîì áûëî îáíàðóæåíî, ÷òî ïðè íåêî-
òîðîì âíåøíåì äàâëåíèè ñôåðè÷åñêàÿ îáîëî÷êà 
îêàçûâàåòñÿ íåóñòîé÷èâîé – íà íåé ïîÿâëÿþòñÿ 
âìÿòèíû, ïî-âèäèìîìó, ÿâëÿåòñÿ ðàáîòà Ê. Áàõà [16] 1902 ãîäà. ×åðåç 
13 ëåò, â 1915 ãîäó, âûõîäèò â ñâåò ïåðâàÿ ðàáîòà â îáëàñòè ðàñ÷¸òà òîíêèõ 
óïðóãèõ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê íà óñòîé÷èâîñòü. Ýòî – äèññåðòàöèÿ Ð. Öîë-
ëè [32]. Â íåé â ëèíåéíîé ïîñòàíîâêå àâòîðîì ïîëó÷åíà ôîðìóëà äëÿ íàè-

ìåíüøåãî êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ 2 1/2 22 3(1 ) ( / )q E h R−= − ν[ ] , ãäå E  – ìîäóëü 

Þíãà ìàòåðèàëà îáîëî÷êè, ν  – êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, h  – òîëùèíà ñòåí-
êè îáîëî÷êè, à R  – å¸ ðàäèóñ. Â 1922 ãîäó Å. Øâåðèíûì [24] áûëà ïðåä-
ïðèíÿòà ïîïûòêà óòî÷íèòü ïðèáëèæåííóþ ôîðìóëó Öîëëè íà îñíîâå òî÷-
íîãî àíàëèòè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ëèíåéíûõ îñåñèììåòðè÷íûõ óðàâíåíèé äëÿ 
íåïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Îäíàêî ïîëó÷èëîñü òàê, ÷òî ôîðìóëà 
Öîëëè áûëà ïîäòâåðæäåíà – ðàñ÷¸òû ïî íåé è ïî ôîðìóëàì Øâåðèíà äàþò 
ðàçëè÷èå â çíà÷åíèÿõ íàèìåíüøåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè òîëüêî â òðåòüåì 
çíàêå. Çíà÷èòåëüíî ïîçäíåå, â 1939 ãîäó, Á. À. Áîëåé è Ý. Ý. Ñåêëåð [21] 
ïðîâåëè òùàòåëüíûé ýêñïåðèìåíò ñ ìåäíîé ïîëóñôåðîé è óñòàíîâèëè, ÷òî 
êðèòè÷åñêîå äàâëåíèå ïî÷òè â ÷åòûðå ðàçà ìåíüøå òåîðåòè÷åñêîãî çíà÷å-
íèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ôîðìóëå Öîëëè. 
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Ïîñëåäóþùèå ãîäû, ïîäðîáíî îïèñàííûå â êíèãàõ [1, 5] è [15], à òàêæå 
â îáçîðàõ [2, 14, 20] è â ìîíîãðàôèè [12], õàðàêòåðèçîâàëèñü, ñ îäíîé ñòîðî-
íû, ïîñòîÿííûì óâåëè÷åíèåì ýêñïåðèìåíòàëüíî ïîëó÷åííîãî ìàòåðèàëà î 
çíà÷åíèÿõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê äëÿ ñôåðè÷åñêèõ îáîëî÷åê, à ñ äðóãîé 
ñòîðîíû – íåñêîí÷àåìûìè ïîïûòêàìè ïîäâåñòè ïîä íèõ òåîðåòè÷åñêóþ 
áàçó. Äëÿ ýòîãî ïðîâîäèëèñü ðàñ÷¸òû ïî ëèíåéíîé òåîðèè, ó÷èòûâàëîñü ìî-
ìåíòíîå íàïðÿæ¸ííî-äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè ïåðåä ïîòåðåé 
óñòîé÷èâîñòè, èñïîëüçîâàëèñü ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíûå óðàâíåíèÿ òåîðèè 
îáîëî÷åê, ðàññìàòðèâàëèñü îáîëî÷êè ñ íà÷àëüíûìè íåñîâåðøåíñòâàìè 
ôîðìû, êîíòóðíûõ óñëîâèé è ñïîñîáîâ íàãðóæåíèÿ, îáîëî÷êè ñ âîçìîæ-
íîñòüþ óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ìàòåðèàëà è ò. ä. Íåêîòîðûì 
èòîãîì ýòîãî ïåðèîäà ìîæåò ñëóæèòü ïîêàçàííîå íà ðèñ. 2 ñîïîñòàâëåíèå 
ýêñïåðèìåíòàëüíî è òåîðåòè÷åñêè ïîëó÷åííûõ çíà÷åíèé êðèòè÷åñêèõ íà-
ãðóçîê ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëîãîé ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè. Çäåñü ïîä 

2 1/2 2 2[3(1 )] /(2 )q qR Eh∗ = − ν  ïîíèìàåòñÿ áåçðàçìåðíîå ïîïåðå÷íîå äàâëåíèå, 

à ïîä 2 1/4 2 1/212(1 ) /( )a Rhµ = − ν[ ] [ ]  – ïàðàìåòð òîíêîñòåííîñòè îáîëî÷êè. 
Ñïëîøíûìè ëèíèÿìè íà ðèñ. 2, îòìå÷åííûìè öèôðàìè 1 è 2, ïîêàçàíà òåî-

ðåòè÷åñêè íàéäåííàÿ çàâèñèìîñòü âåðõíåé q∗
+  è íèæíåé q∗

−  êðèòè÷åñêèõ 
íàãðóçîê îñåñèììåòðè÷íî äåôîðìèðóþùåãîñÿ èäåàëüíî ñôåðè÷åñêîãî êó-
ïîëà îò åãî ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè. Ýòà çàâèñèìîñòü ïîëó÷åíà ðàçíûìè 
àâòîðàìè ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ê. Ìàðãåððà è Ý. Ðåéññíåðà [12]. 
Òî÷êàìè íà ðèñ. 2 îòìå÷åíû çíà÷åíèÿ âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, êîòî-
ðûå âçÿòû èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ ðàáîò ðàçëè÷íûõ èññëåäîâàòåëåé. 
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Рис. 2 

Ïî âñåé âèäèìîñòè, íàáëþäàåìîå íà ðèñ. 2 ðàñõîæäåíèå ýêñïåðèìåí-
òàëüíûõ è òåîðåòè÷åñêèõ ðåçóëüòàòîâ åñòü ñëåäñòâèåì îòêëîíåíèé ðàñ-
ñìàòðèâàåìîãî â ðàñ÷¸òàõ êóïîëà îò ñâîåé èäåàëüíîñòè. Íàèáîëåå ÿâíûì èç 
íèõ ÿâëÿåòñÿ îòêëîíåíèå ôîðìû. Îäíàêî, êàê áûëî îòìå÷åíî â [12], ïîïûò-
êè ó÷åñòü â ðàñ÷¸òàõ ýòè îñîáåííîñòè ðåàëüíîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà íå 
óâåí÷àëèñü óñïåõîì. Ïî ñåé äåíü íå óäàëîñü ñôîðìèðîâàòü íàáîð ïàðàìåò-
ðîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êóïîëà, ñ ïîìîùüþ íåçíà÷èòåëüíîãî âàðüèðî-
âàíèÿ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü âåñü ñïåêòð ýêñïåðèìåíòàëüíî 
íàéäåííûõ çíà÷åíèé âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Â ÷àñòíîñòè, ââåäåíèå 
â ðàñ÷¸ò ðàçóìíûõ, ïî óñìîòðåíèþ èññëåäîâàòåëÿ, îòêëîíåíèé ôîðìû êó-
ïîëà îò ñôåðè÷åñêîé ïîçâîëèëî ïîíèçèòü âåðõíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó 
òîëüêî íà äåñÿòêè ïðîöåíòîâ, à íå â íåñêîëüêî ðàç. 

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ñïîñîáîâ óáåäèòüñÿ â âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè 
ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ê íåñîâåðøåíñòâàì ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïîïûòêó 
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ðåøèòü ïîëíóþ çàäà÷ó î ïðîù¸ëêèâàíèè è çàêðèòè÷åñêîì ïîâåäåíèè ïîëî-
ãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî ïîïåðå÷íîãî äàâëå-
íèÿ â îñåñèììåòðè÷íîé ïîñòàíîâêå. Ïåðâûì â ýòîé îáëàñòè áûë Äæ. Ìåñêîë 
[22], êîòîðûé â 1966 ãîäó â ñâîåé ñòàòüå ïðèâ¸ë ïîëíóþ òðàåêòîðèþ íàãðó-
æåíèÿ êóïîëà ñ ïàðàìåòðîì òîíêîñòåííîñòè 8µ = . Âïîñëåäñòâèè ïîäîáíûå 
çàäà÷è áûëè ðåøåíû â [3] äëÿ ñëó÷àÿ øàðíèðíîãî îïèðàíèÿ êóïîëà è â [9] 
– äëÿ æ¸ñòêî çàùåìëåííîãî êóïîëà. Íà ðèñ. 2 öèôðàìè îò 3 äî 12 ïîêàçàíû 
íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû èç ðàáîòû [9]. Êàê âèäèì, â äèàïàçîíå çíà÷åíèé 
ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè µ  îò 6 äî 8.5 è îò 13 äî 15 ìîæíî ïîíèçèòü 
âåðõíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó êóïîëà, åñëè ââåñòè â ðàñ÷¸ò ìàëóþ íà-
÷àëüíóþ íåïðàâèëüíîñòü, ïðîïîðöèîíàëüíóþ ïðîãèáó êóïîëà, õàðàêòåðíîìó 
äëÿ êðèâûõ 4 è 6. Îäíàêî ýòî ïîíèæåíèå êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè, ïî âñåé 
âèäèìîñòè, îñòàíåòñÿ â ðàìêàõ ðàíåå äîñòèãíóòûõ äåñÿòêîâ ïðîöåíòîâ. 

Äðóãèì ñïîñîáîì ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé ïðîáëåìû ñòàëî èçó÷åíèå 
ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî ïîâåäåíèÿ êóïîëà ñ ó÷¸òîì åãî íåîñåñèììåò-
ðè÷íîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ. Ïåðâîé ðàáîòîé â ýòîì íàïðàâëåíèè ñòàëà ñòà-
òüÿ Ý. È. Ãðèãîëþêà [4] 1960 ãîäà. Â íåé ìåòîäîì Áóáíîâà – Ïàïêîâè÷à ñ 
äâóõ÷ëåííîé àïïðîêñèìàöèåé ïðîãèáà â ðàäèàëüíîì íàïðàâëåíèè è ðÿäîì 
Ôóðüå – â îêðóæíîì áûëè ðåøåíû óðàâíåíèÿ Ìàðãåððà äëÿ æ¸ñòêî çà-
ùåìëåííîãî êóïîëà, íàõîäÿùåãîñÿ ïîä äåéñòâèåì ðàâíîìåðíîãî ïîïåðå÷íî-
ãî äàâëåíèÿ. Â òîì æå ãîäó ýòà ðàáîòà áûëà äîëîæåíà íà ñèìïîçèóìå ïî 
òåîðèè òîíêèõ óïðóãèõ îáîëî÷åê â Äåëüôòå (Ãîëëàíäèÿ) [18]. ×åðåç äâà ãî-
äà ïîñëå ýòîãî âûøëè â ñâåò ðàáîòû [17, 23] è [28], ãäå àâòîðû ïðèâåëè ðå-
çóëüòàòû ðàñ÷¸òà íåîñåñèììåòðè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê äëÿ òàêîãî æå 
êóïîëà. Îäíàêî äîñòîâåðíîñòü ýòèõ ðåçóëüòàòîâ âûçâàëà ñîìíåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè íåîñåñèììåòðè÷íîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè 
îêàçàëèñü ëèáî áîëüøå âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè îñåñèììåòðè÷íîé 
ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè îáîëî÷êè, ëèáî ñóùåñòâåííî ìåíüøå íå¸. Òîëüêî â 
1963 ãîäó Õóàíó [19] óäàëîñü ïîëó÷èòü äîñòîâåðíûå çíà÷åíèÿ íåîñåñèììåò-
ðè÷íûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê äëÿ èäåàëüíîãî, æ¸ñòêî çàäåëàííîãî ïî êîí-
òóðó ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà, õîòÿ îí òîæå îêàçàëñÿ íåçàñòðàõîâàí-
íûì îò îøèáêè. Êàê áûëî ïîêàçàíî â [6], èç-çà óïðîùåííîãî îïèñàíèÿ ðàäè-
àëüíûõ è îêðóæíûõ óñèëèé Õóàí ïîëó÷èë çàâûøåííóþ àñèìïòîòè÷åñêóþ 
îöåíêó íàèìåíüøåãî êðèòè÷åñêîãî äàâëåíèÿ äëÿ òîíêîé îáîëî÷êè ñ áîëü-
øèì êîëè÷åñòâîì âîëí ïî îêðóæíîñòè. Îäíàêî ýòà îøèáêà íå ïîâëèÿëà íà 
åãî îñíîâíûå ðåçóëüòàòû, êîòîðûå áûëè ïîëó÷åíû ÷èñëåííî. Íàéäåííûå èì 
êðèòè÷åñêèå íàãðóçêè ñîîòâåòñòâóþò òî÷êàì áèôóðêàöèè íà òðàåêòîðèè 
íàãðóæåíèÿ îñåñèììåòðè÷íî äåôîðìèðóþùåéñÿ îáîëî÷êè. Â íèõ êóïîë, íà-
õîäÿñü â óñëîâèÿõ îñåñèììåòðè÷íîãî ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîãî, ìîìåíò-
íîãî íàïðÿæ¸ííî-äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîÿíèÿ, âûçâàííîãî ðàâíîìåðíûì 
ïîïåðå÷íûì äàâëåíèåì, ïîëó÷àåò âîçìîæíîñòü äåôîðìèðîâàòüñÿ ñîîòâåòñò-
âåííî ñ îäíîé, äâóìÿ, òðåìÿ è ò. ä. âîëíàìè ïî îêðóæíîñòè. Çíà÷åíèÿ ýòèõ 
íàãðóçîê íåñêîëüêî ìåíüøå âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. Êðèâàÿ, ïîêà-
çûâàþùàÿ çàâèñèìîñòü âåëè÷èíû íàèìåíüøåé íåîñåñèììåòðè÷íîé êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè îò ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè, îòìå÷åíà íà ðèñ. 2 çíà÷åíè-
ÿìè 2,n =  3, ,10 , ãäå n  îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî âîëí ïî îêðóæíîñòè êóïî-
ëà, ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîé íàãðóçêå. 

Ïðèåìëåìûé êîìïðîìèññ ìåæäó ðàñ÷¸òíûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè 
äàííûìè áûë íàéäåí Ñ. ßìàäîé, Ê. Ó÷èÿìîé è Ì. ßìàäîé, êîòîðûå ñíà÷àëà 
ïûòàëèñü äîñòè÷ü èõ ñîãëàñîâàííîñòè ïîñðåäñòâîì ââåäåíèÿ âûáðàííîé ïî 
ñîáñòâåííîìó óñìîòðåíèþ îñåñèììåòðè÷íîé è íåîñåñèììåòðè÷íîé íà÷àëü-
íîé íåïðàâèëüíîñòè ôîðìû îáîëî÷êè [25, 26]. Ñóòü ýòîãî ïîäõîäà çà-
êëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì. 

Ïðè âûïîëíåíèè ýêñïåðèìåíòîâ, îïèñàííûõ â [29] è [30], ïîìèìî ïðî-
ãèáîâ îáîëî÷êè è ñîîòâåòñòâóþùèõ èì íàãðóçîê, àâòîðû çàìåðèëè íà÷àëü-
íûé ïðîãèá êàæäîé íåíàãðóæåííîé îáîëî÷êè, êîòîðûé ïîÿâëÿëñÿ ïîñëå å¸ 
çàêðåïëåíèÿ íà èñïûòàòåëüíîì ñòåíäå è ïðåäñòàâëÿë ñîáîé ñëó÷àéíóþ íå-
îñåñèììåòðè÷íóþ ôóíêöèþ. Ýòè äàííûå î íà÷àëüíîì ïðîãèáå îáîëî÷êè, êî-
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òîðûé àïïðîêñèìèðîâàëñÿ êîíå÷íûìè ñóììàìè â âèäå ïîëèíîìîâ ïî ðàäèó-
ñó è êîñèíóñàìè – ïî îêðóæíîé êîîðäèíàòå îáîëî÷êè â [27, 31], èñïîëüçîâà-
ëèñü â ðàñ÷¸òàõ ïðîöåññà èçíà÷àëüíî íåîñåñèììåòðè÷íîãî äåôîðìèðîâàíèÿ 
îáîëî÷êè ñ å¸ ïðîù¸ëêèâàíèåì è ïîñëåäóþùèì ïîëíûì âûâîðà÷èâàíèåì. Â 
ðåçóëüòàòå áûëà ïîëó÷åíà âûñîêàÿ ñòåïåíü ñîãëàñîâàííîñòè òåîðåòè÷åñêèõ 
è ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé âåðõíåé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. 

Ñâîèìè èññëåäîâàíèÿìè Ñ. ßìàäà, Ê. Ó÷èÿìà è Ì. ßìàäà ïîäòâåðäèëè 
ïðàâîìåðíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ óðàâíåíèé Ìàðãåððà äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà 
äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê â óñëîâèÿõ êîíå÷íûõ ïðîãèáîâ, èõ ïðî-
ù¸ëêèâàíèÿ è çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Îíè ïîäòâåðäèëè ïðåäïîëîæåíèå 
î âûñîêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ê íà÷àëüíûì 
íåïðàâèëüíîñòÿì, íî íå óêàçàëè íà ïðè÷èíû òàêîé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. À 
îíà, ïî âñåé âèäèìîñòè, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñôåðè÷åñêèå îáîëî÷êè îáëàäàþò 
èçáèðàòåëüíîé ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ê íà÷àëüíûì íåñîâåðøåíñòâàì. Îáîëî÷êà 
â áîëüøåé ñòåïåíè ðåàãèðóåò íà âèä íà÷àëüíîé íåïðàâèëüíîñòè, à íå íà å¸ 
âåëè÷èíó. 

Íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ ïðîäîëæåíèåì ðàáîò 1960-õ ãîäîâ ïî èñ-
ñëåäîâàíèþ ÿâëåíèÿ íåîñåñèììåòðè÷íîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè ïîëîãèõ ñôå-
ðè÷åñêèõ îáîëî÷åê â óñëîâèÿõ êîíå÷íûõ ïðîãèáîâ. Å¸ öåëü ñîñòîèò â ðåøå-
íèè ïîëíîé çàäà÷è î ãåîìåòðè÷åñêè íåëèíåéíîì äåôîðìèðîâàíèè èäåàëü-
íîãî ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ñ ó÷¸òîì âîçìîæíîñòè åãî íåîñåñèììåò-
ðè÷íîé ïîòåðè óñòîé÷èâîñòè è â íàõîæäåíèè òåõ ôîðì íà÷àëüíîé íåïðà-
âèëüíîñòè, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî áûëî áû ïîëó÷èòü âåñü äèàïàçîí 
ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåííûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê. 

1. Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êóïîëà. Ñðåäè ñóùåñòâóþùèõ ñïîñîáîâ 
ïðåäñòàâëåíèÿ íåîñåñèììåòðè÷íûõ äåôîðìàöèé ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êó-
ïîëà êîíå÷íûõ ïðîãèáîâ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ â ïîëÿðíîé ñèñòåìå êî-
îðäèíàò r  è θ , íàèáîëåå ïðîñòûì, ïðîâåðåííûì è äîñòàòî÷íî òî÷íûì ÿâ-
ëÿåòñÿ ñïîñîá, îñíîâàííûé íà êâàäðàòè÷íîì çàêîíå îïèñàíèÿ äåôîðìàöèé 
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ϑ∂ ∂ ∂ = + − + = − + ∂θ ∂ ∂θ

æ , 

ãäå ,  ,  ,  ,  rr r rr re e eθ θθ θæ æ  è θθæ  – äåôîðìàöèè è êðèâèçíû ñðåäèííîé ïî-

âåðõíîñòè êóïîëà; u  è v  – ðàäèàëüíûå è îêðóæíûå ïåðåìåùåíèÿ òî÷åê 
ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà; w  – ïðîãèá; /r w rϑ = − ∂ ∂  è /( )w rθϑ = − ∂ ∂θ  

– óãëû ïîâîðîòà íîðìàëè ê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà â ðàäèàëüíîì è 
â îêðóæíîì íàïðàâëåíèÿõ. 

Èç ýòèõ äåôîðìàöèîííûõ ñîîòíîøåíèé ñ èñïîëüçîâàíèåì çàêîíà Ãóêà 
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå âûðàæåíèÿ äëÿ ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè 
êóïîëà è ðàáîòû ïðèëîæåííîãî ê íåìó ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ: 
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 2 2 22 (1 )rr rr rD r dr dθθ θ θθ
+ + ν + − ν + θ


æ æ æ æ æ[ ] , (1) 

 
2

0 0

a

A q w r dr d
π

= θ∫ ∫ , (2) 

ãäå 3 2/ 12(1 )D Eh= − ν[ ] – öèëèíäðè÷åñêàÿ æ¸ñòêîñòü êóïîëà, à B =  
2/(1 )Eh= − ν  – åãî æåñòêîñòü íà ðàñòÿæåíèå-ñæàòèå. 
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Ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìàöèè êóïîëà è ðàáîòà ïðèëîæåííîãî ê 
íåìó ïîïåðå÷íîãî äàâëåíèÿ ïîñðåäñòâîì ïîäñòàíîâêè èõ â âàðèàöèîííîå 
óðàâíåíèå Ëàãðàíæà 

 ( ) 0Aδ Π − =  (3) 

ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü äëÿ íåãî óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ Ìàðãåððà 

 2 2 2
2( , ) 0

2
Eh EhF w N F w
R

∇ ∇ + ∇ + = ,  

 2 2 2
2

1 ( , ) ,        0 ,      0 2D w F N F w q r a
R

∇ ∇ − ∇ − = − ≤ ≤ ≤ θ ≤ π , (4) 

è ñîîòâåòñòâóþùèå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñëó÷àÿ æ¸ñòêîé çàäåëêè ïî 
êîíòóðó: 

 0,  ,  ,  , ,  r ru v w Qϑ     îãðàíè÷åíû ïðè 0r = , 

 0ru v w= = = ϑ =   ïðè  r a= , (5) 

ãäå 2∇  – îïåðàòîð Ëàïëàñà, 2N  – íåëèíåéíûé äèôôåðåíöèàëüíûé îïåðà-
òîð âòîðîãî ïîðÿäêà: 
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; 

F  – ñèëîâàÿ ôóíêöèÿ Ýðè, ñâÿçàííàÿ ñ óäåëüíûìè íîðìàëüíûìè è ñäâèãî-
âûìè óñèëèÿìè ñëåäóþùèìè ñîîòíîøåíèÿìè: 

 
2 2 2
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1 1 1 1,       ,       rr r
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θ θθ
∂ ∂ ∂ ∂ ∂   = + = − =   ∂ ∂θ ∂ ∂θ   ∂θ ∂

; 

0
rQ  – îáîáùåííàÿ ðàäèàëüíàÿ óäåëüíàÿ ïîïåðå÷íàÿ ñèëà: 

 0 2 1(1 )r rr r r
wQ D w N N

r r r θ θ
 ∂ ∂ ∂ = − ∇ + − ν + ϑ + ϑ  ∂ ∂ ∂θ  

. 

Îäíèì èç ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è î êîíå÷íûõ ïðîãèáàõ ïîëîãîãî ñôåðè-
÷åñêîãî êóïîëà ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Ðýëåÿ – Ðèòöà. Äëÿ åãî ðåàëèçàöèè ïåðåìå-
ùåíèÿ òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà ïðåäñòàâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëü-
íûìè ñóììàìè 

 
(s) (as)

(s) (as) (as)

1 1

( ) ( ) cos ( )
K K

i i i i i
i i

u U u U u n
= =

= ρ + ρ θ∑ ∑ , 

 
(as)

(as) (as)

1

( ) sin ( ),       /
K

i i i
i

v V v n r a
=

= ρ θ ρ =∑ , 

 
(s) (as)

(s) (s) (as) (as)

1 1

( ) ( ) cos ( )
K K

i i i i i
i i

w W w W w n
= =

= ρ + ρ θ∑ ∑ , (6) 

ãäå ñëàãàåìûå ñ èíäåêñîì « (s) » îáîçíà÷àþò îñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþ-
ùèå ðåøåíèÿ, à ñ èíäåêñîì « (as) » – íåîñåñèììåòðè÷íûå; íîìåðà íåîñåñèì-

ìåòðè÷íûõ ãàðìîíèê in  çàäàþòñÿ çàðàíåå; (s) (as) (as) (s),  ,  ,  i i i iU U V W  è (as)
iW  – 

èñêîìûå îáîáù¸ííûå ïåðåìåùåíèÿ, à áàçèñíûå ôóíêöèè (s) (as)( ),  ( )i iu uρ ρ , 
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(as) (s)( ),  ( )i iv wρ ρ  è (as) ( )iw ρ , èñõîäÿ èç ñòðóêòóðû óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ êó-
ïîëà (4) è ãðàíè÷íûõ óñëîâèé (5) çàäà÷è, ïðåäñòàâëÿþòñÿ ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: 

 (s) (s) (s) (as) (as) (as)
1 1( ) ( ),              ( ) ( )i i i i i n ii

u A J u A J +ρ = ν ρ ρ = ν ρ , 

 (as) (as) (as) (s) (s) (s) (s) (s)
1 0 0( ) ( ),         ( ) ( ) ( )i i n i i i i i ii

v B J w C J b I+ρ = µ ρ ρ = ω ρ − ω ρ[ ] , 

 (as) (as) (as) (as) (as)( ) ( ) ( )i i n i i n ii i
w C J b Iρ = ω ρ − ω ρ[ ] . 

Çäåñü nJ  – ôóíêöèè Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà n -ãî ïîðÿäêà, nI  – ìîäèôèöè-

ðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Áåññåëÿ ïåðâîãî ðîäà n -ãî ïîðÿäêà, à ïîñòîÿííûå (s)
iA , 

(s) (s) (as) (as) (as),  ,  ,  ,  i i i i iC b A B C  è (as)
ib  è êîýôôèöèåíòû (s) (s) (as) (as),  ,  ,  i i i iν ω ν µ  è 

(as)
iω  îïðåäåëÿþòñÿ èç ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. 

Ñ ïåðåìåùåíèÿìè êóïîëà â âèäå (6) ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ äåôîðìà-
öèè ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà (1) è ðàáîòà âíåøíåé íàãðóçêè (2), ïîñëå 
âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé èíòåãðèðîâàíèÿ, çàïèñûâàþòñÿ â âèäå êîíå÷íûõ 
ñóìì, àðãóìåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûå ïåðåìåùåíèÿ êóïîëà 

(s) (as) (as) (s),  ,  ,  i i i iU U V W  è (as)
iW . Äàëüíåéøàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà Ðýëåÿ – 

Ðèòöà ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ îáîëî÷êè îòíîñèòåëüíî 
îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé. Äëÿ ýòîãî ïîòåíöèàëüíóþ ýíåðãèþ äåôîðìàöèè 
Π  è ðàáîòó âíåøíåé íàãðóçêè A  â âèäå êîíå÷íûõ ñóìì ïîäñòàâëÿåì â 
óðàâíåíèå Ëàãðàíæà (3). Îòñþäà ïîëó÷àåì ñèñòåìó íåëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé, èìåþùóþ â ìàòðè÷íîé ôîðìå âèä 

 ( ) =f x 0 . (7) 

Çäåñü ïîä 1 2 max
( , , , )NF F F=f    èìååì â âèäó âåêòîð, ñîñòàâëåííûé èç 

÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ ïîëíîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè äåôîðìàöèè îáîëî÷êè 

Ý A= Π −  ïî ïåðåìåùåíèÿì (s) (s) (s),  , 1,i iU W i K= , è (as) (as) (as),  ,  i i iU V W , 

(as) (s) (as)
max1, ,  2 3i K N K K= = + , à âåêòîð x  â ñîîòâåòñòâèè ñ èäååé î ðàâ-

íîïðàâèè ïåðåìåííûõ ðåøåíèÿ ñîñòàâëåí èç îáîáùåííûõ ïåðåìåùåíèé, ê 
÷èñëó êîòîðûõ äîáàâëåíà áåçðàçìåðíàÿ ïîïåðå÷íàÿ íàãðóçêà: 

 
(s) (s)

(s) (s)(s) (s) (s) (s)
1 1 2 2,  ,  ,  ,  ,  ,  

K K
U W U W U W=x ( , 

 
(as) (as) (as)

(as) (as) (as)(as) (as) (as) (as) (as) (as)
1 1 1 2 2 2,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,  ,

K K K
U V W U V W U V W q∗ ) . 

Ðåøåíèå ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7), ïîðÿäîê 
êîòîðîé ñ ýòîãî ìåñòà äëÿ óïðîùåíèÿ çàïèñè ïðèíèìàåì ðàâíûì n , ñòðîèì 
ìåòîäîì íåïðåðûâíîãî ïðîäîëæåíèÿ, îñíîâó êîòîðîãî ñîñòàâëÿåò ÷èñëåííîå 
ðåøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåé åé çàäà÷è Êîøè ñ íóëåâûìè íà÷àëüíûìè óñëî-
âèÿìè, îïèñûâàþùèìè íåíàãðóæåííîå ñîñòîÿíèå îáîëî÷êè. Äëÿ ýòîãî âäàëè 
îò òî÷åê áèôóðêàöèè, àíàëîãè÷íî [8], íà êàæäîì øàãå ïî ïàðàìåòðó λ , 
áëèçêîìó ê äëèíå òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ, ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé 

 =J b , (8) 

ãäå J  – ðàñøèðåííûé è äîïîëíåííûé ÿêîáèàí ñèñòåìû íåëèíåéíûõ 
àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7);   – âåêòîð ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ x ; b  – 
âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé: 
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1,1 1, 1, 1 1

,1 , , 1

1, 1 , 1 1

0

,       ,        
0

 

n n

n n n n n n

n n n n

F F F

F F F

F F b

+

+

+ + +

ϕ

= = =
ϕ

ε ϕ

J b



     





 . 

Ýëåìåíòû ÿêîáèàíà J  âû÷èñëÿåì êàê ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ëåâûõ ÷àñòåé 
ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7) ïî àðãóìåíòàì 

ðåøåíèÿ, â ÷èñëî êîòîðûõ âêëþ÷åíà áåçðàçìåðíàÿ íàãðóçêà q∗ . Ïàðàìåòð 
ε  ñèñòåìû (8) âûáèðàåì èç óñëîâèÿ íàèëó÷øåé îáóñëîâëåííîñòè ÿêîáèàíà 
ýòîé ñèñòåìû, à ïàðàìåòð b  – èç óñëîâèÿ áëèçîñòè âåêòîðà ïðîäîëæåíèÿ 
ðåøåíèÿ   ê íîðìèðîâàííîìó: 1= . Â ðåçóëüòàòå âåêòîð  , ÿâëÿ-
þùèéñÿ, ñ ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, êàñàòåëüíûì âåêòîðîì ê òðàåê-
òîðèè íàãðóæåíèÿ, ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé íîðìàëüíîé 
ñèñòåìû îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé 

 ( )d
d

=
λ
x x , (9) 

÷èñëåííîå ðåøåíèå êîòîðîé äàåò êîîðäèíàòû òî÷åê òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ 
êóïîëà. 

Äëÿ êîìïåíñàöèè ïîãðåøíîñòè â îïðåäåëåíèè âåêòîðà x , íàêàïëèâàþ-
ùåéñÿ â ïðîöåññå ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé ïðîäîëæåíèÿ (9), 
âäàëè îò òî÷åê áèôóðêàöèè èñïîëüçóåì ìåòîä äèñêðåòíîãî ïðîäîëæåíèÿ 
[7]. Åãî îñíîâîé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Íüþòîíà, ðåàëèçîâàííûé äëÿ ðàñøèðåííîãî 
ïðîñòðàíñòâà ïåðåìåííûõ. Êàæäóþ èòåðàöèþ ìåòîäà Íüþòîíà â ñîîòâåòñò-
âèè ñ [7] îðãàíèçóåì ïîñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ àëãåáðàè-
÷åñêèõ óðàâíåíèé âèäà 

 0∆ =J x f , 

ãäå ∆ x  – âåêòîð íåâÿçîê ðåøåíèÿ, à 0f  – ðàñøèðåííûé âåêòîð ëåâûõ ÷àñ-

òåé ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé (7): 

 1 1 0 1( , ,  ,  ) ,          ( , ,  ,  0)n n nx x x F F+∆ = ∆ ∆ ∆ =x f   . 

Â îêðåñòíîñòè òî÷åê áèôóðêàöèè ñèñòåìà ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé (8) ÿâëÿåòñÿ ïëîõî îáóñëîâëåííîé, à â ñàìîé òî÷êå áèôóðêàöèè 
– âûðîæäåííîé. Âû÷èñëèòü âåêòîð ïðîäîëæåíèÿ   è ïîëó÷èòü ðåøåíèå 
ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9) íåëüçÿ. Ïîýòîìó â ýòîé ñèòóà-
öèè ïðèìåíÿåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà ïðîäîëæåíèÿ [10]. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ 
â òîì, ÷òî âåêòîð ïðîäîëæåíèÿ   – âåêòîð ïðàâûõ ÷àñòåé ñèñòåìû (9), â 
îêðåñòíîñòè òî÷êè áèôóðêàöèè è â íåé ñàìîé èùåòñÿ êàê ëèíåéíàÿ êîìáè-
íàöèÿ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ àëãåáðàè÷åñêîé çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ 

 = ωJ  . (10) 

Â ðàáîòå [10] ïîêàçàíî, ÷òî ñîáñòâåííûå âåêòîðû ýòîé çàäà÷è, èìåþùèå 
íóëåâóþ ( 1n + )-þ ñîñòàâëÿþùóþ, ÿâëÿþòñÿ áèôóðêàöèîííûìè è ñ èõ ïî-
ìîùüþ ìîæíî ïðîäîëæèòü ðåøåíèå èç òî÷êè áèôóðêàöèè ïî ëþáîé âû-
áðàííîé âåòâè. Îñòàëüíûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû îòâå÷àþò çà ôîðìèðîâàíèå 
âåêòîðà ïðîäîëæåíèÿ ïî îñíîâíîé âåòâè òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ, è ïðîöåññ 
ïðîäîëæåíèÿ ðåøåíèÿ îïÿòü ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è Êîøè äëÿ ñèñòå-
ìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (9). 

Óòî÷íåíèå ðåøåíèÿ â îêðåñòíîñòè òî÷åê áèôóðêàöèè, êàê è åãî ïðî-
äîëæåíèå, ïðîèçâîäèòñÿ ïî îòäåëüíîìó àëãîðèòìó [11], ïîñòðîåííîìó íà 
ðåøåíèè çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ (10). Ñ ïîìîùüþ å¸ ñîáñòâåííûõ 
âåêòîðîâ â çàâèñèìîñòè îò òîãî, ãäå ïðîèçâîäèòñÿ óòî÷íåíèå: íà îñíîâíîé 
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âåòâè òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ èëè íà áèôóðêàöèîííîé, íà êàæäîé èòåðà-
öèè ìåòîäà Íüþòîíà ïî îïðåäåëåííîé ìåòîäèêå ñòðîèòñÿ óòî÷íÿþùèé ðå-
øåíèå âåêòîð íåâÿçîê ∆ x . 

2. Àíàëèç çàêðèòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êóïîëà. Èäåàëüíûé ïîëîãèé ñôå-
ðè÷åñêèé êóïîë ÿâëÿåòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé îáîëî÷êîé. Åãî íàãðóæåíèå îñå-
ñèììåòðè÷íîé íàãðóçêîé – ðàâíîìåðíûì ïîïåðå÷íûì äàâëåíèåì, âûçûâàåò 
â í¸ì ñíà÷àëà òîëüêî îñåñèììåòðè÷íûå äåôîðìàöèè. Òðàåêòîðèÿ íàãðóæå-
íèÿ òàêîãî êóïîëà ñ ïàðàìåòðîì òîíêîñòåííîñòè 6µ =  (÷òî ìîæåò ñîîòâåò-

ñòâîâàòü 0/ 100,  19R h = ϕ = °  è 0.3ν = ) ðàâíîìåðíûì ïîïåðå÷íûì äàâëå-

íèåì ïîêàçàíà íà ðèñ. 3. Íà íåé ïðèñóòñòâóåò ëèíåéíûé ó÷àñòîê è ó÷àñòîê 
íåëèíåéíîãî äåôîðìèðîâàíèÿ, íà êîòîðîì åñòü äâå ïðåäåëüíûå òî÷êè: B  è 
H . Ýòè òî÷êè ðàçäåëÿþò îñåñèììåòðè÷íóþ òðàåêòîðèþ íàãðóæåíèÿ íà 
óñòîé÷èâûå è íåóñòîé÷èâûé ó÷àñòêè. Ó÷àñòêè 0B  è ñïðàâà îò òî÷êè H  ÿâ-
ëÿþòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê, ñîîòâåòñòâóþùèõ óñòîé÷èâûì ñîñòî-
ÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ êóïîëà, à ó÷àñòîê BH  – åãî íåóñòîé÷èâûì ñîñòîÿíèÿì 
ðàâíîâåñèÿ. Èñõîäíàÿ ôîðìà íåäåôîðìèðîâàííîãî êóïîëà (òî÷êà 0) è ôîð-
ìû äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà â òî÷êàõ B  è H  ïîêàçàíû íà 

ðèñ. 4, ãäå z∗  – àïïëèêàòà òî÷åê ñðåäèííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà, îòíåñ¸ííàÿ 
ê åãî òîëùèíå. Â òî÷êå B  êóïîë òåðÿåò óñòîé÷èâîñòü ïðîù¸ëêèâàíèåì, îíà 
îïðåäåëÿåò âåðõíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó. Â òî÷êå B  êóïîë èìååò ñîñòî-
ÿíèå áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ è ïðè ìàëåéøåì óâåëè÷åíèè íàãðóçêè 
õëîïêîì ïåðåõîäèò â íîâîå óñòîé÷èâîå ñîñòîÿíèå, îïèñûâàåìîå òî÷êîé, íà-
õîäÿùåéñÿ íà òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ ñïðàâà îò òî÷êè H  è èìåþùåé òó 
æå îðäèíàòó, ÷òî òî÷êà B . Åñëè êóïîë ïîä äåéñòâèåì íàãðóçêè ïðîù¸ëê-
íóë è íàõîäèòñÿ â óñòîé÷èâîì ñîñòîÿíèè ðàâíîâåñèÿ, îïèñûâàåìîì òî÷êàìè 
ñïðàâà îò òî÷êè H , òî ïî ìåðå ñíÿòèÿ íàãðóçêè òî÷êà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ 
ñîñòîÿíèþ ðàâíîâåñèÿ êóïîëà, áóäåò «îïóñêàòüñÿ» ïî òðàåêòîðèè íàãðóæå-
íèÿ ê òî÷êå H . Ýòà òî÷êà îïðåäåëÿåò íèæíþþ êðèòè÷åñêóþ íàãðóçêó êó-
ïîëà. Â íåé êóïîë îïÿòü ïðèîáðåò¸ò ñîñòîÿíèå áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ è 
ïðè äàëüíåéøåì óìåíüøåíèè íàãðóçêè âûùåëêíåò è âåðí¸òñÿ ê ôîðìå, 
áëèçêîé ê ïåðâîíà÷àëüíîé – íåíàãðóæåííîé, îïèñûâàåìîé òî÷êîé íà ó÷àñò-
êå 0B  òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ ñ îðäèíàòîé, ðàâíîé îðäèíàòå òî÷êè H . 
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 Рис. 3 

Êðîìå ïðåäåëüíûõ òî÷åê B  è H , íà òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ êóïîëà 
ïðèñóòñòâóþò òî÷êè áèôóðêàöèè 1 2 3 4 1 2 3,  ,  ,  ,  ,  ,  H H H H K K K  è 4K  (ðèñ. 3). 
Ýòî ãîâîðèò î òîì, ÷òî ïðè äåéñòâèè îñåñèììåòðè÷íîé íàãðóçêè êóïîë ìî-
æåò äåôîðìèðîâàòüñÿ íåîñåñèììåòðè÷íî. Âî âñåõ ýòèõ òî÷êàõ îí èìååò 
îñåñèììåòðè÷íûå ñîñòîÿíèÿ áåçðàçëè÷íîãî ðàâíîâåñèÿ. Â òî÷êàõ 1 2,  H H , 

3H  è 4H  ïðîèñõîäèò ýéëåðîâà ïîòåðÿ óñòîé÷èâîñòè êóïîëà ñ îáðàçîâàíèåì 
ñîîòâåòñòâåííî îäíîé, äâóõ, òð¸õ è ÷åòûð¸õ âîëí ïî îêðóæíîñòè. Íàëè÷èå 
àíàëîãè÷íûõ òî÷åê 1 2 3,  ,  K K K  è 4K  íà íåóñòîé÷èâîì ó÷àñòêå òðàåêòîðèè 
BH  ñâèäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî â íèõ, íàðÿäó ñ íåóñòîé÷èâûì îñåñèììåò-
ðè÷íûì íàïðÿæ¸ííî-äåôîðìèðîâàííûì ñîñòîÿíèåì, îáîëî÷êå ïðèñóùè íå-

    

 точка  0 точка  B точка  H 

Рис. 4 
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óñòîé÷èâûå íåîñåñèììåòðè÷íûå 
íàïðÿæåííî-äåôîðìèðîâàííûå 
ñîñòîÿíèÿ ñîîòâåòñòâåííî ñ îä-
íîé, äâóìÿ, òðåìÿ è ÷åòûðüìÿ 
âîëíàìè ïî îêðóæíîñòè. Èç 
ýòèõ òî÷åê âûõîäÿò áèôóðêà-
öèîííûå âåòâè òðàåêòîðèè íà-
ãðóæåíèÿ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ 
ãåîìåòðè÷åñêèì ìåñòîì òî÷åê 
íåóñòîé÷èâûõ íåîñåñèììåòðè÷-
íûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ 
êóïîëà. Ýòè âåòâè ïîêàçàíû íà 
ðèñ. 5. Êàæäàÿ èç íèõ, çà èñ-
êëþ÷åíèåì âåòâè, ñîîòâåòñòâó-
þùåé ñîñòîÿíèÿì ðàâíîâåñèÿ ñ 
îäíîé âîëíîé ïî îêðóæíîñòè, 
íà÷èíàåòñÿ â òî÷êàõ 2 3,  H H  è 

4H  è çàêàí÷èâàåòñÿ â òî÷êàõ 

2 3,  K K  è 4K . Áèôóðêàöèîííàÿ 
âåòâü, îïèñûâàþùàÿ íàïðÿæ¸ííî-äåôîðìèðîâàííûå ñîñòîÿíèÿ ñ îäíîé âîë-
íîé ïî îêðóæíîñòè, ñîñòîèò èç äâóõ ÷àñòåé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ íà÷èíàåòñÿ 
íà îñåñèììåòðè÷íîé ÷àñòè òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ â òî÷êàõ 1H  è 1K  è çà-

êàí÷èâàåòñÿ â òî÷êå 13K  íà áèôóðêàöèîííîé âåòâè, ñîåäèíÿþùåé òî÷êè 

3H  è 3K . Ôîðìû äåôîðìèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè êóïîëà â òî÷êàõ áèôóðêà-
öèîííûõ âåòâåé òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ ïîêàçàíû íà ðèñ. 6–9. 

Ïðè âûõîäå èç êàæäîé òî÷êè áèôóðêàöèè íà óñòîé÷èâîì ó÷àñòêå îñå-
ñèììåòðè÷íîé òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ 0B  íà îñåñèììåòðè÷íûå äåôîðìà-
öèè êóïîëà íàêëàäûâàþòñÿ íåîñåñèììåòðè÷íûå, êîòîðûå ïî ìåðå óäàëåíèÿ 
îò òî÷êè áèôóðêàöèè ïðèîáðåòàþò âñ¸ áîëåå çàìåòíûé õàðàêòåð. Îäíàêî 
ïðè ïðèáëèæåíèè ê òî÷êàì áèôóðêàöèè íà íåóñòîé÷èâîì ó÷àñòêå îñåñèì-
ìåòðè÷íîé òðàåêòîðèè íàãðóæåíèÿ BH  íåîñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå 
äåôîðìèðîâàíèÿ èñ÷åçàþò, è â ñàìîé òî÷êå áèôóðêàöèè ôîðìà êóïîëà ñòà-
íîâèòñÿ îñåñèììåòðè÷íîé. Ýòî ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ áèôóðêàöèîííûõ âåò-
âåé, êðîìå âåòâåé, âûõîäÿùèõ èç òî÷åê 1H  è 1K . Ïðè âûõîäå èç ýòèõ òî÷åê 
ó êóïîëà ïîÿâëÿþòñÿ íåîñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ñ îäíîé âîëíîé ïî 
îêðóæíîñòè. Îäíàêî ïðè çíà÷åíèÿõ ïðîãèáà â ïîëþñå êóïîëà, ðàâíûõ 
0.6÷0.7 îò òîëùèíû, íà íåîñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ñ îäíîé âîëíîé 
ïî îêðóæíîñòè íà÷èíàþò íàêëàäûâàòüñÿ ñîñòàâëÿþùèå ñ òðåìÿ âîëíàìè è 
áèôóðêàöèîííûå âåòâè, âìåñòî òîãî, ÷òîáû ñîåäèíèòüñÿ, ïîâîðà÷èâàþò â 
ñòîðîíó íåóñòîé÷èâîãî ó÷àñòêà îñåñèììåòðè÷íîé òðàåêòîðèè. Ïðè ýòîì íå-
îñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå ñ òðåìÿ âîëíàìè ïî îêðóæíîñòè ïðèîáðå-
òàþò îïðåäåëÿþùèé õàðàêòåð, ïîäàâëÿÿ íåîñåñèììåòðè÷íûå ñîñòàâëÿþùèå 
ñ îäíîé âîëíîé. Â ðåçóëüòàòå ïðè ïîäõîäå ê òî÷êå áèôóðêàöèè 13K  êóïîë 
èìååò ôîðìó, êîòîðàÿ õàðàêòåðíà äëÿ âåòâè ñ òðåìÿ âîëíàìè ïî îêðóæíîñ-
òè (ðèñ. 7, 8). 

         

 точка 2H  точка  21   точка  22  точка 23 точка 2K  

Рис. 6 
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 точка 3H  точка 31 точка 32  точка 33 точка 3K  

Рис. 7 

 

     

 точка 1H  точка 11 точка 12 точка 13 точка 13K  

     

 точка 1K  точка 14 точка 15  точка 16 точка 13K  

Рис. 8 
 

     

 точка 4H   точка 41 точка 42  точка 43 точка 4K  

Рис. 9 

Êàðòèíà äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà, ïîêàçàííàÿ 
íà ðèñ. 5, ïðèñóùà îáîëî÷êå èäåàëüíîé ôîðìû. Ðåàëüíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ îáî-
ëî÷êà îáÿçàòåëüíî èìååò ìàëûå îòêëîíåíèÿ îò èäåàëüíîé ñôåðè÷åñêîé 
ôîðìû. Ïîýòîìó ïðè íàãðóæåíèè ðàâíîìåðíîé ïîïåðå÷íîé íàãðóçêîé êóïîë 
ñ ñàìîãî íà÷àëà áóäåò äåôîðìèðîâàòüñÿ íåîñåñèììåòðè÷íî â ñîîòâåòñòâèè ñ 
òåì, êàêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà÷àëüíîé íåïðàâèëüíîñòè ó íåãî ïðåîáëàäàåò. 
Îí áóäåò òåðÿòü óñòîé÷èâîñòü ïðîù¸ëêèâàíèåì, êàê ýòî áûëî ïîêàçàíî â 
ðàáîòàõ [27, 29–31], ãäå íàáëþäàëîñü ìàêñèìàëüíîå íåîñåñèììåòðè÷íîå îò-
êëîíåíèå ôîðìû ñôåðè÷åñêîé îáîëî÷êè îò èäåàëüíîé íå áîëüøå 7% îò å¸ 
òîëùèíû, à îñåñèììåòðè÷íîå – íå áîëåå 20%. Âåðõíÿÿ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóç-
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êà òàêîãî ïðîù¸ëêèâàíèÿ áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ çíà÷åíèÿìè íàãðóçêè, õàðàê-
òåðíîé äëÿ ïðåäåëüíûõ òî÷åê áèôóðêàöèîííûõ âåòâåé èäåàëüíîé îáîëî÷êè. 
Ýòà íàãðóçêà áóäåò íåñêîëüêî ìåíüøå ýòèõ çíà÷åíèé, êîòîðûå äëÿ ðàññìàò-
ðèâàåìîãî ïîëîãîãî êóïîëà íàõîäÿòñÿ â äèàïàçîíå îò 0.5÷0.9 (ñì. ðèñ. 5). Â 
çàâèñèìîñòè îò õàðàêòåðà è âåëè÷èíû íà÷àëüíîé íåïðàâèëüíîñòè êóïîëà 
åãî êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà äîëæíà ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç äèàïàçîíà ñ íèæ-
íåé ãðàíèöåé ìåíüøåé, ÷åì 0.5. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå âïîëíå ñîãëàñóåòñÿ ñ 
äàííûìè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé, êîòîðûå ïîêàçàíû íà ðèñ. 2. Â 
÷àñòíîñòè, äëÿ ïàðàìåòðà òîíêîñòåííîñòè 6µ =  ýêñïåðèìåíòàëüíî íàéäåí-
íûå çíà÷åíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ðàçìå-
ùåíû â äèàïàçîíå îò 0.37 äî 0.88. 

3. Òî÷íîñòü îïðåäåëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê. Àíàëèç âûáðàííîé 
ðàñ÷åòíîé ñõåìû è ðåçóëüòàòû èññëåäîâàíèÿ ïîãðåøíîñòè ðàñ÷¸òîâ ïîçâî-
ëÿþò óòâåðæäàòü, ÷òî ïðèâåäåííîå ðåøåíèå çàäà÷è î ãåîìåòðè÷åñêè 
íåëèíåéíîì äåôîðìèðîâàíèè ïîëîãîãî, óïðóãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà 
ïîëó÷åíî ñ îòíîñèòåëüíîé ïîãðåøíîñòüþ, êîòîðàÿ íå ïðåâûøàåò 5%. 

Íà ñàìîì äåëå, â óñëîâèÿõ óïðóãîãî äåôîðìèðîâàíèÿ êóïîëà, óðàâíå-
íèÿ Ìàðãåððà äëÿ ïîëîãèõ îáîëî÷åê êîíå÷íîãî ïðîãèáà ñ÷èòàþòñÿ äîñòàòî÷-
íî òî÷íûìè. Èñòî÷íèêàìè ïîãðåøíîñòè â íèõ ÿâëÿþòñÿ ïðåäïîëîæåíèå îá 
óïðóãîñòè äåôîðìèðîâàíèÿ îáîëî÷êè, êâàäðàòè÷íûé çàêîí ïðåäñòàâëåíèÿ 
äåôîðìàöèé è ïðåäïîëîæåíèå î ïîëîãîñòè îáîëî÷êè. Îäíàêî, ïî ñóùåñòâó-
þùèì îöåíêàì èç [13], äëÿ îáîëî÷åê ñ óãëîì ðàñêðûòèÿ íå áîëåå 22°, èìåþ-
ùèõ ïðîãèáû ìåíüøå äåñÿòè òîëùèí, ïîãðåøíîñòü îïðåäåëåíèÿ òàêîé èí-
òåãðàëüíîé õàðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè, êàê å¸ êðèòè÷åñêàÿ íàãðóçêà, íå ïðå-
âûøàåò 5%. 

Ïîãðåøíîñòè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ñèñòåìû íåëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ 
óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ (7) – ìåòîäà Ãàóññà, ìåòîäà Íüþòîíà, ìåòîäà ßêîáè 
è ìåòîäà Êóòòà – Ìåðñîíà, êîíòðîëèðîâàëèñü íà êàæäîì øàãå ðàñ÷¸òîâ è 

íå ïðåâûøàëè ïî îòíîñèòåëüíîé âåëè÷èíå 510− , ÷òî ñóùåñòâåííî ìåíüøå 
ïîãðåøíîñòè ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè. Ýòî æå îòíîñèòñÿ è ê ïîãðåøíîñòè 
ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà Ðýëåÿ – Ðèòöà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿëàñü ÷èñëåííî ïîñðåä-
ñòâîì ðàñ÷¸òîâ ñ ðàçëè÷íûì êîëè÷åñòâîì ÷ëåíîâ â àïïðîêñèìèðóþùèõ ïå-
ðåìåùåíèÿ ñóììàõ (6). Îíè ïîêàçàëè, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êðèòè÷åñêèõ íà-
ãðóçîê êóïîëà ñ òî÷íîñòüþ äî 3-õ çíà÷àùèõ öèôð â ñóììàõ (6) äîñòàòî÷íî 
ó÷åñòü øåñòü ñëàãàåìûõ îñåñèììåòðè÷íîãî ðåøåíèÿ, ïÿòü ñëàãàåìûõ ñ 
sin θ  è cos θ , ïÿòü – ñ sin 2θ  è cos 2θ , òðè – ñ sin 3θ  è cos 3θ , è òðè – ñ 
sin 4θ  è cos 4θ . Â ÷àñòíîñòè, èç òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåìåùåíèé êóïîëà 
ïîëó÷àåì ñëåäóþùèå çíà÷åíèÿ áèôóðêàöèîííûõ êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê: 

1
0.905Íq = , 

2 3
0.771,  0.820Í Íq q= =  è 

4
0.923Íq = , êîòîðûå õîðîøî ñîãëà-

ñóþòñÿ ñî çíà÷åíèÿìè, ïîëó÷åííûìè Õóàíîì [19]: 
1 2

0.919,  0.775Í Íq q= = , 

3
0.827Íq =  è 

4
0.931Íq = . 

Çàêëþ÷åíèå. Ïðåäñòàâëåííûé àíàëèç ïðîöåññà íåîñåñèììåòðè÷íîãî 
çàêðèòè÷åñêîãî äåôîðìèðîâàíèÿ ïîëîãîãî ñôåðè÷åñêîãî êóïîëà ïîçâîëÿåò 
ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íàáëþäàåìûé ðàçáðîñ ýêñïåðèìåíòàëüíûõ çíà÷åíèé åãî 
êðèòè÷åñêèõ íàãðóçîê îáóñëîâëåí, â ïåðâóþ î÷åðåäü, íàëè÷èåì ó íåãî îñå- 
è íåîñåñèììåòðè÷íûõ íà÷àëüíûõ íåïðàâèëüíîñòåé ôîðìû è îïðåäåëÿåòñÿ, 
ñêîðåå âñåãî, íå âåëè÷èíîé ýòèõ îòêëîíåíèé, à èõ ôîðìîé. Âåëè÷èíà êðèòè-
÷åñêîé íàãðóçêè äîëæíà çàâèñåòü îò òîãî, êàêàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ íà÷àëüíîé 
íåïðàâèëüíîñòè êóïîëà èç ÷èñëà íàéäåííûõ åãî ôîðì çàêðèòè÷åñêèõ íåóñ-
òîé÷èâûõ ñîñòîÿíèé ðàâíîâåñèÿ ó íåãî ïðåîáëàäàåò. Ïîýòîìó ââåäåíèå â 
ðàñ÷¸ò ïðîöåññà äåôîðìèðîâàíèÿ êóïîëà ìàëûõ íà÷àëüíûõ íåïðàâèëüíîñ-
òåé â âèäå åãî ôîðì íåîñåñèììåòðè÷íîãî çàêðèòè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ äîëæ-
íî ïîçâîëèòü ñìîäåëèðîâàòü íàáëþäàåìûé â ýêñïåðèìåíòàõ ðàçáðîñ çíà÷å-
íèé êðèòè÷åñêîé íàãðóçêè. 
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СТІЙКІСТЬ І ЗАКРИТИЧНА ПОВЕДІНКА ПОЛОГОЇ СФЕРИЧНОЇ ОБОЛОНКИ 
 
Ðîçãëÿäàºòüñÿ ñò³éê³ñòü ³ çàêðèòè÷íà ïîâåä³íêà ïðóæíîãî, ïîëîãîãî ñôåðè÷íîãî 
êóïîëà, æîðñòêî çàêð³ïëåíîãî ïî êîíòóðó òà íàâàíòàæåíîãî ð³âíîì³ðíèì ïîïå-
ðå÷íèì ñòèñêîì. Ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ áóäóºòüñÿ ìåòîäîì Ðåëåÿ – Ð³òöà íà îñíîâ³ 
ð³âíÿíü Ìàðãåððà ç àïðîêñèìàö³ºþ ïåðåì³ùåíü ðÿäîì Ôóð’º â êðóãîâîìó íàïðÿìêó 
³ ôóíêö³ÿìè Áåññåëÿ – ó ðàä³àëüíîìó. Îòðèìàíó ñèñòåìó íåë³í³éíèõ àëãåáðè÷íèõ 
ð³âíÿíü ðîçâ’ÿçàíî ìåòîäàìè ïðîäîâæåííÿ. Âïåðøå ïîêàçàíî, ùî îáîëîíêà ìàº çà-
êðèòè÷í³ íåîñåñèìåòðè÷í³ ñòàíè ð³âíîâàãè ç íàâàíòàæåííÿìè, çíà÷íî ìåíøèìè ³ 
â³ä âåðõíüîãî êðèòè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ, ³ â³ä íàâàíòàæåííÿ, ÿêå â³äïîâ³äàº òî÷-
êàì á³ôóðêàö³¿. Âèñëîâëåíî ïðèïóùåííÿ ïðî òå, ùî âðàõóâàííÿ ôîðì öèõ ñòàí³â 
ð³âíîâàãè ÿê ïî÷àòêîâèõ íåïðàâèëüíîñòåé ñôåðè÷íîãî êóïîëà ìîæå äîçâîëèòè 
çìîäåëþâàòè ðîçêèä åêñïåðèìåíòàëüíî çíàéäåíèõ éîãî êðèòè÷íèõ íàâàíòàæåíü. 
 
BUCKLING AND POSTBUCKLING BEHAVIOR OF SHALLOW SPHERICAL SHELL 
 
Buckling and postbuckling behavior of a clamped elastic shallow spherical shell under 
uniform pressure is considered. Solution of this problem is constructed by Rayleigh – 
Ritz method, applied to the Marguerre equations with approximation of displacements 
by Fourier series in circumferential direction and Bessel’s function in the radial one. 
The obtained system of nonlinear algebraic equations is solved by prolongation methods. 
For the first time it is shown that the shell has nonsymmetric postbuckling states of 
equilibrium with loads, which are less both than the upper buckling loads and loads 
corresponding to bifurcation points. It is assumed that considering the forms of these 
states of equilibrium as initial imperfections of spherical shell must allow to describe 
the dispersion of its experimentally obtained buckling loads. 
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