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Çàäà÷à ïðî ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç 
íàñêð³çíèìè òà ïîâåðõíåâèìè òð³ùèíàìè çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ïðè öüîìó âðàõîâàíî íàÿâí³ñòü ïëàñòè÷íèõ äåôîðìà-
ö³é íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè. Çàïðîïîíîâàíî àëãîðèòì ÷èñëîâîãî ðîçâ’ÿçóâàí-
íÿ ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ñóì³ñíî ç óìîâàìè îäíîçíà÷íîñò³ ïåðåì³-
ùåíü, óìîâàìè îáìåæåíîñò³ íàïðóæåíü òà óìîâàìè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ 
îáîëîíîê. Ïðîàíàë³çîâàíî çàëåæí³ñòü ðîçêðèòòÿ ôðîíòó ïîâåðõíåâî¿ òð³-
ùèíè â³ä íàâàíòàæåííÿ, ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â îáîëîíêè.  

 
Ì³öí³ñòü ðåàëüíèõ òâåðäèõ ò³ë, çîêðåìà òîíêîñò³ííèõ, âèçíà÷àºòüñÿ íå 

ò³ëüêè ¿õ ô³çèêî-õ³ì³÷íîþ ïðèðîäîþ, à é ³ñòîòíî çàëåæèòü â³ä äåôåêòíîñò³ 
¿õ ñòðóêòóðè. Ðîçâ’ÿçàííÿ ïðîáëåìè ðóéíóâàííÿ ìàòåð³àë³â ìîæå áóòè óñ-
ï³øíèìè ò³ëüêè ó âèïàäêó âðàõóâàííÿ äåôåêò³â, ùî ì³ñòÿòüñÿ ó ò³ë³ (ì³êðî- 
òà ìàêðîòð³ùèí, íåïðîâàð³â, íàäð³ç³â, ð³çíîãî ïîõîäæåííÿ ïîðîæíèí ³ 
âêëþ÷åíü, ãðàíèöü áëîê³â ³ çåðåí ñòðóêòóðè òîùî), à òàêîæ êîíñòðóêö³éíèõ 
ðîçð³ç³â ³ âêëþ÷åíü. Ó ïðîöåñ³ äåôîðìàö³¿ òâåðäîãî ò³ëà â îêîë³ òàêèõ êîí-
öåíòðàòîð³â âèíèêàº âèñîêà ³íòåíñèâí³ñòü íàïðóæåíü, ùî ïðèçâîäèòü äî 
ïëàñòè÷íîãî òå÷³ííÿ ìàòåð³àëó, äî óòâîðåííÿ ³ ïîøèðåííÿ òð³ùèí, òîáòî äî 
ëîêàëüíîãî ÷è ïîâíîãî ðóéíóâàííÿ ò³ëà. Ñüîãîäí³ âèðîáíèöòâî êîíñòðóêö³é-
íèõ ìàòåð³àë³â íà îñíîâ³ áåçäåôåêòíèõ òåõíîëîã³é º ïðàêòè÷íî íåçä³éñíåí-
íèì çàâäàííÿì. Ùîá îö³íèòè âïëèâ ð³çíèõ êîíöåíòðàòîð³â íà íàïðóæåíèé 
ñòàí ò³ë, äîö³ëüíî ïðîâåñòè äîñë³äæåííÿ äëÿ á³ëüø ïðîñòèõ êîíöåíòðàòîð³â, 
ÿê³ ï³ääàþòüñÿ àíàë³òè÷íîìó òðàêòóâàííþ. Òàêèìè êîíöåíòðàòîðàìè, íà-
ïðèêëàä, ó òîíêîñò³ííèõ êîíñòðóêö³ÿõ º íàñêð³çí³ ÷è íåíàñêð³çí³ òð³ùèíè. 

Ðîçðîáö³ òåîð³¿ ³ ìåòîä³â ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðóæåíî-äåôîð-
ìîâàíèé ñòàí îáîëîíîê ç íàñêð³çíèìè òð³ùèíàìè ïðèñâÿ÷åíî âåëèêó ê³ëü-
ê³ñòü ðîá³ò â³ò÷èçíÿíèõ ³ çàðóá³æíèõ àâòîð³â. Äîñèòü ïîâíèé ¿õ ïåðåë³ê íà-
âåäåíî â ìîíîãðàô³ÿõ [47, 53, 34] òà â îãëÿäîâ³é ñòàòò³ [42]. Ñë³ä â³äçíà÷èòè, 
ùî ö³ îãëÿäè ïðèñâÿ÷åí³, ÿê ïðàâèëî, çàäà÷àì ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó ³çî-
òðîïíèõ îáîëîíîê, ïîñëàáëåíèõ íàñêð³çíèìè òð³ùèíàìè. Âèíÿòîê ñòàíîâ-
ëÿòü òðàíñâåðñàëüíî-³çîòðîïí³ [37, 43], ñïåö³àëüíî-îðòîòðîïí³ [18, 72] òà 
îðòîòðîïí³ îáîëîíêè [54, 55] ç ïðÿìîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè. 

Îòðèìàí³ â ðîáîòàõ [56–59] ôóíäàìåíòàëüí³ ðîçâ’ÿçêè ð³âíÿíü ñòàòèñ-
òèêè ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê ³ ðîçðîáëåíà â íèõ ìåòîäèêà ïîáóäîâè 
³íòåãðàëüíèõ çîáðàæåíü çóñèëü-ìîìåíò³â äîçâîëèëè ïîáóäóâàòè ãðàíè÷í³ 
³íòåãðàëüí³ ð³âíÿííÿ äëÿ ïîëîãèõ îðòîòðîïíèõ îáîëîíîê áåç îáìåæåíü íà 
ïàðàìåòðè îðòîòðîï³¿. Âèêîðèñòîâóþ÷è öåé ìàòåìàòè÷íèé àïàðàò, ùî áàçó-
ºòüñÿ íà âèêîðèñòàíí³ òåîð³¿ óçàãàëüíåíèõ ôóíêö³é, òåîðåìè âçàºìíîñò³ 
Áåòò³, äâîâèì³ðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ïåðåòâîðåíü Ôóð’º, òåîð³¿ ñïåö³àëüíèõ 
ôóíêö³é, ó ðîáîòàõ [7–10, 60, 61] îòðèìàíî äåê³ëüêà âàð³àíò³â ñèñòåì ãðà-
íè÷íèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ ïîëîãî¿ îðòîòðîïíî¿ îáîëîíêè äîâ³ëüíî¿ 
êðèâèíè ç ïðÿìîë³í³éíèìè òà êðèâîë³í³éíèìè òð³ùèíàìè. Ìåòîä äèñòîðñ³é, 
çàïðîïîíîâàíèé ó ðîáîòàõ ß. Ñ. Ï³äñòðèãà÷à, Â. À. Îñàä÷óêà òà ¿õ ó÷í³â [41, 
50, 51], ðîçâèíóòî â ðîáîò³ [31] íà âèïàäîê çàìêíóòî¿ îðòîòðîïíî¿ öèë³íä-
ðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ òð³ùèíîþ. Ïðè öüîìó çà âèõ³äí³ âèáèðàëè 
ð³âíÿííÿ ÿê çàãàëüíî¿ ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê Ê³ðõãîôà – Ëÿâà, òàê ³ 
óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà. Äîñë³äæåííÿ ïðîâåäåíî äëÿ âè-
ïàäêó ñèìåòðè÷íîãî íàâàíòàæåííÿ. Â³äì³òèìî, ùî âèêîðèñòàííÿ óòî÷íåíî¿ 
òåîð³¿ îáîëîíîê òèïó Òèìîøåíêà, ÿêà âðàõîâóº äåôîðìàö³¿ ïîïåðå÷íîãî 
çñóâó, äàëî ìîæëèâ³ñòü àâòîðàì çàäîâîëüíèòè âñ³ ï’ÿòü ïðèðîäíèõ ãðàíè÷-
íèõ óìîâ [49] íà áåðåãàõ òð³ùèí. Äåôîðìàö³þ çñóâó âðàõîâóþòü ³ çàðóá³æí³ 
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àâòîðè, ÿê³, ÿê ïðàâèëî, âèêîðèñòîâóþòü ð³âíÿííÿ óòî÷íåíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê 
Ðåéñíåðà. Ó ðîáîò³ [67] çàäà÷à ïðî íàïðóæåíèé ñòàí öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè 
ç ïîçäîâæíüîþ ÷è ïîïåðå÷íîþ òð³ùèíîþ çâåäåíà äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ 
³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü. Ïðè öüîìó ðîçãëÿíóòî ò³ëüêè ñèìåòðè÷íå íàâàíòà-
æåííÿ. Ó ðîáîò³ [83] ïîáóäîâàíî ðîçâ’ÿçîê, ùî âðàõîâóº çñóâí³ äåôîðìàö³¿, 
äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ òð³ùèíîþ, ÿêà ðîçì³ùåíà á³ëÿ 
çàêð³ïëåíîãî òîðöÿ îáîëîíêè. Ó ðîáîò³ [82] îòðèìàíî ñèñòåìó ï’ÿòè ñèíãó-
ëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, ùî îïèñóþòü ðîçïîä³ë íàïðóæåíü ó öèë³íä-
ðè÷í³é îáîëîíö³ ç äîâ³ëüíî îð³ºíòîâàíîþ òð³ùèíîþ, ïðîàíàë³çîâàíî çàëåæ-
í³ñòü êîåô³ö³ºíò³â ³íòåíñèâíîñò³ íîðìàëüíèõ, çñóâíèõ ³ ïåðåð³çóþ÷èõ çó-
ñèëü, à òàêîæ çãèííèõ ³ êðóòíèõ ìîìåíò³â â³ä íàâàíòàæåííÿ, ãåîìåòðè÷íèõ 
³ ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â. 

Àíàë³ç ë³òåðàòóðíèõ äæåðåë ïîêàçóº, ùî çíà÷íó á³ëüø³ñòü â³äîìèõ 
ðîçâ’ÿçê³â çàäà÷ ïðî íàïðóæåíèé ñòàí îáîëîíîê ç òð³ùèíàìè îòðèìàíî â 
ïðóæí³é ïîñòàíîâö³. Îäíàê, ÿê â³äîìî ç ïðàêòèêè åêñïëóàòàö³¿ äåòàëåé êîí-
ñòðóêö³é ³ ìàøèí ç³ ñòàëåé ñó÷àñíèõ ìàðîê, ñóòòºâèé âïëèâ íà ïîøèðåííÿ 
òð³ùèí ìàþòü ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿, ùî ðîçâèâàþòüñÿ á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí 
³ ïåðåäóþòü ðóéíóâàííþ [2, 11–13]. Õàðàêòåðíèé ë³í³éíèé ðîçì³ð îáëàñò³ 
á³ëÿ òð³ùèíè, äå ðîçâèâàþòüñÿ ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿, ìîæå áóòè ñóì³ðíèì 
ç ðîçì³ðàìè òð³ùèíè àáî õàðàêòåðíèìè ðîçì³ðàìè ò³ëà. Ó òàêèõ âèïàäêàõ 
çàñòîñóâàííÿ êîíöåïö³¿ Ãð³ôô³òñà – ²ðâ³íà óæå íå ñïðàâåäëèâå [6, 44, 48] ³ 
äëÿ ïðàâèëüíî¿ îö³íêè îïîðó ìàòåð³àëó ïîøèðåííþ ó íüîìó òð³ùèí íåîá-
õ³äíî âèêîðèñòîâóâàòè íåë³í³éíó ìåõàí³êó ðóéíóâàííÿ. Ïðè öüîìó ïîòð³áíî 
ðîçâ’ÿçóâàòè ïðóæíîïëàñòè÷íó çàäà÷ó ïðî âèçíà÷åííÿ çóñèëü, ìîìåíò³â ³ 
ïåðåì³ùåíü â îáîëîíêàõ ³ç òð³ùèíîþ. Òîáòî ïîòð³áíî ðîçâ’ÿçàòè äâ³ ñèñòåìè 
ð³âíÿíü ó äâîõ îáëàñòÿõ, ãðàíèöÿ ì³æ ÿêèìè íå â³äîìà. Ïîáóäîâà òàêèõ 
ðîçâ’ÿçê³â ó âèïàäêó êîíòèíóàëüíî¿ çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é á³ëÿ âåð-
øèíè òð³ùèíè º ñêëàäíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ïðîáëåìîþ. Ïðè äîñë³äæåíí³ íà-
ïðóæåíîãî ñòàíó ïëàñòèí ³ç òð³ùèíàìè íàáóâ ïîøèðåííÿ ìåòîä ðîçâ’ÿçó-
âàííÿ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ çàäà÷ çà ïðèïóùåííÿ, ùî ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿ 
á³ëÿ âåðøèí òð³ùèí ëîêàë³çóþòüñÿ ó òîíêèõ øàðàõ ïî âñ³é òîâùèí³ ïëàñòè-
íè. Òîíê³ øàðè êîâçàííÿ ìîäåëþþòü ïîâåðõíÿìè ðîçðèâó óçàãàëüíåíèõ ïå-
ðåì³ùåíü (ô³êòèâíèìè òð³ùèíàìè), à ðåàêö³ÿ ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà ïðóæíèé 
îá’ºì – íàïðóæåííÿìè, ùî äîð³âíþþòü ãðàíèö³ òåêó÷îñò³ Tσ . Ïîçà öèìè 
ïîâåðõíÿìè ò³ëî ââàæàºòüñÿ ïðóæíèì. Öÿ êîíöåïö³ÿ âïåðøå çàïðîïîíîâàíà 
Ì. ß. Ëåîíîâèì, Â. Â. Ïàíàñþêîì [25, 46], Ì. ß. Ëåîíîâèì, À. Ì. Â³òâ³öüêèì 
[3, 5], Ä. Ñ. Äàãäåéëîì [68] òà A. A. Óåëñoì [81]. Ïðè öüîìó ââàæàëîñü, ùî 
áåðåãè ô³êòèâíî¿ òð³ùèíè âçàºìîä³þòü ëèøå â òîìó âèïàäêó, êîëè ðîçêðèò-
òÿ ðåàëüíî¿ òð³ùèíè â ¿¿ âåðøèí³ ìåíøå â³ä äåÿêîãî êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ 

cδ  (ñòàëîãî äëÿ äàíîãî ìàòåð³àëó òà äëÿ äàíèõ óìîâ íàâêîëèøíüîãî ñåðåäî-
âèùà). Õî÷à ô³çè÷íå òðàêòóâàííÿ ìîäåëåé, çàïðîïîíîâàíèõ ó öèõ ðîáîòàõ, 
â³äð³çíÿºòüñÿ ì³æ ñîáîþ, ¿õ ìàòåìàòè÷í³ ôîðìóëþâàííÿ îäíàêîâ³ ³ òîìó â 
ë³òåðàòóð³ ¿õ ÷àñòî íàçèâàþòü ïðîñòî cδ -ìîäåëëþ. Ôîðìóëþâàííþ òà ðîç-

âèòêó cδ  -ìîäåë³ ïðèñâÿ÷åíî äîñèòü áàãàòî ðîá³ò. ¯õ îãëÿä íàâåäåíî â ñòàò-
òÿõ [4, 45, 62, 63] ³ ìîíîãðàô³ÿõ [44, 46]. Ðåçóëüòàòè, îòðèìàí³ íà îñíîâ³ ö³º¿ 
ìîäåë³, íåîäíîðàçîâî ï³äòâåðäæóâàëèñü åêñïåðèìåíòàëüíî [14, 17, 76, 79, 80]. 

Ï³äâèùåí³ âèìîãè äî ÿêîñò³ òà íàä³éíîñò³ ðîçðàõóíê³â íà ì³öí³ñòü åëå-
ìåíò³â ñó÷àñíèõ êîíñòðóêö³é çóìîâèëè íåîáõ³äí³ñòü ðîçðîáêè àíàëîã³÷íî¿ 
ìåòîäèêè äëÿ äîñë³äæåííÿ á³ëüø ñêëàäíèõ îá’ºêò³â. Ô. Åðäîãàíîì [69, 70], 
E. Ñ. Ôîë³àñîì [74, 75] çàïðîïîíîâàíî àíàëîã cδ -ìîäåë³ äëÿ äîñë³äæåííÿ 

òîíêèõ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ ïîëîãèõ îáîëîíîê. Ñóòü àíàëîãà cδ -ìîäåë³ 
ïîëÿãàº ó òîìó, ùî çîíè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é, ÿê ³ â ïëàñòèíàõ, 
ìîäåëþþòü ïîâåðõíÿìè ðîçðèâó óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü, à ðåàêö³þ 
ïëàñòè÷íèõ çîí íà ïðóæíèé îá’ºì, íà â³äì³íó â³ä ïëàñòèí, – íåâ³äîìèìè 
ñòàëèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè, ÿê³ çàäîâîëüíÿþòü â³äïîâ³äí³ óìîâè 
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ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê. Íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíîãî àíàëîãà cδ -ìîäåë³ 
ðîçãëÿíóòî çàäà÷³ äëÿ ïîëîãî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç ïîçäîâæíüîþ [28, 
71] àáî ïîïåðå÷íîþ [35, 70] òð³ùèíàìè, à òàêîæ ïîëîãî¿ ñôåðè÷íî¿ îáîëîíêè 
ç òð³ùèíîþ âçäîâæ ìåðèä³àíó [30]. Íà îñíîâ³ öüîãî æ àíàëîãà cδ -ìîäåë³ 
äîñë³äæåíî âçàºìîä³þ òð³ùèí ó ïîëîãèõ öèë³íäðè÷í³é [71] ³ ñôåðè÷í³é 
îáîëîíêàõ [29].  

Ñë³ä ï³äêðåñëèòè, ùî ö³ äîñë³äæåííÿ ïðóæíîïëàñòè÷íèõ îáîëîíîê ç 
òð³ùèíàìè ïðîâåäåíî íà îñíîâ³ òåîð³¿ ïîëîãèõ îáîëîíîê. Ïðè öüîìó ìàòåð³-
àë îáîëîíîê ââàæàºòüñÿ ³äåàëüíî ïðóæíîïëàñòè÷íèì. Ó ðîáîòàõ [32, 33, 38, 
39] äîñë³äæóºòüñÿ öèë³íäðè÷íà îáîëîíêà ç îäí³ºþ, äâîìà òà ïåð³îäè÷íîþ 
ñèñòåìîþ ïàðàëåëüíèõ ÷è êîë³íåàðíèõ òð³ùèí íà îñíîâ³ ð³âíÿíü óçàãàëüíå-
íî¿ ìîìåíòíî¿ òåîð³¿ îáîëîíîê. Ìàòåð³àë îáîëîíêè ââàæàºòüñÿ ³äåàëüíî 
ïðóæíîïëàñòè÷íèì àáî ç³ çì³öíåííÿì. Â îñòàííüîìó âèïàäêó çóñèëëÿ ³ ìî-
ìåíòè, ùî ìîäåëþþòü ðåàêö³þ ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà ïðóæíèé îá’ºì ³ çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâó ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê, çì³íþþòüñÿ çà ë³í³éíèì 
çàêîíîì [39]. Ðåçóëüòàòè äîñë³äæåííÿ ïîð³âíþþòüñÿ ç åêñïåðèìåíòàëüíèìè 
ðåçóëüòàòàìè, îòðèìàíèìè â [64, 73]. Âñòàíîâëåíî ãðàíèö³ çàñòîñîâíîñò³ ð³â-
íÿíü òåîð³¿ ïîëîãèõ îáîëîíîê äëÿ ðîçãëÿíóòèõ çàäà÷.  

Ðåàëüí³ òîíêîñò³íí³ êîíñòðóêö³¿ äóæå ÷àñòî ì³ñòÿòü ïîâåðõíåâ³ àáî 
âíóòð³øí³, òîáòî íåíàñêð³çí³, äåôåêòè, ÿê³ ìàþòü ð³çíó, ÿê ïðàâèëî, íåðåãó-
ëÿðíó ãåîìåòð³þ, ³ çîíà äåôåêòó ìîæå ìàòè äåê³ëüêà âíóòð³øí³õ òð³ùèí 
äîâ³ëüíî¿ ôîðìè. Ïðè ðîçðîáö³ ðîçðàõóíêîâèõ ñõåì òàê³ äåôåêòè çàì³íÿþòü 
òð³ùèíàìè, ÿê³ º íàéá³ëüø íåáåçïå÷íèì, ç òî÷êè çîðó ðóéíóâàííÿ, âèäîì 
äåôåêò³â. Ïðèéìàþòü, ùî ö³ òð³ùèíè ìàþòü ³äåàëüíî ïðàâèëüíó ôîðìó, 
åêâ³âàëåíòí³ ðîçì³ðè òà îð³ºíòàö³þ. Ðîçðàõóíêîâ³ ñõåìè çàì³íè ðåàëüíèõ 
äåôåêò³â òð³ùèíàìè ³äåàëüíî¿ ôîðìè íàâåäåí³ â ìåòîäè÷íèõ ðåêîìåíäàö³ÿõ 
[52], ùî ïîøèðþþòüñÿ íà êîðïóñè ðåàêòîð³â ³ ïàðîãåíåðàòîð³â, òðóáîïðîâî-
äè, öèñòåðíè, ðîòîðè òóðá³í ³ òóðáîãåíåðàòîð³â, ³íøå åíåðãåòè÷íå îáëàäíàí-
íÿ, ÿêå ï³äëÿãàº ðîçðàõóíêîâ³ íà òð³ùèíîñò³éê³ñòü. Ñõåìàòèçóþòüñÿ ãåîìåò-
ðè÷í³ ïàðàìåòðè åëåìåíòà êîíñòðóêö³¿ òà äåôåêòó, à òàêîæ ðîçïîä³ë íà-
ïðóæåíü ó çîí³ ³äåàë³çîâàíî¿ òð³ùèíè. Çàóâàæèìî, ùî íàâ³òü äëÿ ³äåàëüíî¿ 
çà ôîðìîþ íåíàñêð³çíî¿ òð³ùèíè â òîíêîñò³ííèõ åëåìåíòàõ êîíñòðóêö³é 
çàäà÷à ïðî äîñë³äæåííÿ íàïðóæåíü â ¿¿ îêîë³ º ñêëàäíîþ ÷åðåç ¿¿ òðèâèì³ð-
í³ñòü ³ íåîáõ³äí³ñòü âðàõóâàííÿ ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é á³ëÿ òð³ùèí ³ ãðà-
íè÷íèõ óìîâ íà ëèöüîâèõ ïîâåðõíÿõ êîíñòðóêö³é. Òîìó ðîçâ’ÿçêè òàêèõ 
çàäà÷ áóäóþòü íàáëèæåíî. Òàê, ó âèïàäêó, êîëè ðîçì³ðè òð³ùèíè, ð³âåíü 
çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ ³ âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó òàê³, ùî ïëàñòè÷í³ äå-
ôîðìàö³¿ ðîçâèâàþòüñÿ íà ïðîäîâæåí³ òð³ùèíè âóçüêîþ ñìóãîþ ïî âñ³é 
òîâùèí³ îáîëîíêè, âèêîðèñòîâóþòü àíàëîã cδ -ìîäåë³ [30, 36, 69, 79]. Òîáòî 
ñìóãó ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é çàì³íþþòü ïîâåðõíåþ ðîçðèâó ïðóæíèõ ïå-
ðåì³ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó, à ðåàêö³þ ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà ïðóæíó – ä³ºþ 
íåâ³äîìèõ çóñèëü ³ ìîìåíò³â. Ïðè öüîìó ââàæàþòü, ùî íà ïðîäîâæåíí³ òð³-
ùèíè âãëèáèíó äî çîâí³øíüî¿ òà âíóòð³øíüî¿ ïîâåðõîíü îáîëîíêè ä³þòü 
ñòàë³ íàïðóæåííÿ Tσ , à â ïëàñòè÷íèõ çîíàõ íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè ïî 
äîâæèí³ ä³þòü íåâ³äîì³ çóñèëëÿ òà ìîìåíòè, ùî çàäîâîëüíÿþòü óìîâè ïëàñ-
òè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê. Ïðè öüîìó â ðîáîòàõ [33, 69, 79] çóñèëëÿ-ìîìåí-
òè ââàæàþòü ñòàëèìè, à â [39] – òàêèìè, ùî çì³íþþòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêî-
íîì. Ó ðîáîò³ [40], äå çàïðîïîíîâàíî óçàãàëüíåíèé àíàëîã cδ -ìîäåë³, çóñèë-
ëÿ çì³íþºòüñÿ çà êâàäðàòè÷íèì, à ìîìåíò – çà êóá³÷íèì çàêîíàìè; íåéò-
ðàëüíà ë³í³ÿ ó ïëàñòè÷íèõ çîíàõ çì³íþºòüñÿ çà ë³í³éíèì çàêîíîì, òîä³ ÿê ó 
ïîïåðåäí³õ ìîäåëÿõ âîíà áóëà ñòàëîþ.  

Îòæå, àíàëîã cδ -ìîäåë³ äàº ìîæëèâ³ñòü òðèâèì³ðíó ïðóæíîïëàñòè÷íó 
çàäà÷ó äëÿ îáîëîíêè ç âíóòð³øíüîþ òð³ùèíîþ çàäàíèõ ðîçì³ð³â çâåñòè äî 
çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó òàêî¿ æ îáîëîíêè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ íåâ³-
äîìî¿ äîâæèíè, äî áåðåã³â ÿêî¿ ïðèêëàäåíî íåâ³äîì³ çóñèëëÿ é ìîìåíòè, ùî 



63 

çàäîâîëüíÿþòü óìîâó ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê. Ó òàê³é ïîñòàíîâö³ äî-
ñë³äæåíî ìàêñèìàëüíå ðîçêðèòòÿ ôðîíòó íåíàñêð³çíî¿ òð³ùèíè â ñôåðè÷í³é 
îáîëîíö³ ç ìåðèä³îíàëüíîþ òð³ùèíîþ [30] ³ â ³çîòðîïí³é öèë³íäðè÷í³é îáî-
ëîíö³ ç ïîïåðå÷íîþ òà ïîçäîâæíüîþ òð³ùèíàìè [26]. 

Ó âèïàäêàõ, êîëè ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿ â îêîë³ ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè 
çàéìàþòü íåçíà÷í³ ä³ëÿíêè, òîáòî ìàòåð³àë îáîëîíîê àæ äî ðóéíóâàííÿ çà-
ëèøàºòüñÿ ïðàêòè÷íî ïðóæíèì, äîö³ëüíî âèêîðèñòîâóâàòè ïðîñò³ø³ ìàòå-
ìàòè÷í³ ìîäåë³. Ó äîñë³äæåííÿõ íàïðóæåíî-äåôîðìîâàíîãî ñòàíó òà ãðà-
íè÷íî¿ ð³âíîâàãè ïëàñòèí ³ ïîëîãèõ îáîëîíîê ç ïîâåðõíåâèìè òð³ùèíàìè [6] 
íàéá³ëüøîãî ïîøèðåííÿ íàáóëà ìîäåëü ë³í³éíèõ ïðóæèí (ñòåðæíåâà ìî-
äåëü), ÿêà âïåðøå çàïðîïîíîâàíà â [78], äå ðîçâ’ÿçàíî çàäà÷ó äëÿ ïëàñòèíè 
ç ïîâåðõíåâîþ åë³ïòè÷íîþ òð³ùèíîþ. Ãîëîâíà ³äåÿ, ùî ëåæèòü â îñíîâ³ ö³º¿ 
ìîäåë³, ïîëÿãàº â àïðîêñèìàö³¿ òðèâèì³ðíî¿ çàäà÷³ ïðî ïîâåðõíåâó òð³ùèíó 
äâîâèì³ðíîþ çàäà÷åþ äëÿ ïëàñòèíè ÷è îáîëîíêè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ, äî 
áåðåã³â ÿêî¿ ïðèêëàäåíî ìåìáðàííå çóñèëëÿ N  ³ çãèííèé ìîìåíò M , ÿê³ 
ñòàòè÷íî åêâ³âàëåíòí³ íåâ³äîìèì íàïðóæåííÿì, ùî ä³þòü ó ïðîøàðêó ñó-
ö³ëüíîãî ìàòåð³àëó íà ïðîäîâæåíí³ ôðîíòó òð³ùèíè ïî òîâùèí³ ïëàñòèíè 
÷è îáîëîíêè. Ó ìîäåë³ ñóòòºâî âèêîðèñòîâóºòüñÿ ðîçâ’ÿçîê çàäà÷³ äëÿ øàðó 
ç êðàéîâîþ òð³ùèíîþ â óìîâàõ ïëîñêî¿ äåôîðìàö³¿. Ïðè öüîìó øàð ïåðåáó-
âàº ï³ä ä³ºþ ðîçòÿãóâàëüíîãî çóñèëëÿ N  òà çãèííîãî ìîìåíòó M . Íà îñíîâ³ 
çãàäàíî¿ ìîäåë³ äîñë³äæåíî çàëåæí³ñòü êîåô³ö³ºíòà ³íòåíñèâíîñò³ íàïðó-
æåíü äëÿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç âíóòð³øíüîþ ÷è çîâí³øíüîþ ïîâåðõíå-
âîþ ïîçäîâæíüîþ [65, 66] àáî âíóòð³øíüîþ ÷è çîâí³øíüîþ ïîâåðõíåâîþ 
ïîïåðå÷íîþ òð³ùèíàìè [67, 77]. 
 Îòðèìàíå â ðîáîòàõ [15, 16, 19, 23] ïîäàííÿ ïàðàìåòð³â íàïðóæåíî-äå-
ôîðìîâàíîãî ñòàíó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ (øàðóâàòèõ) ò³ë äàëî ìîæëèâ³ñòü, 
çîêðåìà, ïîáóäóâàòè çàãàëüíèé ï³äõ³ä äî ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷ ïðî íàïðó-
æåíî-äåôîðìîâàíèé ñòàí ³ ãðàíè÷íó ð³âíîâàãó êóñêîâî-îäíîð³äíèõ îáîëîíîê 
ç òð³ùèíàìè. Ó ðîáîòàõ àâòîð³â [20–22, 24, 27] îòðèìàíî ñèñòåìè ñèíãóëÿð-
íèõ ð³âíÿíü íèçêè çàäà÷ ³ ïðîâåäåíî ÷èñëîâèé àíàë³ç çàëåæíîñò³ ïàðàìåò-
ð³â ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè â³ä ãåîìåòðè÷íèõ ³ ìåõàí³÷íèõ ïàðàìåòð³â îáîëîíêè. 

Ïîñòàíîâêà çàäà÷³. Ðîçãëÿíåìî òîíêó êóñêîâî-îäíîð³äíó öèë³íäðè÷íó 
îáîëîíêó òîâùèíè 2h , ùî ñêëàäàºòüñÿ ç l  ç³ñòèêîâàíèõ îáîëîíîê ç ð³çíèõ 
ìàòåð³àë³â. Â³äíåñåìî ¿¿ ñåðåäèííó ïîâåðõíþ ðàä³óñà R  äî òðèîðòîãîíàëü-
íî¿ ñèñòåìè êîîðäèíàòíèõ ë³í³é   , ,α β γ , ñïðÿìóâàâøè â³ñü /z Rα =  óçäîâæ 
òâ³ðíî¿, à â³ñü γ  – ïî çîâí³øí³é íîðìàë³ äî ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ (ðèñ. 1).  

 
1 l–1 2 

R 
2h 

2l0 

l1 ll–1 

z β 

l 

 
Рис. 1 

Íåõàé îáîëîíêà ïîñëàáëåíà ñèñòåìîþ k  íàñêð³çíèõ òð³ùèí, ùî íå ïå-
ðåòèíàþòüñÿ. Òð³ùèíè ðîçì³ùåí³ âçäîâæ êîîðäèíàòíèõ ë³í³é ³ íå ïåðåòèíà-
þòü ë³í³¿ ñòèêó. Âçäîâæ êîæíî¿ ë³í³¿ pα = α  ðîçì³ùåíî pm  òð³ùèí, ðåàëü-

íà äîâæèíà ÿêèõ pν , à íà êîæí³é ë³í³¿ rβ = β  ðîçì³ùåíî rn  òð³ùèí çàâ-

äîâæêè rsq . Çîâí³øíº íàâàíòàæåííÿ, äîâæèíè òð³ùèí ³ âëàñòèâîñò³ ìàòå-
ð³àë³â îáîëîíêè ââàæàþòüñÿ òàêèìè, ùî ïëàñòè÷í³ äåôîðìàö³¿ ðîçâèâàþòü-
ñÿ âóçüêèìè ñìóãàìè íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèí ïî âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè. Çà-
ì³íèìî, â³äïîâ³äíî ç àíàëîãîì cδ -ìîäåë³, ñìóãè ïëàñòè÷íîñò³ ïîâåðõíÿìè 
ðîçðèâó ïðóæíèõ óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü. Òîä³ äîâæèíè ô³êòèâíèõ òð³-
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ùèí áóäóòü: 1 (2) (3)
p p p pν ν ν ν= + +     òà 1 (2) (3)

rs rs rs rsq q q q= + + , äå (2) (2),  p rsqν  – äîâ-

æèíè ïëàñòè÷íèõ çîí á³ëÿ ë³âèõ âåðøèí òð³ùèí, à (3) (3),  p rsqν  – á³ëÿ ïðàâèõ 

âåðøèí. Êð³ì çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, äî ïðîòèëåæíèõ áåðåã³â òð³ùèí 
ïðèêëàäåíî ñàìîçð³âíîâàæóâàëüí³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè. ßêùî äî áåðåã³â òð³-
ùèí ïðèêëàäåíî äîâ³ëüíå íàâàíòàæåííÿ, òî, ÿê ³ ó âèïàäêó ïëîñêî¿ [53] ÷è 
ïðîñòîðîâî¿ [1] çàäà÷, öþ çàäà÷ó ìîæíà çâåñòè äî ïîïåðåäíüî¿ òà äî çàäà÷³ 
ïðî ä³þ äåÿêîãî äîäàòêîâîãî íàâàíòàæåííÿ íà ì³ñö³ òð³ùèíè â ñóö³ëüí³é 
îáîëîíö³. Áóäåìî ââàæàòè, ùî áåðåãè ðåàëüíèõ òð³ùèí ó ïðîöåñ³ äåôîðìà-
ö³¿ íå êîíòàêòóþòü ì³æ ñîáîþ. 

Íàïðóæåíèé ñòàí ðîçãëÿíóòî¿ îáîëîíêè ïîäàìî ó âèãëÿä³ ñóìè ñòàí³â – 
îñíîâíîãî, âèêëèêàíîãî çîâí³øí³ì íàâàíòàæåííÿì îáîëîíêè áåç òð³ùèí, ³ 
çáóðåíîãî, çóìîâëåíîãî íàÿâí³ñòþ òð³ùèí. Îñíîâíèé íàïðóæåíèé ñòàí áóäå-
ìî ââàæàòè â³äîìèì. Îñê³ëüêè áåðåãè ðåàëüíèõ òð³ùèí, à, îòæå, ³ ô³êòèâ-
íèõ, çàâàíòàæåí³ ñàìîçð³âíîâàæóâàëüíèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè, òî íà 
êîíòóð³ êîæíî¿ òð³ùèíè äëÿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â çáóðåíîãî íàïðóæåíîãî ñòà-
íó ïîâèíí³ âèêîíóâàòèñü óìîâè  

– íà ë³í³ÿõ òð³ùèí 1 1 ( )p pν νβ ∈  : 

 ( , ) ( , ) ( ),            1, 4p
i p i p iT T f i+ − να β = α β = β = ;  (1) 

– íà ë³í³ÿõ òð³ùèí 1 1 ( )rs rsq qα ∈ : 

 ( , ) ( , ) ( ),            1, 4rs
i r i r iP P f i+ −α β = α β = α = . (2) 

Â óìîâàõ (1), (2) ïîçíà÷åíî 

 

1 0 0

0 (2) (2)

0 (3) (3)

( 0, ) ( , ) : ,

( ) ( , ) : ,

( , ) : ,

i p i p p

p
i i p ij p

i p ij p

T T

f T T

T T

ν

ν
ν

ν

 α + β − α β ∀β β ∈
β = − α β + ∀β β ∈


− α β + ∀β β ∈







  (3) 

 

1 0

0 (2) (2)
1

0 (3) (3)

( , 0) ( , ) : ,

( ) ( , ) : ,

( , ) : ,

i r i r rs

rs
i i r ij rs

i r ji rs

P P q

f P P q

P P q

 α β + − α β ∀α α ∈
α = − α β + ∀α α ∈


− α β + ∀α α ∈

 (4) 

 1 12 1 1 2 21 2 2,  ,  ,  ,  ,  ,       i iT N S M Q P N S M Q∗ ∗ ∗ ∗= =4 4
1 1{ } { }, { } { } .  

²íäåêñîì «0» ïîçíà÷åíî çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè îñíîâíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó, 
³íäåêñîì «1» – çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè, ïðèêëàäåí³ äî áåðåã³â ðåàëüíî¿ òð³ùèíè, 
³íäåêñàìè « + » ³ « − » ïîçíà÷åíî ãðàíè÷í³ çíà÷åííÿ â³äïîâ³äíî¿ ôóíêö³¿ íà 

áåðåãàõ òð³ùèíè; (2) (3) (2) (3),  ,  ,  ij ij ij ijT T P P  – íåâ³äîì³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè, ùî ä³-

þòü ó ïëàñòè÷íèõ çîíàõ íà ïðîäîâæåííÿõ êîæíî¿ òð³ùèíè ( 1, )j k=  ³ çàäî-
âîëüíÿþòü óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ òîíêèõ îáîëîíîê. 

Òàêèì ÷èíîì, ïðóæíîïëàñòè÷íà çàäà÷à äëÿ êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ öèë³íä-
ðè÷íî¿ îáîëîíêè ç òð³ùèíàìè çàäàíî¿ äîâæèíè çâåäåíà äî çàäà÷³ ïðî ïðóæ-
íó ð³âíîâàãó òàêî¿ æ îáîëîíêè ç òð³ùèíàìè íåâ³äîìî¿ äîâæèíè (íåâ³äîìèìè 
º äîâæèíè ïëàñòè÷íèõ çîí), íà áåðåãàõ ÿêèõ âèêîíóþòüñÿ óìîâè (1), (2). 

Çàãàëüíèé ñïîñ³á çâåäåííÿ çàäà÷³ äî ñèñòåìè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëü-
íèõ ð³âíÿíü. Äëÿ ðîçâ’ÿçóâàííÿ çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó êóñêîâî-îä-
íîð³äíî¿ îáîëîíêè ç òð³ùèíàìè ñêîðèñòàºìîñü ìåòîäîì äèñòîðñ³é ó òåîð³¿ 
òîíêèõ îäíîð³äíèõ îáîëîíîê ³ç òð³ùèíàìè [34, 51]. Îòðèìàí³ ðàí³øå [34] ð³â-
íÿííÿ ð³âíîâàãè îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè â ïåðåì³ùåííÿõ, ùî âðà-

õîâóþòü íàÿâí³ñòü òð³ùèí, ñïðàâäæóþòüñÿ äëÿ k -¿ ( 1, )k l=  ñêëàäîâî¿ êóñ-
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êîâî-îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè ç òð³ùèíàìè. Äëÿ ìîäåëþâàííÿ êóñ-
êîâî-îäíîð³äíî¿ îáîëîíêè ÿê ºäèíî¿ ö³ë³ñíî¿ ñòðóêòóðè òà îïèñó ô³çèêî-ìå-
õàí³÷íèõ ïðîöåñ³â, ùî ïðîò³êàþòü ó í³é, âèêîðèñòàºìî ïîäàííÿ [19, 23] 

 
1

1 1
1

( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( )
l

k k k
k

p p p p S
−

+ −
=

α β = α β + α β − α β α − α∑ [ ] , (5) 

äå ( , )p α β  – ïðîäîâæåí³ ôóíêö³¿; ( , )kp α β  – øóêàí³ òà çàäàí³ ôóíêö³¿ ó k -é 

ñêëàäîâ³é îáîëîíêè; ( ) (1,  0) (0,  0)S− α = α ≥ α <{ }  – àñèìåòðè÷íà îäèíè÷-
íà ôóíêö³ÿ [16]. Â ðåçóëüòàò³ ïðîäîâæåííÿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³â-
íÿíü ïðóæíî¿ ð³âíîâàãè îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè â ïåðåì³ùåííÿõ 
[34] â³äïîâ³äíî äî ïîäàííÿ (5) îòðèìàºìî äëÿ ðîçãëÿäóâàíî¿ êóñêîâî-îäíî-
ð³äíî¿ îáîëîíêè ñèñòåìó ÷àñòêîâî âèðîäæåíèõ ð³âíÿíü ç ðîçðèâíèìè êîåô³-
ö³ºíòàìè: 

 1 2 3( , ) ( , ) ( , ) ( , ) ( , )i i i i iL u L v L w g g′ ′′α β + α β + α β = α β + α β . (6) 

Òóò , ,u v w  – êîìïîíåíòè âåêòîðà ïåðåì³ùåíü ñåðåäèííî¿ ïîâåðõí³ îáî-
ëîíêè 

2 2
11 1 2 12 21 1 2

1 ( ) 1 ( )
( , ) ,       ( , ) ( , )

2 2
L L L

− ν α + ν αα β = ∂ + ∂ α β = α β = ∂ ∂ , 

2 2 2 2 2
13 31 1 22 1 2 1 1 2

1 ( )
( , ) ( , ) ( ) ,    ( , ) 2 1 ( )

2
L L L c

− ν α
α β = α β = ν α ∂ α β = ∂ + ∂ + − ν α ∂ + ∂[ ]{ } , 

2 2 2
23 32 2 1 1 2( , ) ( , ) 1 2 ( )L L cα β = α β = ∂ − − ν α ∂ + ∂[ ][ ]{ } , 

2
2 2 2 2 2 2 2

33 1 1 2 1 2 1 2
( , ) 1 ,    ,    ,   ,  

3
hL c c
R

∂ ∂α β = + ∇ ∇ ∇ = ∂ + ∂ ∂ = ∂ = =
∂α ∂β

, 

 0 0 0
1 1 11 1 22 2 12

1 ( )
( , ) ( )

2
g R

− ν α ′ α β = ∂ ε + ν α ∂ ε + ∂ ε  
,  

 0 0 0
2 2 22 2 11 1 12

1( , ) ( ) 1 ( )
2

g R
 ′ α β = ∂ ε + ν α ∂ ε + − ν α ∂ ε + 
 

[ ]  

 2 2 0 0 0
1 2 22 2 11 1 12( ) 2 1 ( )R c+ ∂ + ν α ∂ + − ν α ∂[ ]{ }æ æ æ , 

 0 0 2 2 2 0 2 0
3 22 11 1 1 11 1 22( , ) ( ) ( )g R R c′ α β = ε + ν α ε − ∂ + ν α ∂ +[ ] { æ æ  

 2 0 2 0 0
2 22 2 11 1 2 12( ) 2 1 ( )+ ∂ + ν α ∂ + − ν α ∂ ∂[ ] }æ æ æ , 

 
1

0 0
1 1 11 22

1

( , ) ( )
l

k k k k k
k

g u R
−

−
=

′′ α β = ∂ − ε + ν ε δ α − α∑ [ ] [ ] [ ]( ){ } ,  

 
1

2
2 1 1

1

1( , ) (1 4 )(1 )
2

l

k k
k

g c v
−

=

′′ α β = + − ν ∂ −∑ [ ]{  

 0 2 0
12 1 12(1 ) 2 ( )k k k kR Rc −− − ν ε + δ α − α[ ] [ ]( )}æ , 

 
1

2 3
3 1 1 2 1

1

( , ) (2 )
l

k k k
k

g c w v
−

=

′′ α β = ∂ − − ν ∂ ∂ +∑ [ ] [ ]{  

 2 0 0
1 11 1 22 ( )k k k kR −+ ∂ + ν ∂ δ α − α +[ ] [ ]( )}æ æ  

 2 2 0 0 0
1 11 22 2 122(1 ) ( )k k k k k k kw R −

′+ ∂ + + ν + − ν ∂ δ α − α[ ] [ ] [ ] [ ]( ){ }æ æ æ , 
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 0 0 0 0
2

1 2( , , ) ,   ( , , ) ,   , 1,2
2 3

h h

mn mn mn mn
h h

e d e d m n
h h− −

ε = α β γ γ = γ α β γ γ =∫ ∫æ , 

 1

( )
( ) ( 0, ) ( 0, ),      ( )k k k k k

d S
p p p

d

λ
λ −

+ − λ

α
β = α + β − α − β δ α =

α
[ ] . 

Ó ñèñòåì³ (6) âðàõîâàíî íåïåðåðâí³ñòü êîìïîíåíò âåêòîðà ïåðåì³ùåíü 

, ,u v w  òà êóòà ïîâîðîòó 1
1 1R w−θ = ∂  íà ïîâåðõíÿõ ïîä³ëó kα = α , à ôóíê-

ö³¿ ñòðèáê³â ïîõ³äíèõ â³ä ïåðåì³ùåíü íà ïîâåðõíÿõ ïîä³ëó áóäåìî âèçíà÷à-
òè ç ðåøòè óìîâ ³äåàëüíîãî ìåõàí³÷íîãî êîíòàêòó: 

 ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1) ( ) ( 1)
1 1 1 1 1 1,   ,   ,   k k k k k k k kN N S S M M Q Q+ ∗ ∗ + + ∗ ∗ += = = = , (7) 

äå óçàãàëüíåí³ çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè k -¿ ñêëàäîâî¿ êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ îáîëîí-
êè ìàþòü âèãëÿä 

 ( ) ( ) 1 0( ) 0( )
1 1 1 2 11 22( )k k k k

k k k k kN D R u v w R−= ∂ + ν ∂ + − ε + ν ε( )[ ] , 

 ( ) ( ) 1 0( ) 0( )
2 1 2 1 22 11
k k k k

k k k k kN D R v w u R−= ∂ + + ν ∂ − ε + ν ε( )[ ] , 

 0( )
2 1 12(1 )

kk
k k k

k

E h
S u v R

R
= ∂ + ∂ − ε

+ ν
( ) , 

 ( ) ( ) 2 2 2 0( ) 0( )
1 2 1 2 2 11 22
k k k k

k k k k kM D w w v R= − ∂ + ν ∂ − ∂ + − ν( ) ( )[ ]æ æ , 

 ( ) ( ) 2 2 2 0( ) 0( )
2 2 2 2 1 22 11
k k k k

k k k k kM D w v w R= − ∂ − ∂ + ν ∂ + − ν( )[ ]æ æ , 

 ( ) 2 0( )
2 1 2 12(1 ) ( )k k

k k k kH D w v R= − − ν ∂ ∂ − +[ ]æ , 

 ( )( ) 1 ( ) 1
1 1 1 22 ,      2kk k

k k kS S R H Q M R H∗∗ − −= + = ∂ + ∂ , 

 ( ) 2 ( ) ( ) 2
1 2 1 12 /(1 ),        k k k

k kD E h D D c= − ν = . (8) 

Âðàõîâóþ÷è, ùî çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè çã³äíî ç óìîâàìè (1), (2) çáåð³ãàþòü 
íåïåðåðâí³ñòü ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè, à ïåðåì³ùåííÿ ,  ,  u v w  ³ êóòè 

ïîâîðîòó 1 2,  θ θ  ìàþòü ñòðèáêè ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ë³í³¿ òð³ùèí (ðîçðèâè 
ïåðøîãî ðîäó), òà ðîçãëÿäàþ÷è ¿õ ÿê óçàãàëüíåí³ ôóíêö³¿, íà îñíîâ³ ñï³ââ³ä-

íîøåíü (8) âèðàçèìî êîìïîíåíòè äåôîðìàö³¿ 0 0,  ij ijε æ  ÷åðåç çîñåðåäæåí³ íà 

ë³í³ÿõ òð³ùèí ôóíêö³îíàëè, ãóñòèíàìè ÿêèõ º êîìá³íàö³¿ ñòðèáê³â ïåðåì³-
ùåíü ³ êóò³â ïîâîðîòó. Äëÿ òð³ùèíè, ðîçì³ùåíî¿ âçäîâæ ë³í³¿ pα = α , îòðè-

ìàºìî 

 0 0
11 22

1 ( ) ( ),             0
p pu

R ν
ε = β δ α − α ε =[ ]  , 

 0
12 22

1 ( ) ( ),             0
p pv

R ν
ε = β δ α − α =[ ]  æ , 

 0
11 1 1

1

1 1( ) ( ) ( ) ( )
p pp pw

R Rν ν

 ∂= − θ β δ α − α + β δ α − α ∂α 
[ ] [ ] æ , 

 0
12 2 2

1 12 ( ) ( ) ( )
p p pw v

R Rν ν

 ∂= − β − β δ α − α ∂β 
[ ] [ ] æ . (9) 

Òóò 

1

( 0,  ) ( 0,  ) : ,
( )     , , ,

0 : ,p

p p p

p

u v w
ν

+ −
ν

ν

ψ α + β − ψ α − β ∀β β ∈ψ β = ψ = θ
∀β β ∉

[ ] 




{ } . 
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Àíàëîã³÷í³ ñï³ââ³äíîøåííÿ ìîæíà çàïèñàòè äëÿ ôóíêö³îíàë³â 0 0,  ij ijε æ , 

ùî â³äïîâ³äàþòü ðîçð³çó rsq , ðîçì³ùåíîìó âçäîâæ ë³í³¿ rβ = β . 
Ðîçâ’ÿçîê ñèñòåìè ÷àñòêîâî âèðîäæåíèõ äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü (6) 

øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 
3

1

( , ) ( ,  ) ( , ) ,      1,3i ij j
jD

u G g d d i
=

 α β = α − ξ β − ϕ ξ ϕ ξ ϕ = 
 

∑∫∫ , (10) 

äå 1 2 3,  ,  ,  ( , ) ( , ) ( , );  j j ju u u v u w g g g D′ ′′= = = ξ ϕ = ξ ϕ + ξ ϕ  – îáëàñòü, ÿêó çà-

éìàº ñåðåäèííà ïîâåðõíÿ îáîëîíêè; ijG  – êîìïîíåíòè T -ïåð³îäè÷íî¿ ôóí-

äàìåíòàëüíî¿ ìàòðèö³ ïåðåì³ùåíü, ÿê³ âèçíà÷åí³ [22] ÿê ÷àñòêîâ³ ðîçâ’ÿçêè 
òàêî¿ ñèñòåìè äèôåðåíö³àëüíèõ ð³âíÿíü ³ç ðîçðèâíèìè êîåô³ö³ºíòàìè: 

 
3

1

( , ) ( , , , ) ( ) ( ),       , 1, 3ij jm im
j

L G i m
=

α β α β ξ ϕ = δ δ α − ξ δ β − ϕ =∑ . (11) 

Òóò ( , )ijL α β  – äèôåðåíö³àëüí³ îïåðàòîðè ñèñòåìè ð³âíÿíü (6). 

²íòåãðàëüíå ïîäàííÿ (10) ì³ñòèòü íåâ³äîì³ ñòðèáêè ïåðåì³ùåíü ³ êóò³â 
ïîâîðîòó ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ë³í³¿ òð³ùèí, à òàêîæ íåâ³äîì³ ñòðèáêè ïîõ³ä-
íèõ â³ä ïåðåì³ùåíü ïðè ïåðåõîä³ ÷åðåç ïîâåðõíþ êîíòàêòó kα = α . Ï³äñòà-

âèâøè ïîäàííÿ (10) ó ôîðìóëè (8) îòðèìàºìî ñï³ââ³äíîøåííÿ äëÿ âèçíà÷åí-
íÿ çóñèëü ³ ìîìåíò³â ó äîâ³ëüí³é òî÷ö³ îáîëîíêè. Âèìàãàþ÷è òåïåð, ùîá âè-
êîíóâàëèñü óìîâè (1), (2) íà áåðåãàõ óñ³õ k  òð³ùèí ³ óìîâè (7) íà âñ³õ 1l −  
ïîâåðõíÿõ ðîçä³ëó, îòðèìàºìî ñèñòåìó 4( 1)k l+ −  ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ 
âèçíà÷åííÿ íåâ³äîìèõ ñòðèáê³â óçàãàëüíåíèõ ïåðåì³ùåíü ³ ïîõ³äíèõ â³ä 
íèõ. Çàóâàæèìî, ùî â ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü óâ³éäóòü ³íòåãðàëè 
âçäîâæ ë³í³é ô³êòèâíèõ òð³ùèí. Òîáòî ìåæ³ ³íòåãðóâàííÿ â öèõ ³íòåãðàëàõ º 
íåâ³äîìèìè. Êð³ì öüîãî, â ïðàâ³ ÷àñòèíè 4k  ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³â-
íÿíü çã³äíî ç óìîâàìè (1), (2) óâ³éäóòü 8k  íåâ³äîìèõ çóñèëü ³ ìîìåíò³â-ðå-
àêö³é ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà ïðóæíó. Äëÿ ïîâíîòè îòðèìàíî¿ ñèñòåìè áóäåìî 
âèìàãàòè îáìåæåíîñò³ çóñèëü ³ ìîìåíò³â á³ëÿ âåðøèí ô³êòèâíèõ òð³ùèí, 
òîáòî, ùîá â³äïîâ³äí³ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ äîð³âíþâàëè íóëþ, à òàêîæ 
âèêîíàííÿ óìîâ ïëàñòè÷íîñò³ íåâ³äîìèìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè â óñ³õ 
2k  ïëàñòè÷íèõ çîíàõ. 

Êóñêîâî-îäíîð³äíà öèë³íäðè÷íà îáîëîíêà ç ïîçäîâæíüîþ âíóòð³ø-
íüîþ òð³ùèíîþ. Ðîçãëÿíåìî îáîëîíêó, ùî ñêëàäàºòüñÿ ç äâîõ ( 2)l =  ç³ñòè-
êîâàíèõ íàï³âíåñê³í÷åííèõ îáîëîíîê 
ç ð³çíèõ ìàòåð³àë³â. Îäíà ç íèõ ïî-
ñëàáëåíà ïîçäîâæíüîþ íåíàñêð³çíîþ 
òð³ùèíîþ 0 00,  / Rβ = α ≤ α =  , 

2 12 2h d h d− + ≤ γ ≤ −  (ðèñ. 2). Öåíòð 

òð³ùèíè çíàõîäèòüñÿ íà â³ääàë³ 1  

â³ä ïîâåðõí³ ñòèêó 1 1/ Rα = α =  . 
Îáîëîíêà ïåðåáóâàº ï³ä ä³ºþ ñèìåò-
ðè÷íèõ â³äíîñíî òð³ùèíè çóñèëü ³ 
ìîìåíò³â. ßêùî âåëè÷èíà çîâí³øíüîãî íàâàíòàæåííÿ, ðîçì³ðè òð³ùèíè òà 
âëàñòèâîñò³ ìàòåð³àëó îáîëîíêè, â ÿê³é ðîçì³ùåíà òð³ùèíà, òàê³, ùî ïëàñ-
òè÷í³ äåôîðìàö³¿ ðîçâèâàþòüñÿ âóçüêîþ ñìóãîþ íà ïðîäîâæåíí³ òð³ùèíè ïî 
âñ³é òîâùèí³ îáîëîíêè, òî ìîæíà âèêîðèñòàòè àíàëîã cδ -ìîäåë³. Òîáòî çàì³-
íèìî ñìóãè ïëàñòè÷íèõ äåôîðìàö³é ïîâåðõíÿìè ðîçðèâó óçàãàëüíåíèõ 
ïðóæíèõ ïåðåì³ùåíü, à ä³þ ìàòåð³àëó ïëàñòè÷íî¿ çîíè íà ïðóæíó – äåÿêè-
ìè çóñèëëÿìè òà ìîìåíòàìè. Ïðè öüîìó ââàæàºìî, ùî â îáëàñò³ 0β = , 

 
γ 2d1 

2l0 
2d2 

lp lp 
l1 

R 

2ld 

2h 

z 
β 

 

Рис. 2 
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0 0 2 1; ,  ; 2 2 ;h h d h d hα ∈ − α α γ ∈ − − + −[ ] [ ] [ ]  ä³þòü ñòàë³ íàïðóæåííÿ 
0

Â Ò( ) / 2σ = σ + σ , äå Â Ò,σ σ  – ãðàíèöÿ ì³öíîñò³ òà òå÷³ííÿ ìàòåð³àëó 

îáîëîíêè, â ÿê³é ðîçì³ùåíà òð³ùèíà. Ó ïëàñòè÷íèõ çîíàõ á³ëÿ òð³ùèíè p  

òà p  (ðèñ. 2) ä³þòü íåâ³äîì³ çóñèëëÿ òà çãèíí³ ìîìåíòè 1 2 1 2,  ,  ,  N N M M  
â³äïîâ³äíî, êîæíà ïàðà ç ÿêèõ çàäîâîëüíÿº óìîâè ïëàñòè÷íîñò³ Òðåñêà ó 
âèãëÿä³ ïîâåðõíåâîãî øàðó  

 2
0 0/(2 ) 3 /(2 ) 1,          1,2s sN h M h sσ + σ = = , (12) 

àáî ïëàñòè÷íîãî øàðí³ðó 

 2 2
0 0/(2 ) /( ) 1,           1,2s sN h M h sσ + σ = =[ ] . (13) 

Îòæå, â ìåæàõ âèáðàíî¿ ìîäåë³ òðèâèì³ðíà ïðóæíîïëàñòè÷íà çàäà÷à 
äëÿ îáîëîíêè ç âíóòð³øíüîþ òð³ùèíîþ çàâäîâæêè 02  çâåäåíà äî äâîâè-

ì³ðíî¿ çàäà÷³ ïðî ïðóæíó ð³âíîâàãó îáîëîíêè ç íàñêð³çíîþ òð³ùèíîþ 

02 2 p
d p= + +    , íà áåðåãàõ ÿêî¿ âèêîíóþòüñÿ óìîâè 

 

2 0
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N N

 − − α + α ≤ α ≤ − α


α = − + α < α
 − α ≤ α ≤ α + α < α

  

 

2 0
2 0 0
0 3

2 2 0
1 0

2 0 0 1

, ( ) ,

( ) ,                 ,

,            ,

p

p

M M

M M M M

M M

 − − α + α ≤ α ≤ −α


α = − + α < α
 − α ≤ α ≤ α + α < α

  (14) 

äå 1 2 0 0 1 2 2 1/ ,   / ,   2( ) ,   2 ( )( )p p
p pR R N d d M h d d d dα = α = = + σ = σ − − −   , 

3N  ³ 3M  – çóñèëëÿ ³ ìîìåíòè, ïðèêëàäåí³ äî áåðåã³â ðåàëüíî¿ òð³ùèíè; 0N  

³ 0M  – êîìïîíåíòè îñíîâíîãî íàïðóæåíîãî ñòàíó. 
Íà îñíîâ³ çàïðîïîíîâàíî¿ ìåòîäèêè ðîçãëÿäóâàíó çàäà÷ó çâåäåíî äî 

ñèñòåìè øåñòè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü 

 1 1 3 3( ) ( , ) ( ) ( , )
d

d

i i d
α

−α

′ ′Ψ ξ ξ α + Ψ ξ ξ α ξ +∫ K K{ }  

 
2 8

1
1

50

( ) ( , ) 2 ( ) ( ),         1,3j ij i
j

d E h f i
π

−

=

+ Ψ θ θ α θ = π α =∑∫ K , 

 1 1 3 3( ) ( , ) ( ) ( , )
d

d

i i d
α

−α

′ ′Ψ ξ β ξ + Ψ ξ β ξ ξ +∫ K K{ }   

 
2 8

8 1
50

( ) ( , ) ,         5,8j ij i
j

d A i
π

=

+ Ψ θ θ β θ = δ =∑∫ K , (15) 

äå 
 1 3 2/ ,      ( ) ( ) ,         ( ) ( )d d c cR v Rα = Ψ ξ = ξ Ψ ξ = − θ ξ[ ] [ ] , 

 
1 15 6( ) ( , ) ,       ( ) ( , )u vα =α α =α

∂ ∂Ψ β = α β Ψ β = α β
∂α ∂α

] ][ [ , 

 
1 1

2 3

7 82 3
( ) ( , ) ,       ( ) ( , )w w dα =α α =α

∂ ∂Ψ β = α β Ψ β = α β β
∂α ∂α∫] ][ [ , 
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 01( , ) cth ( ) ( , ),      , 1, 3
2 2ij ij ij ija i j∗ξ − α ξ α = + ξ − α + ξ α = 

 
K K K , 

 2 2
11 13 31 1 1 33 1 11,     (1 ),       (3 )/(1 )a a a c a= = = − ν = + ν + ν , 

 ( )2 2 2
1 1 1 1 2 3 2/(1 ),      ( ,0),       ( ) ( ,0)c c f N f M= − ν α = α α = α . 

Òóò 1E  òà 1ν  – ìîäóëü ïðóæíîñò³ òà êîåô³ö³ºíò Ïóàññîíà îáîëîíêè, ÿêà 

ì³ñòèòü òð³ùèíó; 1A  – ñòàëà ³íòåãðóâàííÿ, 0 ( )ij zK  òà ( )ij z∗K  – íåïåðåðâí³ 

ôóíêö³¿. 
Ïåðø³ äâà ð³âíÿííÿ ñèñòåìè (15) º ñèíãóëÿðíèìè. Ó íèõ íåâ³äîìèìè º 

ãðàíèö³ ³íòåãðóâàííÿ ( p  òà p ) ³ âåëè÷èíè 1 2 1 2,  ,  ,  N N M M . Òîìó ñèñòåìó 

(15) äîïîâíþºìî óìîâàìè (12) àáî (13) òà óìîâàìè îáìåæåíîñò³ çóñèëü ³ 
ìîìåíò³â á³ëÿ âåðøèí íàñêð³çíî¿ òð³ùèíè. Äëÿ öüîãî äîñòàòíüî, ùîá 
äîð³âíþâàëè íóëþ êîåô³ö³ºíòè ³íòåíñèâíîñò³ íîðìàëüíîãî çóñèëëÿ òà 
çãèíàëüíîãî ìîìåíòó 

 0,        0,      1,2s s
N MK K s= = = . (16) 

Ïðàâ³ ÷àñòèíè ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü çã³äíî ç (14) º ðîç-
ðèâíèìè ôóíêö³ÿìè. Ïðÿì³ ÷èñëîâ³ ìåòîäè ðîçâ’ÿçóâàííÿ òàêèõ ñèñòåì äà-
þòü çíà÷í³ ïîõèáêè â òî÷êàõ ðîçðèâó. Òîìó ðîçâ’ÿçîê ïåðøèõ äâîõ ð³âíÿíü 
øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 ( ) ( ) ( ),        1,3i i ih iΨ α = α + Φ α = . (17) 

Òóò ( )ih α  – ðîçâ’ÿçêè êàíîí³÷íèõ ñèíãóëÿðíèõ ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü ç ðîç-
ðèâíèìè ïðàâèìè ÷àñòèíàìè  

 
( )

( ),         1,3
d

d

i
i

h
d f i

α

−α

ξ
ξ = α =

α − ξ∫ , (18) 

ÿê³ çíàõîäèìî, âèêîðèñòîâóþ÷è ôîðìóëè îáåðíåííÿ äëÿ ³íòåãðàë³â òèïó 
Êîø³. Ï³äñòàâëÿþ÷è ï³ñëÿ öüîãî ïîäàííÿ (17) ó ïåðø³ äâà ð³âíÿííÿ ñèñòåìè 
(15), îòðèìóºìî íîâó ñèñòåìó ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü äëÿ âèçíà÷åííÿ íåâ³äî-
ìèõ ( )iΦ α . Öÿ ñèñòåìà ìàº âèãëÿä (15), àëå ïðàâ³ ÷àñòèíè ïåðøèõ äâîõ ð³â-
íÿíü º íåïåðåðâíèìè ôóíêö³ÿìè, ÿê³ ìàþòü âèãëÿä 

 
2

0 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,        1,3s s s s
i i i i

s

f f N f M f i∗ +

=

α = α + α + α =∑ [ ] . (19) 

Òîìó ( )iΦ α  øóêàºìî ó âèãëÿä³ 

 
2

0 2

1

( ) ( ) ( ) ( ) ,       1,3s s s s
i i i i

s

N M i+

=

Φ α = Φ α + Φ α + Φ α =∑ [ ] . (20) 

Ôóíêö³¿ ( )iΦ α  øóêàºìî ìåòîäîì ìåõàí³÷íèõ êâàäðàòóð, ÿêèé äîçâîëÿº âè-

çíà÷àòè êîæíó ç ( ) ( )m
iΦ α  ³ç ñèñòåì â³äïîâ³äíèõ àëãåáðè÷íèõ ð³âíÿíü. Àëå 

p  òà p  ó ö³ ñèñòåìè âõîäÿòü íåë³í³éíî. Òîìó ïðîöåäóðà ðîçâ’ÿçóâàííÿ 

òàêà: çàäàºìî ïî÷àòêîâ³ çíà÷åííÿ ïàðàìåòð³â p  òà p . Âèçíà÷àºìî êîæíó 

ç ôóíêö³é ( ) ( )m
iΦ α . Ç óìîâ (16) çíàõîäèìî sN , sM  ³ ïåðåâ³ðÿºìî îäíó ç 

óìîâ ïëàñòè÷íîñò³ (12) àáî (13). ßêùî âîíà çàäîâîëüíÿþòüñÿ ç íàïåðåä çà-

äàíîþ òî÷í³ñòþ, òî çàäà÷à ðîçâ’ÿçàíà, ÿêùî í³ – çàì³íÿºìî p  òà p  ³ 

ïðîöåäóðó ïîâòîðþºìî. 
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Ç³íòåãðóâàâøè ðîçâ’ÿçêè ñèñòåìè ³íòåãðàëüíèõ ð³âíÿíü, âèçíà÷àºìî 
ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè â äîâ³ëüí³é ¿¿ òî÷ö³ çà ôîðìóëîþ 

 2( , ) ( ) ( )c cv∆ α γ = α + γ θ α[ ] [ ] . (21) 

Ïðèð³âíÿâøè òåïåð ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè íà ¿¿ ôðîíò³ äî êðèòè÷íîãî çíà÷åí-
íÿ cδ , îòðèìóºìî êðèòåð³é äëÿ âñòàíîâëåííÿ ñï³ââ³äíîøåíü ì³æ ïðèêëàäå-
íèìè çóñèëëÿìè, ðîçì³ðàìè òð³ùèíè, ô³çè÷íèìè òà ãåîìåòðè÷íèìè ïàðà-
ìåòðàìè îáîëîíêè â óìîâàõ ãðàíè÷íîãî ð³âíîâàæíîãî ñòàíó. 

Ïðîâåäåíî äîñë³äæåííÿ ãðàíè÷íî¿ ð³âíîâàãè êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ îáî-
ëîíêè ç òð³ùèíîþ ( 0/ 0.01,  / 5h R h= = ), ñêëàäîâ³ ÿêî¿ âèãîòîâëåí³ ç àëþ-

ì³í³þ ( 5
1 0.65 10E = ⋅ ÌÏà; 0 3

1 T0.3,  0.11 10ν = σ = σ = ⋅ ÌÏà) òà åïîêñèäíî¿ 

ñìîëè ( 4
2 0.26 10E = ⋅ ÌÏà; 0

2 T0.35,  4.3ν = σ = σ = ÌÏà). Íà ðèñ. 3 çîáðàæå-
íî çàëåæíîñò³ ìàêñèìàëüíîãî â³äíîñíîãî ðîç-

êðèòòÿ 0/∗∆ = ∆ ∆  ïîâåðõíåâî¿ òð³ùèíè ãëè-

áèíè 2d  ( 1 22( ),  0,  / 0.6d h d d d h= − = = ; 0∆  – 

ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè â îäíîð³äí³é îáîëîíö³) â³ä 
ïàðàìåòðà 1/( )d Rη = α  äëÿ âèïàäêó ïðóæíî-
ïëàñòè÷íîãî äåôîðìóâàííÿ îáîëîíêè, ÿêà ïåðå-
áóâàº ï³ä âíóòð³øí³ì òèñêîì ³íòåíñèâíîñò³ p , 

òàê ùî 0/(2 ) 0.3pR hσ = . Êðèâ³ 1 ³ 2 â³äïîâ³äà-

þòü âèïàäêàì ðîçì³ùåííÿ òð³ùèíè â ñêëàäîâ³é 
îáîëîíêè ç àëþì³í³þ àáî åïîêñèäíî¿ ñìîëè â³ä-
ïîâ³äíî. Ìàêñèìàëüíå ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè â³ä-
áóâàºòüñÿ ó òî÷ö³ 0,  2h dα = γ = − . Ç íàâåäå-
íèõ íà ðèñ. 3 ãðàô³ê³â áà÷èìî, ùî íàÿâí³ñòü ïîä³áíèõ òð³ùèí ó ð³çíèõ ìàòå-
ð³àëàõ îáîëîíêè íåîäíàêîâî âïëèâàº íà ¿¿ ì³öí³ñòü.  

Àíàë³ç ïðîâåäåíèõ ðîçðàõóíê³â äëÿ ³íøèõ çíà÷åíü ïàðàìåòð³â ïîêàçàâ, 
ùî ìàêñèìàëüíå ðîçêðèòòÿ òð³ùèíè â³äáóâàºòüñÿ ó ¿¿ âåðøèíàõ íà ïîâåðõ-
í³ îáîëîíêè hγ =  àáî ïðè 0,  2h dα = γ = − .  

Ó ïåðøîìó âèïàäêó (ïðè hγ = ) òð³ùèíà ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ îáîëîí-

êè, ó äðóãîìó (ïðè 0,  2h dα = γ = − ) – óãëèáèíó, â ðåçóëüòàò³ ÷îãî íåíà-
ñêð³çíà òð³ùèíà ñòàº íàñêð³çíîþ. ßêùî ðîçêðèòòÿ íàñêð³çíî¿ òð³ùèíè çà-
ëèøàºòüñÿ ìåíøèì â³ä êðèòè÷íîãî çíà÷åííÿ, òî ðóéíóâàííÿ ïðèïèíÿºòüñÿ, 
ó ïðîòèëåæíîìó âèïàäêó òàêà òð³ùèíà ïîøèðþºòüñÿ âçäîâæ îáîëîíêè. 
 Íàâåäåíà ìåòîäèêà äîçâîëÿº äîñë³äæóâàòè âçàºìîä³þ íàñêð³çíèõ òà 
ïîâåðõíåâèõ òð³ùèí, ùî çíàõîäÿòüñÿ â îäí³é ÷è ð³çíèõ ÷àñòèíàõ ñêëàäåíî¿ 
êóñêîâî-îäíîð³äíî¿ öèë³íäðè÷íî¿ îáîëîíêè. 
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НАПРЯЖЕННОЕ СОСТОЯНИЕ И ПРЕДЕЛЬНОЕ РАВНОВЕСИЕ 
КУСОЧНО-ОДНОРОДНЫХ ЦИЛИНДРИЧЕСКИХ ОБОЛОЧЕК С ТРЕЩИНАМИ  

 
Çàäà÷à î ïðåäåëüíîì ðàâíîâåñèè êóñî÷íî-îäíîðîäíîé öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè ñî 
ñêâîçíûìè è ïîâåðõíîñòíûìè òðåùèíàìè ñâåäåíà ê ñèñòåìå ñèíãóëÿðíûõ 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì ó÷òåíî íàëè÷èå ïëàñòè÷åñêèõ äåôîðìàöèé 
íà ïðîäîëæåíèè òðåùèí. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì ÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ ñèñòåìû 
èíòåãðàëüíûõ óðàâíåíèé ñîâìåñòíî ñ óñëîâèÿìè îäíîçíà÷íîñòè ïåðåìåùåíèé, 
óñëîâèÿìè êîíå÷íîñòè íàïðÿæåíèé è óñëîâèÿìè ïëàñòè÷íîñòè òîíêèõ îáîëî÷åê. 
Ïðîâåäåí ÷èñëåííûé àíàëèç çàâèñèìîñòè ðàñêðûòèÿ ôðîíòà ïîâåðõíîñòíîé 
òðåùèíû îò íàãðóçêè, ãåîìåòðè÷åñêèõ è ìåõàíè÷åñêèõ ïàðàìåòðîâ îáîëî÷êè. 
 
STRESSED STATE AND LIMIT EQUILIBRIUM 
OF PIECEWISE-HOMOGENEOUS CYLINDRICAL SHELLS WITH CRACKS 
 
The problem on limit equilibrium of a piecewise-homogeneous cylindrical shell with 
through and surface cracks is reduced to a system of singular integral equations. In 
addition the existence of plastic strains on the crack extension is considered. An 
algorithm is proposed for numerical solution of a system of integral equations together 
with conditions of displacements uniqueness, conditions of stresses boundedness, and 
conditions of thin crack plasticity. The dependence of the surface crack front opening 
on loading, geometric and mechanical parameters of the shell is analyzed.  
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